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AVERTISSEMENT 

DU  LIBRAIRE 

llluftre  fç avant:  Auteur  de  cet 
Ouvrage  étoit  fur  le  point  de  le- 
donner  au  Public,  lor/qu  il  mourut 
en  1704.  agi  de  quarante-trois  ans: 
Le  M anufcrit  en  étoit  fans  Préfa- 
ce, que  ce  fui  Auteur  pouvait  bien  faire  :  ce  fi 
four  cela  qu  il  ne  s  en  trouve  point  ici.  Mais  le 
titre  doit  fujfre  aux  ConnoiJJeurs ,  pour  juger  de 
'  quelle  conjequence  efi  en  Géometrte  la  Matière 
de  ce  Livre.  La  grande  réputation  de  M.  le 
Marquis  de  l'Hôpital  en  ce  genre  d'Etude  ,  ré- 
pond autant ,  ce  me  femble  ,  . de  t habileté  avec 
laquelle  cette  matière  efi  traitée,  que  dufuccés 
qu'on  doit  attendre  de  [Ouvrage.  Ce  fi  ce  qui 
ma  déterminé  a  t imprimer  tel  quil  étoit, 
fknr  éutre  fin  que  de  faire  enforte  quil  le  fut 
le  plus  corre clément  quil  me  feroitpofiible ,  en 
cherchant  quelque  habile  Géomètre,  qui  voulut 

ï  i j 


AVERTISSEMENT. 
bien  veillera  îtmpreffion.  La  confideration  & 
teftime  des  Sf avons  pour  l'auteur  ,  m'en  ont 
fait  beureufement  trouver  deux  célèbres.  C eft 
par  leurs  Joins  que  pour  répondre  à  ïemprejje- 
ment  d'un  trés-grand  nombre  de  Mathémati- 
ciens pour  cet  Ouvrage  ,  fur  tout  les  jeunes 
Géomètres  ,  qui  le  regardoient  comme  devant 
leur  faciliter  l'entrée  a  la  fubltme  Analyfe  des 
Infiniment  petits ,  je  le  publie  avec  toute  la 
confiance  poffible ,  quoique  dénué  de  la  Préface 
que  la  maladte  de  l'un  de  ces  deux  Géomètres, 
tf  les  grandes  occupations  de  l'autre,  ne  leur  ont 
pas  permis  de  faire  i  &  je  me  perjùade  que  les 
Leàeurs  consens  du  fond  de  l'Ouvrage  ,  ne  le 
feront  pas  moins  de  fin  exécution ,  tant  pour  la 
beauté  du  papier  du  caracïcre  ,  que  pour 
Icxaclitude. 
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ANALYTIQUE 

DES  SECTIONS  CONIQUES, 

leur  ftfage  pour  la  Résolution  des  Equations  dans  les 
Problèmes  tant  déterminé: 

LIVRE  PREMIER. 
De  la  Parabole. 

DEFINITIONS, 

I.  i 

Yant  placé  fur  un  plan  une  Règle 
BC,  &  une  E'querre  GDO ,  en  forte 
que  l'un  de  fes  côtés  DG  foit  couché 
le  long  de  cette  règle ,  on  prendra 
un  fil  F  M  o  égal  en  longueur  à 
l'autre  côté  DO  de  cette  équerre, 
duquel  l'on  attachera  un  boutâ  l'ex 
Jtremite  O  de  ce  côté  DO,  &  Pautre 
bout  en  un  point  quelconque  F  pris  fur  ce  plan  du  mê- 
me côté  de  l'equerre  par  rapport  à  la  règle.  Maintenant 

A  -  - 
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x  Livre  Premier. 

fi  l'on  fait  gliflèr  le  côté  D  G  de  l'équerre  le  long  de  la 
règle  i?C,  &  qu'en  même  tems  l'on  fe  ferve  d'un  ftyle 
M  pour  tenir  toujours  le  fil  tendu ,  &  fa  partie  MO  toute 
jointe  &  comme  collée  contre  le  côté  O  D  de  l'équerre  j 
la  courbe  A  MJT  que  le  ftyle  M  décrit  dans  ce  mouve- 
ment, eft  une  portion  de  Parabole. 

Si  l'on  renverfe  l'équerre  de  l'autre  côté  du  point  fixe 
J?,  on  décrira  en  la  même  façon  l'autre  portion  A MZ 
de  la  même  Parabole  s  de  forte  que  la  ligne  JCA  Z  ne 
fera  qu'une  même  courbe  qu'on  appelle  Parabole. 

1. 

La  ligne  BC  daps  laquelle  le  bord  inférieur  de  la  rè- 
gle immofeile  BC  touche  le  plan  &  le  côté  DG  de  l'é- 
querre G  DO,  eft  appel lée  BireUrice. 

3- 

Le  point  fixe  F  du  plan ,  eft  nommé  le  Foyer  de  la  Pa- 
rabole. 

4- 

Si  Ton  mené  du  point  fixe  F,  fur  la  directrice  BCune 
perpendiculaire  F  E  qui  rencontre  la  parabole  au  point 
A  i  la  ligne  A  F  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  F% 
eft  appellée  Y  Axe  de  la  parabole. 

La  ligne  />  quadruple  de  A  Fy  eft  appellée  Paramètre 
de  l'axe. 

6. 

Toutes  les  lignes  comme  M  P  menées  des  points  de  la 
parabole  perpendiculairement  à  l'axe  ,  font  appellccs  0r- 
donnèes  à  l'axe. 

7- 

Toutes  les  lignes  comme  MO  menées  des  points  de 
la  parabole  parallèlement  à  l'axe ,  en  font  les  Diamètres. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  la  parabole  qu'en  un 
point ,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre  n'entre 
point  dedans ,  mais  tombe  au  dehors,  eft  appellée  Tan- 
gente en  ce  point. 
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COROLLAIRE  I. 

I  l  fuit  de  la  définition  de  la  Parabole  que  fi  l'on  tire 
par  un  de  fes  points  quelconques  M  au  foyer  F  une  ligne 
droiie  MF,  &  fur  la  dire&nce  B  C  une  perpendiculaire 
MD  i  les  droites  MF,  MB,  feront  toujours  égaler  entre 
elles.  Car  fi  l'on  retranche  du  côté  O  D  de  l'équerre  & 
du  fil  O  M  F  qui  *  lui  eft  égal ,  la  partie  commune  0Mt  *  Dtf.  u 
il  eft  vifible  que  les  parties  reftantes  MD,  M  Fy  feront 
toujours  égales  entre  elles. 

Corollaire  II. 

2.  J)  E  L  a  il  eft  évident ,  que  fi  l'on  mené  une  ligne 
droite  quelconque  KK  parallèle  à  la  dire&rice  B  C  ,6c 

que  d'un  point  quelconque  M  de  la  parabole ,  on  tire  * 
fur  cette  ligne  la  perpendiculaire  MK ,  &  au  foyer  la 
droite  M  F  -,  la  différence  ou  la  fommc  K  D  des  deux 
droites  M  F  ,MK ,  fera  toujours  la  même  :  feavoir  la  dif- 
férence lorfque  le  point  M  tombe  au  deflbus  de  K  K,  & 
la  fomme  lorfqu'il  tombe  au  deflus. 

Corollaire  III. 

3- 1  l  eft  évident  que  FE  eft  divifée  en  deux  parties  é- 
gales  par  la  parabole  au  point  A.  Car  fuppofant  qae  le 
point  M  tombe  au  point  A ,  la  ligne  M  F  tombe  fur  AF, 
&  la  ligne  M  D  fur  A  £,  qui  feront  par  confequent  éga- 
les entreelles }  puifque  M  F  eft  toujours  *  égale  à  MD , en  »  Art,  i. 
quelque  endroit  de  la  parabole  que  tombe  le  point  M, 

Corollaire  IV. 

4'  D  e  la  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  para- 
bole XAZ  ,  l'axe  AP  dont  le  point  A  eft  l'origine  étant 
donné ,  avec  fon  paramètre/».  Car  ayant  pris  fur  l'axe 
A  P  de  part  &  d'autre  du  point  A  les  parties  AF,  A  E 
égales  chacune  au  quart  de  fon  paramètre^,  &  mené  par 
le  point  E  la  perpendiculaire  indéfinie  B  C  fur  F  F  5  fi 
Ton  couche  le  bord  inférieur  d'une  règle  fur  cette  ligne. 

A  ij 
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J3C  qui  fêrt  de  directrice ,  &  que  par  le  moyen  d'une 
équerre  ODG ,  &  d'un  fil  F  MO  égal  au  côté  0D,  &  at- 
taché par  l'un  de  fês  bouts  au  foyer  F ,  &  par  l'autre 
bout  à  l'extrémité  O  de  ce  même  côté  ,  Ton  décrive  une 
Parabole  XA  z  comme  l'on  a  enfeigne  dans  la  définition 
première ,  il  eft  vifible  qu'elle  fera  celle  qu'on  demande. 
Il  n'eft  pas  moins  vifible  que  plus  le  côté  OD  de  l'é- 
* Dif.  i.  querre  &  le  fil  OMF  (qui  *  lui  doit  être  égal  )  fera  long, 
plus  aufli  la  portion  de  la  parabole  qu'on  décrira  fera 
grande  ;  de  forte  qu'on  la  peut  augmenter  autant  que 
Fon  voudra  ,  en  augmentant  également  le  côté  0  D  de 
l'équerre  &  le  fil  OMF. 

Corollaire  V. 

5.  S  1  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  l'on 
mené  une  ordonnée  MP  i  l'axe  ,  &  au  foyer  F  la  droite 
MF  iil  eft  clair  que  cette  ligne  M  F     A  P  -\-A  F^ 
*  Art.  3.    puifque  MF=*  MD=*AP-\-A  E ,  &  que  •  A  F-*A  E. 

PROPOSITION  I. 
Theorcme. 

F 1  c.  1.  L  E  q varié  d'une  ordonnée  quelconque  M  P  à  l'axe  AP, 

efi  èyil  au  rettanqje  du  paramètre  p ,  par  la  partie  A  P  de  l'axe 
prife  entre  fon  origine  A  &  la  rencontre  P  de  l'ordonnée. 
Il  faut  prouver  que  M  P*  «  p  «c  A  P. 

Ayant  nommé  la  donnée  A  F,  m }  &  les  indéterminées 

«Art.  j.    Al\  KyPMyyi  on  aura  MF=mm w -r-*ï&  PFemx  m 

ou  m  m»  x  y  félon  que  le  point  p  fe  trouve  au  delTous  ou  au 
deflus  du  foyer  F.  Or  le  triangle  rectangle  M  P  F  donne 

en  l'un  &  l'autre  cas  MF  (mm-^-  x x)=aM P* 

[y y  )-|-  P  Jr*  (  mm —  iwijt^  x)  \  d'où  l'on  tire ^mx^yy. 
Donc  puifque  félon  la  jc  definition  psm  +  m,  on  aura 
auffi  yyssMpx.  Ce  qu'il  fallait  démontrer* 
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i 

Corollaire  premier  et  Fondamental. 

7»  I  l  eft  donc  évident  que  fi  l'on  nomme  p  le  para- 
mètre de  l'axe  AP  }  chacune  de  Tes  parties  ^/,,*}^Fio.  i; 
chacune  de  fes  ordonnées  correfpondantes  P  M  %y  s  on 
aura  toujours  yytnapx.  Or  comme  cette  propriété  con- 
vient à  tous  les  points  de  la  parabole,  &  en  détermine  la 
polîtion  par  rapport  à  Ton  axe  AP  -,  il  s'enfuit  que  l'équa- 
x\onyy*mp*  exprime  parfaitement  la  nature  de  la  para- 
bole par  rapport  â  fon  axe. 

*    i  •  ' 
Corollaire  IL 

8.  S.  r 

on  mené  deux  ordonnées  quelconques  Jld  Ps  p  |'6>  ^ 
2f  Q^i  l'axe  A  P ,  leurs  quarrés  feront  entreux  convne 
les  parties  AP  &  AQdc  l'axe  >  prifes  entre  fon  origine  A 
&  les  rencontres  P  &  Q  de  ces  mêmes  ordonnées.  Car  *  *  Art.  6. 

J^M.c[N*:-.p*AP.p«A(l±'.AP.AQ±  > 
Corollaire  III. 

•  ♦  *  . 

9  S  i  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'axe 
AP  une  parallèle  M  P  M  à  fes  ordonnées  t  elle  rencon- 
trera la  parabole  en  deux  points  M  &  M  également  éloi- 
gnés de  part  &  d'autre  du  point  &  non  en  davan- 
tage. Car  afin  que  les  points  M  &  M  foient  à  la  parabo- 
le, il  faut*  que  les  quarrés  de  chaque  P  M  (y)  prife  de  *  Art.  % 
part  &  d'autre  du  point  />,  foient  égaux  chacun  au  me. 
me  rectangle  p  x. 

Co  RO  LIA  i  re  IV. 

ÎO.  I  l  fuit  de  ce  que *yys=zf>xy  que  plus  A  P  (x )  eft  »  Art.  7. 
grande ,  plus  aallî  l'ordonnée  P  M  (y)  pnfe  de  part  & 
d'autre  de  l'axe  A  P  augmente ,  &  cela  à  l'infini  $  £  au 
contraire  plus  A  P  (x)  diminue  ,  plus  auilî  1'  id  nnée 
P  M  {y)  devient  petite  :  de  forte  que  A  P  (x)  étant  n  die 
ou  zéro,  chaque  P  M  (y)  pnlè  de  parc&  d'autr.  Je  l'axe 
A  P  devient  auflî  nulle  $  c'eft-à-dire  que  le  poinc  tom- 
bant en  A9  les  deux  points -de  rencontre  M  &  M  ù  rcu* 


* 
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niflent  en  ce  point.  D'où  il  eft  clair. . 

i°.  Que  fi  l'on  mené  par  l'origine  ^  de  Taxe  une  ligne 
/,Z  parallèle  à  fes  ordonnées ,  elle  fera  tangente  en 

»°.  Que  la  Parabole  s'éloigne  de  part  U  d'autre  de 
plus  en  plus  â  l'infini  de  fon  axe  AP  à  commencer  par 
fort  origine  qu'ainfi  toute  parallèle  comme  Z  M  k 
l'axe  ^P,  ne  rencontre  la  Parabole  qu'en  un  feul  point  M, 
tt  paflèau  dedans ,  puifque  fa  diftance  de  l'axe  demeure 
partout  lâ  même. 

Corollaire  V. 

S  i  d'un  point  quelconques  de  la  Parabole  l'on 
tire  une  parallèle  Al  Z  à  l'axe  P,  laquelle  rencontre  en 
L  la  parallèle  *At  à  Tes  ordonnées  ;  il  eft  clair  en  menant 
l'ordonnée  AlPt  que^Z^PAl  [y),  &  que  ML=*^AP 

*Ari.f.,   (x)=*?Zy  puifque  *pxwsnyy.  D'où  il  fuit  que  les  droites 

ML  (yJ.)yMz(U)  prifes  de  part  &  d'autre  de  Taxe 
f  f 

^AP  font  égales  entr'elles  ,  lorfque  les  points  Zf  Zfont 
également  éloignés  du  point  >A  s  8c  partant  que  fi  une  li- 
gne quelconque  Al  Ai  terminée  par  la  parabole  eft  cou- 
pée en  deux  parties  égales  par  l'axé  en  P}  elle  fera  paral- 
lèle â  la  ligne  ZZ,  c'eft  à  dire  qu'elle  fera  ordonnée  de 
part  &  d'autre  à  l'axé.  Car  ayant  mené  les  parallèles  AiZt 
AlZk  l'axe  ^  P,  il  eft  évident  que  Z  Z  fera  divifée  par  le 
milieu  en  Af ,  puifque  Ai  Ai  l'eft  en  P.  Les  droites  Al  Z , 
Al  Z ,  feront  donc  égales  entr'elles  comme  on  vient  de  le 
prouver  ;  &  par  Confequent  la  ligne  Ai  Al  fera  parallèle 
à  ZZ. 

Corollaire  VI., 

i2"  1 1  fuit  de  ce  que  toutes  les  perpendiculaires 
MPM  à  l'axe  A  Pt  terminées  de  part  &  d'autre  par  la  pa* 
*  Art.  9.  rabole ,  font  *  coupées  par  le  milieu  en  P  $  que  l'axe  divifê 
la  parabole  en  deux  portions  entièrement  égales  &  fem. 
blablement  pofées  de  part  &  d'autre.  Car  fi  le  plan  fur 
lequel  elle  eft  tracée ,  écoit  plié  le  long  de  l'axe  enforte 
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<iue  les  deux  parties  Te  joigniflent ,  il  eft  vifible  que  les 
Jeux  portions  de  la  parabole  tomberoient  exa&ement 
J'une  lut  l'autre. 

PROPOSITION  IL 
Théorème. 

13-  S  1  ton  mené  par  t  origine  A  de  taxe  AP  une  ligne  droi-  F 1  e,  j, 
te  quelconque  A  M  dans  l'un  ou  t autre  des  angles  PAL ,  PAL, 
faits  par  taxe  AP  &  par  la  ligne  L  L  parallèle  à  fes  ordon- 
nées }  je  dit  qu'elle  ira  rencontrer  la  parabole  MAM  en  un  au- 
ère  point  M.  - 

Ayant  pris  fur  A  L  de  part  ou  d'autre  du  point  A  la 
partie  AG  égale  au  paramètre'  pàc  l'axe,  &  tiré  G  h  paral- 
lèle à  l'axe  qui  rencontre  la  ligne  *A  M  (  prolongée 
s'il  eft  neceflaire)  au  point  on  prendra  fur  la  ligne  AL 
<du  même  côté  où  tombe  la  ligne  A  M  par  rapport  à  l'a- 
xe AP  y  la  partie  AL  égale  GF  i  &  ayant  tiré  LM  paral- 
lèle à  Taxe ,  je  dis  que  le  point  M  où  cette  ligne  rencon- 
tre la  droite  A  M  ,  fera  à*  la  parabole  MAM, 

Car  menant  MP  parallèle  i  AL ,  les  triangles  fembla- 
blesJG^/^PAfjdonnerontFGou  AL  ou  PM.GA:: 

AP.PM.  Et  partant  ïli'^C^'  (p)*AP.  Laligne 

PM  fera  donc  •  une  ordonnée  à  l'axe  ^  P.  Or  qu'il  jaU  *  7< 

loit  démontrer, 

COROLLAUE  I. 

ï4«  D  e-là.  on  voit  comment  l'axe  AP  d'une  para- 
bole MAM  étant  donné  avec  fon  paramètre  p,  &  ayant 
mené  par  l'origine  A  de  l'axe  dans  l'un  ou  l'autre  des  an- 
gles PAL,  PAZ ,  faits  par  l'axe  AP  &  par  la  ligne  LL 
parallèle  à  fes  ordonnées ,  une  ligne  droite  quelconque 
A  M  i  on  voit ,  dis-je ,  ce  qu'il  faut  faire  pour  trouver  fur 
•cette  ligne  le  point  M  où  elle  rencontre  la  parabole 
MAM. 


g  LïVRB  PREMIER, 

*  —  • 

C  O  ROLL  Al  HE     I  I. 

f  Art.  io.  II  eft  évident  *  qu'il  n'y  a  que  la  ligne  L~AL  pav- 

13.  rallele  aux  ordonnées  à  l'axe  py  qui  puilfc  être  tangen- 
te de  la  parahole  M  *A  M  au  point  *4  origine  de  l'axe  j 
puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  qui  pallant  par  le 
point  ~4 ,  &  étant  continuée  de  part  &  d'autre ,  ne  rencon- 
tre la  parabole  en  aucun  autre  point ,  &  n'entre  pas  de- 
dans. 

DEFINITIONS, 

9- 

Fie.  4.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  de  la  parabo- 
le un  diamètre  M  o ,  une  ordonnée  M  P  à  l'axe  *A  P,Qc  . 
une  ligne  droite  M  T  qui  coupe  fur  l'axe  *4  P  prolonge 
au  delà  de  fonorigine  la  partie  *AT égale  à  toutes 
les  lignes  droites ,  comme  NO  >  menée»  des  points  de  la 
parabole  parallèlement  à  MTy  &  terminées  par  le  diamè- 
tre MO ,  font  appellées  Ordonnées  à  ce  diamètre. 

10. 

Si  Ton  prend  la  ligne  q  troifiéme  proportionnelle  a  ^7*, 
-W7*  -,  cette  ligne  ^  fera  nommée  le  Paramètre  du  diamè- 
tre AlO. 

Corollaire  I." 
l6\  S  1  l'on  nomme  l'indéterminée  *AP  ou  ^4Tyx{\\ 
eft  clair  que  Ai  Te^qx,  puifque  ^iT(x).  MTr.MT.f. 

Corollaire  II. 

 l7-A  Caufë  du  triangle  redangle  MPT ,  le  quarré 

Pjirt,  7.  .  M  T  (  ?  x  )    i>  r'  (  4  x  x)      M  P '  *  (  />  x  )  j  d'où  en  divi- 
fant  par  x,  l'on  tire  q=*+x-+-p. 

C'eft  à  dire  que  le  paramètre  q  d'un  diamètre  quelcon- 
que M  o ,  furpaûe  le  paramètre  p  de  l'axe  du  quadruple 
de^P(x). 

Corollaire  III. 

18.  S  i  l'on  tire  du  point  M  au  foyer  F  la  droite  MP, 
•jtr/.5.    on  aura  MF*^,^ p f.  Or  félon  la  définition  5e. 
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D*  la  Par  aboli.  > 
le  paramètre  de  l'axe  étant  p =4  A  F ,  le  paramètre  du 
diamètre  MO  fera  *  qsm+ A'P -\-4A  F.  Donc  le  fa-  »  An,  17, 
ra  mètre  f  d'un  diamètre  quelconque  MO ,  vaut  quatre 
ibis  la  ligne  M  F  tirée  de  Ton  origine  M  au  foyer  F* 

PROPOSITION  III. 

Théorème. 

L»  •  jt  j 

£                  ordonnée  quelconque  ON  Fl6#  -  . 

f**/rc  MO,^  re fiante  du  paramètre  q  ,/>*r  A*  par-  ' 
rie  M  O  dfce  diamètre ,        * ntre  [on  origine  M  &  la  rencon* 
tre  O  de  P  ordonnée v   

Il  faut  prouver  que  ON*  «q  *  M  O. 

Ayant  mené  l'ordonnée  NQ^i  l'axe  A  P ,  laquelle  / 
rencontre  le  diamètre  MO  au  point  Ry  &  tiré  O  H  pa. 
rallele  à  Al  P,  on  nommera  les  données  A  P  ou  AT, 
XiPMouR^yi&lçsitfeterminééToR  ou  H  Q^7j^/t9rt,l^  -, 
a  i  MO  ou  PH ,  b  }  les  triangles  femblables  T D  2À\ 
OR  Ny  donneront  cette  proportion  JP  (i*J.  PAT 

(>)::a2(*).JUv^_££.  Celapofé, 
Puifque(/S.4.)  NO-RQJifY-RN^wRN 

lorfque  le  point  N  tombe  du  côté  de<  Taxe  A  P  par  rap- 
port au  diamètre  MO  $  &  qu'au  contraire  (/g.  j.  >  iVj^ 

=RQJy)  +RN(*£),M  AQ~AH  -H 

IiQ_{a),  lorfqu'il  tombe  du  côté,  oppofé  :  on  aura 

dans  le  premier  cas ,  &  -J-  dans  le  fécond.  Qr*  A  P  *Art  j 
-+         On  formera  donc  en  comparant  enfemble  ces 
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deux  valeurs  de  QN* ,  l'égalité  y  y  -+-  tll  ^tU^yy  ri 

tlll  j  d'où  en  effaçant  de  part  &  d'autre  yy-±  *2£y 

divifant  par^v,  &  multipliant  par  \xx ,  Ton  tirera  oH* 
(aa)=a4.6x.  Mais  les  triangles  fembîables  MPT,  NROy 

*Art.i6.   donnent  PT*(  +  xx  ).  O  Ji  Ubx)  :'.MT*[qx).  ON* 
=  b  q  MO  {b).   Ce  qu' df a/toit  ,&c. 

Corollaire   Gênera  c. 

2-0.  I  l  eft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
propoficion  première  par  rapport  à  l'are  A  P à  (es  or- 
données P  M  ,  &  à  fon  paramètre  p  ,  s'étend  par  le 
moyen  de  cette  dernière  propofition  i  un  diamètre  quel- 
conque MO y  à  Tes  ordonnées  ON ,  &  à  (on  paramètre 
^.  Or  comme  les  articles  7, 8 ,9,10,  n  ,  11,13, 14&  15  fe 
firent  de  la  première  propofition  ,  &  fubfiftent  égale- 
ment ,  Toit  que  les  angles  A  P  M  foient  droits,  ou  bien 
qu'ils  ne  le  foient  pas  y  il  s'enfuit  que  fi  l'on  imagine  dans 
ces  articles  que  la  ligne  A  P,  au  lieu  d'être  l'axe  ,  Toit  un 
diamètre  quelconque,  qui  ait  pour  ordonnées  les  droites 
P  M,  Q^N,  &  pour  paramètre  la  ligne  p ,  ils  feront  enco- 
re vrais  dans  cette  fuppofition  j  car  leur  démonftrarion 
demeurera  la  même ,  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement  ,  que  les  relire  en  mettant  partout  où  fe 
trouve  le  mot  d'axe,  celui  de  diamètre. 

Corollaire  IL 
F16.4.&5.  il.  C  o  m  me  les  articles  10  &  15  fubfiftent  avec  la 
même  force,  lorfque  la  ligne  A  P  au  lieu  d'être  l'axe, 
eft  un  diamètre  quelconque ,  tel  que  M  O  y  il  s'enfuit 
que  la  ligne  M  T  parallèle  aux  ordonnées  O  N  à  ce  dia- 
mètre, eft  tangente  en  My  &  qu'il  n'y  a  que  cette  feule 
ligne  qui  puilTe  toucher  la  parabole  en  ce  point. 

D'où  l'on  voit  que  d'un  point  donné  fut  une  parabole, 
on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente. 
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Corollaire  III. 

11.  D  E-  la  il  eft  évident  félon  la  définition  9.  que 
fi  Ton  mené  par  un  point  quelconque  A4  d'une  parabole , 
une  ordonnée  M  P  à  Taxe  A  l\  &  une  ligne  droite  M T 
qui  coupe  fur  l'axe  prolongé  du  côte  de  Ion  origine  A ,  la 
partie  A  7*«  égale  à  A  P  s  cette  ligne  MT  fera  tangente  en 
M.  Et  réciproquement  que  fi  la  ligne  MT  eft  tangente  en 
M ,  &  qu'on  mené  l'ordonnée  MP  à  l'axe >  les  parties  ATr 
A.  P,  de  l'axe  feront  égales  entr'elles. 

Corollaire  IV. 

13*  S 1  l'on  imagine  dans  les  définitions  9  &  10 ,  & 
dans  la  dernière  propofition  t  que  la  ligne  A  P  au  lieu 
d'être  Taxe  ,  foit  un  diamètre  quelconque  ,  qui  ait  pour 
ordonnées  les  droites  P  M  ,  QN  -t  on  verra  que  cette  Fr©.  tf. 
propofition  fera  encore  vraye ,  puisqu'elle  fè  démontre» 
ra  de  la  même  manière  qu'auparavanc ,  comme  il  eft 
évident  par  la  feule  infpe&ion  de  la  fig.  6.  où  les  trian- 
gles femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans 
le  cas  de  l'axe. 

D'où  il  fuit  i°.  Que  le  Corollaire  précèdent  doit  en- 
core avoir  lieu  ,  lorfque  la  ligne  A  P  au  lieu  d'être  l'axe  r 
eft  un  diamètre  quelconque.  z°.  Que  le  diamètre  MO 
peut  être  l'axe  dans  cette  fuppofirion  ;  &  qu'ainfi  on  peut 
regarder  l'axe  comme  un  diamètre  qui  fait  avec  tes  or- 
des  angles  droits.  1 


PROPOSITION  IV. 
Théorème. 

24.  S 1  P*f  *n  point  quelconque  M  d'une  parabole  ,  Pon     c.  7^ 
mené  une  ordonnée  MP  «  t'axe ,  &  *»r  perpendiculaire  M  G 
«  /<#  tagente  MT       ^r^fë  /wr  M  rje  dis  que  4» 

partie  V  G  ^  /**x*  y£r*  toujours  égale  à  la  moitié  de  fin  pa- 
wnetre  p. 
J/  J&*r  prouver  que  P  G  0  ;  p. 

B  i  j 


Digitized  by  Google 


fi  Litre  P  a  e  m  i  e  il. 

Car  i  caufc  des  angles  droit*  T  PMy  TMG ,  on  aura 
TP  {ix).  PM{y)  ::  PM  [y).  PC—ll^f,  en  met, 
•Art.  7.    tant  à  la  place  dçyy  ùl  valeur  */>x. 

PROPOSITION  V. 
Theorcme. 

f  i  «.  7.  S  '  ^<*r  quelconque  M  <T*w  parabole ,  Ton 

mette  au  foyer  F  <frv//*  MF,*»  diamètre  MO,^  «a* 
tangente  T  M  S  >  &f  FMT,  OMS,  la  tan- 

gente T  M  S  </'*»  cbtê  avec,  la  droite  M  F ,  &  de  F  autre  avec 
f  A  Le  diamètre  M  O  ,  feront  égaux  ent/iux. 

Car  menant  l'axe  A  P  qui  rencontre  en  T  la  tangen- 
*  ^rf.  11,  te  7*A/S ,  &  l'ordonnée  M  P  à  Taxe  j  on  aura  ♦  T^i-*c-AF 
*Art.$t    our/=^/'-f-^/ou<  Af/.'  Le  triangle  r/^Af  fera 
donc  ifofcelle  ;  &  par  confequent  l'angle  FT M  „  ou 
font  égal  O  MS  y  fera  égal  à  l'angle  PMT,  Ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

C  O  ROLLA  I  RI. 

D  e-là  il  eft  clair  que  la  tangente  7*jW5  prolon- 
gée indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  point  touchant 
M ,  laide  la  parabole  toute  entière  du  côté  de  ion  foyer 
F.  Et  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de 
la  parabole  que  tombe  le  point  touchant  M  ,il  s'enfuit 
que  cette  ligne  courbe  eft  concave  dans  toute  fon  éten- 
due* autour  de  fon  foyer  F. 

PROPOSITION  Vi. 
Problème 

Fiq  t.ôCj.  17.  U  n  diamètre  A  P  avec  la  tangente  L  A  L  quifatfe 
far  fon  origine  A  ,  &  fon  paramètre  étant  donnés  j  trouver 
un  diurne  tre  BQ  qui  fa  fie  de  fart  ou  £  autre  avec  fes  ordonnées  % 
un  angle  égal  à  l'angle  donné  JC  tfon  origine  B ,  &  fon  fara~ 
mètre. 
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Ayant  mené  par  l'origine  A  du  diamètre  donné  la 
Jigne  A  E  qui  faUe  avec  ce  diamètre  de  part  ou  d'aucre, 
l'angle  PAE  égal  à  l'angle  donné  A',  &  trouvé  *  fur  *  Art,  14.. 
ceccc  ligne  (  prolongée  de  l'autre  côté  de  A  lorfqu'elle  &  10. 
ne  tombe  point  dans  l'un  ou  l'autre  des  angles  l'A  L , 
VAL)  le  point  M  où  elle  rencontre  la  parabole ,  on 
mènera  par  le  point  du  milieu  j^de  la  ligne  A  M ,  une 
parallèle  QD  au  diamètre  A P ,  qui  rencontre  la  tan- 
gente A  L  au  point  D  $  fie  on  divifera  QJD  par  le  milieu 
-en  B.  Je  dis  que  la  ligne  B  Qjfc  le  diamètre  qu'on  cher- 
che ,  qu'il  a  pour  origine  le  point  B ,  ôc  pour  paramètre 
une  troifiérae  proportionnelle  à  B  d ,  &  i^^. 

Car  i°.  La  ligne  A  M  étant  diviféeen  deux  parties  éga- 
les au  point  i^jpar  le  diamètre  B      eile  fera  ordonnée*  *  Art.  n.; 
de  part  8c  d'autre  à  ce  diamètre  *fic  comme  les  lignes  BQj  &  10« 
■AP  font  parallèles  entr'elles,  l'angle  B  Qji  que  fait  le 
diamètre  B  0  avec  Ton  ordonnée  çrA  fera  égal  â  l'angle 
PA  M  égal  a  l'angle  donné  K  ou  Ton  complément  a 
deux  droits.  i°.  Le  point  du  milieu  B  de  la  ligne  Q  D  ¥  A 
fera  l'origine  *  de  ce  diamètre  ,  puifque  A  Qjtn  efl  une       '  xu 
ordonnée.  30.  Le  paramètre  du  diamètre  -tf^eft  *  la  *  Art*  19* 
troi  fié  me  proportionnelle  à  B  Q*QA. 

Lorfque  l'angle  donnné  K  n'eft  pas  droit ,  il  eft  clair  Fie  S. 
qu'on  peut  mener  de  part  &  d'autre  du  diamètre  A  P 
deux  différentes  lignes;  AE  qui  fa  fient  avec  ce  diamè- 
tre des  angles  égaux  à  l'angle  donné  K  j  6c  qu'ainfî  on 
pourra  toujours  avoir  deux  ibJutions  différentes ,  en  ob- 
fervant  que  Ci  l'une  des  deux  lignes  A  E  tomboit  fur  la 
tangente  AL  ,  le  diamètre  donné  AP  fatisferoit  lui- 
même  à  la  queftion.  Mais  Jorfque  cet  angle  K  eft  droit , 
comme  l'on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  AE  qui  Fig.  j. 
fafle  avec  le  diamètre  A  P  un  angle  droit  ,  il  s'enfuit 
qu'on  ne  peut  avoir  alors  qu'une  folution  j  &  qu'ainfî  *  *  Art,  *j. 
le  diamètre  cherche  iera  l'axe. 

il  eft  à  remarquer  que  les  deux  diamètres  B      i?  j£, 
qui  fatisfont  au  Problême  lorfque  l'angle  donné  K  n'eft  Fie.  10. 
pas  droit ,  font  femblablement  pofés  de  part  fie  d'autre 

B  iij 
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de  Taxe  A  P ,  &  que  leurs  paramètres  font  égaux  :  ce 
qui  fe  voir  par  la  conftruâion  même ,  en  fuppofant  que 
le  diamecre  donné  A  P  Ibit  l'axe ,  &  en  menant  deux 
différentes  lignes  AEyAE  de  parc  ÔC  d'autre.  Caries 
triangles  redangles  A L  M  i  A L  M >  &  D{£>  ADQ^ 
étant  vifiblement  égaux  &  femblablesr  entr'eux ,  les  lignes 
A  D,  A  D  iD  D  leurs  moitiés  B B  Qj  &  les 
+Art.  ip.  ordonnées  QAy  QA  feront  égales  entr'ellcs  •>  *  &  par  con- 
fequent  les  paramètres  le  feront  aufli. 

Corollaire. 

I  l  eft  donc  évident ,  i°.  qu'il  n'y  a  qu'un  feut 
diamètre  qui  faflè  avec  fes  ordonnées  des  angles  droits  -r 
&  qu'ainfi  il  ne  peut  y  avoir  qu'un  feul  axe.  z°.  Qu'on 
peut  toujours  trouver  deux  differens  diamètres ,  qui  faf- 
fent  avec  leurs  Ordonnées  des  angles  égaux  i  un  angle 
donné  ,  lorfque  cet  angle  n'elV  pas  droit  y  que  ces  deux, 
diamètres  feront  femblablement  pofés  de  part  &  d'au, 
ire  de  l'axe ,  &  qu'ils  auront  des  paramètres  égaux. 

PROPOSITION  VII. 
Problème. 

2.9.  U  n  diamètre  étant  donné  avec  la  tangente  qui  pa(fe 
par  [on  origine ,  &  fon  paramètre  j  décrire  la  parabole  par  nn 
mouvement  continu. 

Première    Manie' re^ 
Si  le  diamètre  donné  étoit  l'axe ,  on  la  décriroit.  félon 
fie.  xi.    l'article  4e }  mais  lorfqu'il  ne  l'eft  pas ,  foit  M  o  le  dia- 
mètre donné  ,  &  TMS  la  tangente  qui  paflfe  par  fon 
origine  M,  Cela  pofé. 

On  prendra  fur  le  diamètre  M  o  prolongé  au  delà 
de  fon  origine  M ,  la  partie  M  D  égale  au  quart  de  fon 
paramètre  -,  &  on  tirera  une  perpendiculaire  indéfinie 
DE  à  M  2X  On  mènera  M  F  qui  faflè  avec  la  rangen. 
te  T M  S  un  angle  FM  T  égal  à  l'angle  O  M  S  y  &  ayant 
pris  M  F  égale  à  M  D ,  on  décrira  félon  U  définition^ 
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remicrc  ,  une  parabole  qui  air  pour  directrice  la  ligne 
DE ,  &  pour  foyer  Je  point  F,  Je  dis  qu'elle  fera  celle 
qu'on  demande. 

Car  y  i°.  La  ligne  M  o  étant  perpendiculaire  à  la  di- 
rectrice DE t  fera  parallèle  à  l'axe  j  &  par  confequenr  un 
diamètre  félon  la  définition  7e.  *°.  La  ligne  TMS  fera  *  *  Art.x^. 
tangente  en  M.  30.  Le  paramètre  du  diamètre  M  o 
fera  *  quadruple  de  M  f.  *  ^r*.  iS. 

Seconde   Ma  nie' il  b. 

Soir  ^4  P  le  diamètre  donné ,  &  L  A  L  la  tangente  qui  *  1  c.  tu 
pafle  par  fon  origine  A.  Cela  pofé. 

Ayant  pris  fur  le  diamètre  Al)  prolongé  au  delà  de  fon 
origine  */*,la  partie  A G  égale  à  fon  paramètre ,  &  mené 
une  droite  indéfinie  DG  D  qui  fafle  avec  ^4 G  l'angle 
*AGD  égal  à  l'angle  G  A  L  pris  du  même  côté  j'on  fera 
mouvoir  une  ligne  droite  indéfinie  D  M  le  long  de  G  D 
toujours  parallèlement  à  yiG ,  en  entraînant  par  fon  ex- 
trémité D  le  côté  DA  de  l'angle  DAM  égal  à  l'angle  <  * 
G  A  L***.  mobile  par  fon  fommet  autour  du  point  fixe 
Je  dis  que  l'interfection  continuelle  M  de  la  ligne 
B  M  &  du  côté  A  M,  décrira  dans  ce  mouvement  la 
parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  MP  parallèle  à  *A  L ,  les  lignes  MP ,  G  D 
feront  égales  entr'elles,  puifque  l'angle  ^PvW  ou  G  AL 
étant  égal  à  l'angle  A  G  D,  elles  feront  également  incli- 
nées entre  les  parallèles  Gi>,  DM.  Or  les  triangles  ^4  G  D, 
MPA  font  fcmblables  :  car  l'angle  MPA  ou  G-^Z  eft 
égal  à  l'angle  AGD  j  &  l'angle  /'Af^  ou  MAL  égal  à 
l'angle  G  AD  y  puifque  retranchant  des  angles  égaux 
G  AL ,  Z)^  ,  le  même  angle  DAL ,  les  reftes  doivent 
être  égaux.  On  aura  donc  AG.  GD  ou  PM\ :  PM.  j4P% 

&  partant  G  A  *  AP=*P M   d'où  il  clair  que  PM  eft  *  »   rf.  t9. 
une  ordonnée  au  diamètre  AP  qui  a  pour  origine  le 
point  ^,pour  tangente  la  ligne  L^iLy  &  pour  paramè- 
tre la  ligne  A  G.  Ce  qu'il fulleit  ,é"C 
Si  le  diamètre  A  P  étoit  l'axe ,  alors  les  lignes  G  D ,  F 1  c.  ij. 
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AL  y  feroienc  parallèles  ,  &  la  demonftration  devien» 
droit  plus  facile  j  car  l'on  voit  tout  d'un  coup  que  GD- 
eft  égale  à  P  M ,  &  que  les  triangles  rectangles  A  G  Dt 
MPA  font  femblables  j  d'où  il  iuit  A  G.  G  D  ou  P  M  :: . 

PM.AP.  Donc  AG*APm*l>  M%,  &c. 

PROPOSITION    V  II  h 
Problême. 

U  N  diamètre  A  P  rfitff  y£» paramètre,  & 

la  tangente  A  L  f  «/  p*r  ^origine  A  de  ce  diamètre  y  trotu. 
ver  autant  de  différent  points  que  ton  voudra  de  la  parabole , 
ou  (  ce  qui  efi  la  mime  chofe  )  la  décrire  parflufeurs  points. 

Première  Mànie're» 

Fi  g.  14.  Ayant  pris  fur  le  diamètre  AP  prolongé  au  delà  de 
fon  origine  A ,  la  partie  si  G  égale  à  fon  paramètre  t 
divifé  si  G  en  deux  parties  égales  au  p.oint  D ,  &  mené 
une  ligne  droite  indéfinie  A  F  perpendiculaire  à  A  G  y 
on  décrira  d'un  point  C  pris  partout  où  l'on  voudra  fur 
D  A  prolongée  indéfiniment  du  côté  de  A ,  comme 
centre  du  rayon  CG ,  un  arc  de  cercle  P  F  qui  cou- 
pera le  diamètre  A  P  &  fa  perpendiculaire  A  F  en  deux 
points  P ,  F.  On  mènera  par  le  point  P  une  parallèle 
MP  M  à  la  tangente  si  L  ,  fur  laquelle  on  prendra  de 
part  &  d'autre  les  parties  P  M,  PM}  égales  chacune  à, 
A  F.  On  trouvera  de  la  même  manière  autant  de  cou, 
pie  de  points  M  que  Ton  voudra  •>  par  lefquels  on  fçra 
paffer  une  ligne  courbe  MA  M  qui  fera  la  parabole  qu'on 
demande. 

Car  tous  les  arcs  PF  paflànt  par  lé  même  point  G, „ 
&  ayant  leurs  centres  fur  la  ligne  G  ^prolongée,  s'il 
eft  neceflàire  du  côté  de  A ,  auront  pour  diamètres  les 
lignes  G  P  -,  &  par  conféquent  la  propriété  de  ces  cercles 

donnera  toujours  si  F  «G  si  *  A  P.  Mais  chaque  PAT 
»  eft  *  égale  à  fa  correfpondante  A  F ,  &  de  plus  parallèle; 

a 
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i  la-  tangente  A  Z  qui  pafle  par  l'origine  A  du  diamètre 
AP  \  elle  fera  donc  *  ordonnée  à  ce  diamètre.    C'cft  *  Art.  19. 
pourquoi  la  Parabole  qu'on  demande,  doit  palier  par  &  tu 
tous  les  points  M  ,  trouvés  comme  l'on  vient  d'eniei- 
gner. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  fe  tromper  en  traçant  les  par- 
tics  de  la.  parabole  ,  qui  joignent  les  points  trouves  } 
mais  on  voit  en  même  temps  que  l'erreur  ne  peut  être 
fenfible ,  lorfque  ces  points  font  fort  près  les  uns  des 
autres.  Ceux  qui  ont  oefoin  de  décrire  fouvent  des  Sec» 
tions  Coniques ,  préfèrent  ordinairement  cette  methoi 
de ,  de  les  décrire  par  plufieurs  points  j  parce  que  les 
machines  dont  on  k  fert  pour  les  décrire  par  un  mouve- 
ment continu  ,  étant  compofées ,  font  fouvent  fautives, 
&  peu  exa&es  dans  la  pratique». 

Seconde  Manière. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  Z  de  la  tan.  Fie  ij» 
gente  A,Z ,  une  parallèle  indéfinie  Z  E  au  diamètre  A  P  -, 
on  prendra  fur  cette  ligne  &  fur  le  diamètre  A  P  pro- 
longé au  delà  de  fon  origine  A ,  les  parties  Z  £ ,  EES 
EEy  6cc.  AFyFE,  F  E \  &c.  toutes  égales  entr'elles ,  Ôc 
de  telle  grandeur  qu'on  voudra.  On  marquera  fur  Z  E , 
Je  point  M  ,  en  forte  que  Z  M  foit  troifiéme  proportion- 
nelle au  paramètre  donné  du  diamètre  A  P ,  &  à  la  par- 
tie A  Z  de  la  tangente.  On  tirera  enfin  des  points  A ,  M  v 
les  lignés^^ ,     E ,  *4  E ,  &c.  M  F ,  M  F ,  M  F ,  &c  -y  je 
dis  que  les  points*  d'interfeebon  If,  7/",       &c.  de  cha- 
que A  Ej  avec  la  correfpondante  M>F ,  feront  tous  à  la- 
parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  par  le  point  marqué  par  l'un  des^ 

points  trouvez  N>  les  lignes  M  P ,  2tf  Q^  parallèles  à  1** 
tangente  AZ^èc  nommant  A  P  %  xi  P  M  ou  AZ,y* 
AQ^,*\  les  triangles  femblables  N  QA  yAZEr. 

&  MPF,  NQJ?t  donneront  ces  deux  proportions  Q^N~ 

M»  £ï*  (■«)  :î        00-        ou  ^iFéhZl .  &  jt#/^ 
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[y).  PF  ou  t>H--^)  "  ^OJO-  QJ  ou 

Q^A-t-jîf  —  )  •  D'où  en  multipliant  les  Extrê- 
mes  &  les  Moyens ,  l'on  forme  l'égalité  uy-^-"JJ 

+     i  &  effaçant  de  part  &  d'autre  uy ,  &  multi- 
pliant par  a^il  vient  n^aix^,  qui  fe  réduira  cette 

proportion  A  P  (x).  si  QJ*)  il  MP  [y y)  A'i/(^4 
Or  par  la  conftru&ion  ,  le  quarre  de  A  L  ou  de  /'  M , 
eft  égal*  au  rectangle  de  la  partie  *A  P  à\i  diamètre  don- 
■*  Art.  19.  né ,  par  Ton  paramètre.  Certe  ligne  PM  lera  donc  *  une 
&  11.  ordonnée  au  diamètre  A  P  -,  Hx  par  conlequent  ^Tv/en 
•*  An.Z.  &  fera  *  une  autre.  Ainlî  le  point  N  fera  l'un  des  points  de 
jto.  la  parabole  qui  tombent  d  un  tore  du  -diamètre  A  P  : 

pour  les  avoir  de  l'autre  ,  vl  n'y  a  qu'à  prendre  fur  les 
droites  indéfinies  ££,~i  F  >  les  parties  égales  Z£,  ££, 
&c.  s*  F ,  Z7  F  ,  &c  de  l'autre  cote  des  points  Z  , 

Si  au  lieu  du  paramètre  du  diamètre  A  P  que  l'on 
fuppofe  ici  donne,  l'on  avoir  un  des  points  M  de  la  pa- 
rabole j  ce  qui  arrive  fouvenc  :  il  n'y  auroit  qu'à  mener 
par  ce  point ,  une  parallèle  indéfinie  L  t  : ,  au  diamètre 
A  P  ,  ôc  achever  le  refte  comme  cy.defTus. 


Digitized  by  Google 


1 


Dt  V  E  i  f  i  p  s  Bt 


  . 


LIVRE  SECOND. 
De  l'EHipfe. 

De' FINITION  S; 
1. 

AYant  attache  fur  un  plan  les  deux  bouts  d'un  fil  Fie.  16* 
FMf,cn  deux  points  F ,  /,  dont  la  diftance  F  f  foit 
moindre  que  la  longueur  du  fil,  on  fe  fervira  d'un  ftile 
M ,  pour  tenir  ce  fil  toujours  tendu  $  &  conduifànt  ce 
ftile  autour  de  ces  deux  points,  en  forte  qu'il  revienne  au 
même  point  d'où  il  étoit  parti  :  ce  ftile  décrira  dans  ce 
mouvement,  une  ligne  courbe ,  qui  fera  nommée  EMitfe. 

i. 

Les  deux  points  fixes  «F,/,  font  nommés  les  deux 
Fvyers. 

„  y 

La  ligne  ^ia^  oui  paflè  par  les  deux  Foyers  Fyf,U 
qui  eft  terminée  de  part  &  d'autre  par  l'EHipfe ,  eft  ap- 
pellée  le  fremier  ou  le  gtand  .Axe. 

4- 

Le  point  C,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  Axe 
\Aa  y  eft  nommé  le  Centre  de  l'EHipfe. 

La  ligne  Bb ,  menée  par  le  Centre  C,  perpendicu- 
lairement au  premier  Axe  *4a  y  &  terminée  de  part  6c 
d'autre  par  l'EHipfe  >  eft  appellée  Je  fécond  ou  le  petit  ^4xe. 

6» 

Les  deux  Axes  Aa.Bb^  font  appel  lez  eofêmble,  Gm- 
jngués:  de  forte  que  le  premier  Axe  * ,  eft  dit  conjugue 
au  fécond  B  b }  &  réciproquement  le  fécond  B  conju- 
gué au  premier  *4  <*. 

7. 

Les  lignes  M  P }  M  K ,  menées  dés  points  -M  de  PEt- 
lipfe  parallèlement  à  l'un  des  Axes  ,  &  terminées  par 

C  ij 
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l'autre  ,  font  appellées  Ordonnée»  à  cet  autre  Axe  :  ainfi 
M  P  eft  Ordonnée  â  l'Axe  ^  a  y&.  M  K  à  l'Axe 

8. 

La  troifiéme  proportionnelle  aux  deux  Axes ,  éft  ap- 
pellee  Paramètre  de  celui  qui  eft  le  premier  terme  de  la 
proportion.  Ainfi  fi  l'on  fait  comme  le  premier  Axe  si  a, 
eft  au  fécond  Axe  Bb,  de  même  le  fécond  Bl  y  à  une 
troifiéme  proportionnelle  pi  cette  ligne  />  fera  le  Para- 
mètre du  premier  Axe. 

Toutes  les  lignes  droites  qui  panent  par  le  centre  C, 
&  qui  font  terminées  de  part  &  d'autre  par  l'Ellipfe ,  font 
appellées  Diamètres. 

10. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  rEllipfe  qu'en  ua  • 
feul  point ,  &  qui  étant  continuée  de  part  &  d'autre ,  n'en- 
tre point  dedans    mais  tombe  au  .dehors ,  eft  appelléc 
T*ngente  en  ce  point. 

Remar  c^u  e. 

f  i  c.  17.  31,  S  *  l'on  conçoit  que  les  deux  foyers  J7,/",  &  le  cen- 
tre C  fe  réunifient  en  un  (eul  point  j  il  eft  vifible  que  l'El- 
lipfe fè  changera  alors  en  un  Cercle  qui  aura  pour  rayon 
la  droite  CM , -égale  à  la  moitié  de  la  corde  CM  C,  atta- 
chée par  ces  deux  bouts  au  point  C,  qui  en  fera  le  centre, 
•  On  pourra  donc  confiderer  un  cercle  comme  une  efpece 
particulière  d'Ellipfe ,  dans  laquelle  la  diftance  des  foyers 
eft  nulle  ^  de  forte  que  tout  ce  qu'on  démontrera  dans  la 
fuite  de  l'Ellipfe ,  telle  que  puiue  être  la  diftance  de  ces 
deux  foyers  ,  fe  peut  auffi  appliquer  au  cercle ,  en  fuppo- 
fant  que  cette  diftance  devienne  .nulle. 

C.OROLL  Ai  &.  E  I. 

Fie.  itf.  I2"  I  l  fuit  de  la  définition  première ,  que  fi  l'on  me- 
né d'un  point  quelconque  M  de  l'Ellipfe ,  aux  deux  foyers 
.F,/,  les  droites  M  F  3  Af/jleur  fbmmc  fera  toujours 
h  même. 
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COHOLLAUE  II. 

33»  Lors  q^u  e  le  point  M  combe  en  A  >  il  eft  vi- 
fible  que  M  F  devient  A  &  que  M  /  devient  >A  f  : 
de  même  Jorfque  le  point  M  tombe  en  a ,  il  eft  encore 
vifible  que  MF  devient  a  F,  &  que  M  f  devient  af.  On 
aura  donc  A  F      Af%  ou  bf=*aF-+-af>  ou 

/-W^i  &  partant  AF=*af.   D'où  il  fuit: 

i°.  Que  1a  lomme  des  deux  droites  M  F ,  M  /",  eft  * 
toujours  égale  au  premier  axe  A  a ,  puifque  M.f-\r  MF 
*-*Af-t-AF=Af-i-fa. 

±°.  Que  la  diftance  i^/* des  foyers,  eft  divifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C,  puifque  CA-—AF  ou  -  / 

CFeaCa  —  af  ou  C/ 

COROLLAIKE  III. 

34-  S  i  de  l'extrémité  B  du  fécond  axe  2?£,  l'on  me- 
né aux  deux  foyers  /,/",  les  droites  BF%  Bfi  il  eft  clair 
que  les  triangles  rectangles  BCF ,B  C/,  feront  égaux  3 
&  qu'ainfi  l'hypothenufe  J?f,eft  égal  à  l'autre  hypo- 
thenufe  Bf  :  &  par  confequenr  BF%  ou  Bf^CA  ou 
Ca ,  puifque  *  B  F-±-Bf=  Ad.  On  prouve  de  même  »  -rfrf.  jj, 
que  Fb  ou  bfe^CA  ou  C  <?.  D'où  Ton  voit: 

i°.  Que  le  fécond  axe  Bby  eft  divifé  en  deux  parties 
égales  par  le  centre  c  5  car  les  triangles  reâangles  FCB, 
FcJf  feront  égaux,  puifqu'ils  ont  des  hypochenufes  éga- 
les F  B ,  Fb ,  &  le  coté  F  C  commun. 

i°.  Que  le  fécond  axe  Bbye&  toujours  moindre  que 
le  premier  A  a  }  puifque  fa  moitié  BC  étant  l'un  des 
cotez  du  triangle  rectangle  BCF \  fera  moindre  que  fon 
hypothenufe  BFy  qui  eft  égale  à  la  moitié  CA  du  pre- 
mier axe  A*. 

3°.  Que  fi  l'on  décrit  de  Tune  des  extrémités  B  du 
petit  ou  fécond  axe  Bb  comme  centre  ,  &  du  rayon 
B  F  égal  à  C  A ,  moitié  du  premier  ou  grand  axe  Aay 
«m  cercle  ,  il  coupera  ce  grand  axe  en  deux  points  F 
^ui  feront  les  deux  foyers  de  l'Ellipfe. 

C  Uj 
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Corollaire  IV. 

35*  Les  mêmes  chofës étant  pofces,  fi  l'on  nomme 
C  *a  ou  B  F ,  /  j  c  F,  m  t  le  triangle  rectangle  B  c  F\  don. 

nera  B  C  =att~mm.  Ot  A  F  =at*—my  &  Fa  =»  r  — J- 
&  partant  A  F  *Fa*=»tt~mm.  D'où  il  eft  évident  que 
le  quarré  de  la  moitié  C/?  du  petit  axe  Bby  eft  égal  au. 
re&angle  de  ^  F  par  /<*  parties  du  grand  axe  A  a ,  pri- 
fes  entre  l'un  des  foyers     &  fes  deux  extrémités  A  ya. 

Corollaire  V. 

$6.  I  l  fera  facile  à  prefentdedécrire  une  Ellipfedont 
»^r/.j4.  les  deux  axes  Aa^  Bby  (ont  donnez.  Car  ayant  trouvé *- 
fur  le  premier  ou  grand  axe  A  a ,  les  foyers  on  at- 
tachera dans  ces  points ,  les  extrémités  d'un  fil  F  Mfy 
dont  la  longueur  égalera  celle  de  cet  axe  y  &  ayant  dé- 
crit par  le  moyen  de  ce  fil ,  une  Ellipfè  comme  l'on  a  en- 
feigné  dans  la  définition  première ,  il  eft  évident  qu'elle, 
fera  celle  qu'on  demande. 

PROPOSITION  I, 

Théorème. 

F  i  g.  iu.        3  7  •  S  1  t«n  mené  l'ordonnée  M  P  au  premier  ou  grand  axe 
A  a ,  &  qu'on  penne  fur  cet  axe  la  partie  A  D  égaie  à  M  F$ . 
Je  dis  que  CA.  CF::CP.  CD. 

Ayant  nommé,  comme  auparavant,  les  données  CA, 
tsCF ,  w;  &  de  plu*  les  indetermnités  CP,x  j  PMyyi. 
&  l'inconnue  CP»Xi  il  peut  arriver  deux  difrerens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  le  point  P  tombe  au  detfus  du 
centre  C.  Comme  P  F  eft  toujours  moindre  que  Pfs  il 
s'enfuit  que  MF  ou  ^Z)  fera  moindre  que  Mfow  aD  j 
c'eft  pourquoi  AD  ou  M F=±>t~z^>  aD  ou  Mf*=t 
-  — H^,,  jF  Psstm~~x  ou  x— zw  (félon  que  le  point  Ptom» 
be  au  delTous  ou  fan  defius  du  foyer  F),  Pfasax-+m. 
Or  les  triangles  rectangles  M  P  F ,  M  pft  donnent  /r— , 
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**Krh*Xsmfy-+m mm^.xmx-^xx  ,  &  //-f-.z/^4- 
3^zjj*yy-±-mm>+-tL%  x-^xx.  Donc  fi  l'on  retranche 
par  ordre  chaque  membre  de  la  première  égalité  de 
ceux  de  la  féconde ,  on  aura  4*^4  mx  -y  d'où  l'op  tire 

CD  (O— 

Second  cas.  Lorfque  le  point  P  tombe  au  deffbus  du 
centre  C>  comme  P  F  eft  toujours  plus  grande  que  Pf% 
il  s'enfuit  que  il//"  ou  ADt  fera  plus  grande  que  Mf 
ou  aD  :  c'eft  pourquoi  A D  ou  j^-ps-sr-f-^  ou 
Mf=mt—^  P  F^x-^m  ,  Pf=*x~m  ou  jw— x  (fé- 
lon que  le  point  />  tombe  au  defious  ou  au  deflïis  du 
foyer  f  Or  les  triangles  rectangles  MPPy  MPf%  don- 
nent"/ 1 4- 2 / v+- ^«;;+»«4-iai*  +  xx,  & 
n^ifs^-^— >74-«m.— iwx-f-.*.*.  Donc  fi  Ton 
retranche  par  ordre  chaque  membre  de  la  féconde  égali» 
té  de  ceux  de  la  première ,  on  aura  4 t  ^-*»  4  w  x  j  d'où  l'on 

tire  encore  CD  (0«—  —  •  Par  conséquent  en  l'un  & 

l'autre  cas  ,  on  aura  CA  (t),  Vf  .{m)  a  CP  (x)< 
CD  (O*  Ce  qu'il falloit  démontrer. 

Corollaire* 

38.  J  l  eft  donc  évident  que  fi  l'on  nomme  les  données 
C  A  ou  c*,  r  ;  c  /  ou  c/,w}^  rindctenninée  CP,jfj 
on  aura  toujours  jtf  /W—ÎIf,  &  Mf =r  ^ ,  lorf-. 
que  le  point  />  tombe  au  deffus  du  centre  C  :  &  qu'au 
contraire  on  aura  JVf  fW-fr-?lf  ,  ô;  jVf/"Œ/— ^Jl,  lort 
qu'il  tombe  au  deflbus. 

PROPOSITION  IL 
Théorème. 

3°.  Le  f»*rr*  et  une  ordonnée  quelconque  M  P  k  t'axe  Aa» 
retiangle  de  A  P  />*r  P  a ,  parties  de  cet  axe ,    wwr  & 
quarte  de  [on  conjugué  hbyejl  au  quarté  de  taxe  À  a» 
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//  fuuu  prouver  que  P  M*.  A  P  »  P  a  :  :  B  b*  .  A  a  . 
Les  mêmes  c  ho  Tes  étant  pofées  que  dans  l'article  pro- 
cèdent ,  fi  l'on  met  dans  l'égalité//      1 1  z  -\-  z  z=vy  • 
+  Art.  }7.  -\-mm      iwx-J-  vxque  l'on  a  trouvée*  par  le  moyen 
du  triangle  redangle  M i'  /,â  la  place  de  ^  fa  valeur. 

^  !Ht  on  formera  toujours  celle  ci  ttyy^t*—- tt  x x— .  « 
m /»  /  / -J—  mm  x  x  y  laquelle  étant  réduite  a  une  propor. 
*Art.);.  tion  ,  donne  P  M  {y  y  Y  .^  P  *  P  a  (ft~x x)     BC  * 
(tt—mm).  TZd   (tt)wBk.  «4a%.  Ce  qiïil  fa/bif  ^é-c. 

Corollaire  I; 

4°-  Si  l'on  mené  une  ordonnée  M K  a  l'autre  axe 
Bb,  lequel  j'appelle  *  e,  il  eft  clair  que  MK—CP  (x), 

*Art.tf.  &  que  CK—PM  (y).    Or  *  V  M*  (yy  ).  ^4  P  *  P  a- 

(tt~xx)  ::  Bl>  (\cc).  ^*  (4*0*  Et  partant  4<re 
xx  ~  +  cctt—  j^ttyy  j  ce  qui  donne  cette  proportion 

iW  /i'(xx).  BK*Kb  (cc—yy)  ::*ZTa   (  +  tt).~BT 

C'eft  à  dire  que  le,  quarré.  d'une  ordonnée  quelcon* 
que  MK  à  l'axe  ^4, eft  au  re&angle  de  B  K  pic  Kb 
parties  de  cet  axe,  comme  le  quarré  de  fon  conjugua 
ui-a ,  eft  au  quarré  de  Taxe  B  b. 

Corollaire  Fondamental. 

Fie.  iS.       41.  S  i  l'on  nomme  l'un  ou  l'autre  axe  ~4  a  ,  xt;  fon: 
l9'  conjugué  B  b  yic  y  fon  paramètre  p  j  chacune  de  fes  or- 
données P  M  ty  ;  chacune  de  fes  parties  C  P  prifes  en* 
tre  le  centre.  &  les  rencontres  des  ordonnées ,  x  j  on 

*Art.  j<>.  aura  *  toujours  P  M*  (yy).  AP  *  P  a  (tt  —  xx  )  ::  j?£ 

(  4  f  r  ).  ^  ^  (4  f  /  )  :  :  p.  ^4  a  (if).  Puifque  félon  la  défi- 
nition du  Paramètre  ,  «4  a  (xt).  Bb  {xc)  ::  Bb  (xc). 

D'où*  en  multipliant  d'abord  les  extrêmes  & 

les  moyens  de  la  proportion  yy.  tt^xxw  \cc.  ±tt  ^ 

enfuitc. 
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«nfuite  de  l'autre  y  y.  t  f —  x  x  :  :  p.  z  t.  L'on  tire  yyzzcc 
— & yy=\ft-^tll.  Or  comme  cette  propriété 

convient  également  à  tous  les  points  de  l'Ellipfe  ,  & 
qu'elle  en  détermine  la  pofition  par  rapport  aux  deux 
axes  conjugués  *Aa  9         il  s'enfuit  que  l'équation^ 

=  ff— ^,ou^  =  7/>/— exprime  parfaitement  v-  .  ,  •  • 
la  nature  de  l'Ellipfe  par  rapport  à  tes  axes. 

Corollaire  II  I. 

42.  Si  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques M  P9 
TÎJg^  à  l'axe  s  leurs  quarrés  feront  entr'eux  comme 
les  redangles  A  p  *  P  a  ,  ^4  (l*  Jgjt ,  des  parties  de  ceo 
axe,  faites  par  la  rencontre  de  ces  mêmes  ordonnées  5 

car  *Tt.Ta PAi\  *JP«  Pai:  Jjf \  A£*ga.  Et  +Art. 
partant  P  M.  £N%  ::AP*Pa.  Jgj  £a. 

Corollaire  IV. 

43*  S  1  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'un 
des  axes  conjugués  A* ,  une  parallèle  MM  a  l'autre 
axe  B  b  j  elle  rencontrera  l'Ellipfe  en  deux  points  M ,  M  * 
également,  éloignés  de  part  &  d'autre  du  point  P ,  &  non 
en  davantage.  Car  afin  que  les  points  M ,  M ,  foient  à  l'El- 
lipfe ,  il  faut  *que  les  quarrés  de  P  M  (y  )  prife  de  parr&  *^r/.  4,. 
d'autre  de  l'axe  Aay  foient  égaux  chacun  à  La  même 

quantité  cc^J~. 

Corollaîhë  V. 
44.  PLfuitdeceque  * yy  —  cc—'Sïî \  que  plus  cp  *  ^rf<  ^ 

(*)  prife  de  part  &  d'autre  du  centre  C  augmente 
plus  chaque  ordonnée  P  M  (y)  prife  de  part  &  d'autre 
de  l'un  ou  de  l'autre  axe  Aa ,  diminue  5  de  forte  que  CP  (x) 
étant  égale  à  ou  c  *  (r),  chaque  P  M  {y)  devient 
alors  nulle  ou  zéro  :  &  qu'au  contraire  plus  CP  (x)  de- 
vient petite ,  plus  auffi  chaque  ordonnée  PM  [y  )  prifo 

D 
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de  put  &  d'autre  de  l'axe  A  a  augmente  de  forte  que 
CP  (x)  devenant  zéro ,  chaque  P  M  {y  ) ,  qui  eft  alors 
CB  ou  cb  (  f  )  f  fera  la  plus  grande  des  ordonnées.  D'où, 
il  éft  clair. 

i°.  Que  fi  Ton  mené  par  les  extrémités  B>b,de  l'un 
des  axes  conjugués ,  des  parallèles  à  l'autre  }  elles  feront 
tangentes  en  ces  points. 

1°.  Que  l'Ellipie  s'éloigne  de  part  &  d'autre  de  plus 
en  plus  de  l'un  ou  de  l'autre  axe  A  a ,  en  commençant  par 
l'extrémité  A  j  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  fon  conjugué 
Bb\  après  quoi  elle  va  toujours  en  s'approcbanc  du  mê- 
me axe  A  * ,  jufqu'à  ce  qu'elle  le  rencontre  en  fon  autre 
extrémité  *. 

Corollaire  VI. 

45.  Jl  fuit  encore  de  ce  que*j7— ce—        que  fi 

Ton  prend  les  points  P,  P,  également  éloignés  de  part 
&  d'autre  du  centre  C  j  les  ordonnées  PM ,  PM ,  feront 
égales.  D'où  il  eft  évident  que  fi  une  ligne  quelconque 
M  M ,  terminée  par  I'Eilipfe ,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement par  l'un  des  axes  conjugués  Bb  en  un  point  *r  au- 
tre que  le  centre  j  elle  fera  parallèle  à  l'autre  A  a.  Car 
menant  les  parallèles  M  P,  M  P9  à  l'axe  Bbt\z  ligne  PP 
fera  divifée  par  le  milieu  en  C,  puifque  MM  Peft  cnK» 
&  partant  les  ordonnées  P  M  ^  P  M  feront  égales.  La 
droite  MM  fera  donc  parallèle  à  l'axe  A  a. 

Corollaire  VII. 

46.  S 1  l'on  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  I'Eilipfe 
eft  tracée  ,  foit  plié  le  long  d'un  des  axes  Bb,  en  forte 
que  fès  deux  parties  fe  joignent  $  il  eft  clair  que  les  deux 
demi-EUipfes  BAb,  Bab^  tomberont  exactement  l'une  fur 
l'autre  t  fçavoir ,  les  points  A ,  M,  &c.  fat  a,  M,  &c.  puif- 

*  Art.  45.  que  *  toutes  les  perpendiculaires  *Aa ,  MM ,  &c.  à  cet  axe, 
font  coupées  par  le  milieu  aux  points  C,  K,  &c.  D'où  il  eft 
viHble  que  I'Eilipfe  eft  coupée  par  les  deux  axes  en  qua- 
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tre  portions  parfaitement  égales  &  uniformes ,  qui  ne 
djfferent  entr'elles  que  par  leur  fituation. 

PROPOSITION  III. 
Théorème. 

47*  Si  mené  par  l'une  des  extrémités  A  de  tun des 
axes  Âa,«flf  ligne  droite  quelconque  A  M  dans  l'un  des  an- 
gles a  A  L ,  a  A  L ,  faitfs  far  cet  axe ,  &  far  la  ligne  L  A  L 
parallèle  a  /on  conjugué  B  b  y  je  dis  qu'elle  rencontrera  ÏEllipfe 
en  un  autre  point  M. 

Ayant  pris  fur  AL  de  part  ou  d'autre  du  point  ^^Fic.  10. 
la  partie  A  G  égale  au  paramètre^  de  l'axe  &  tire' 
G  F  parallèle  à  cet  axe ,  &  qui  rencontre  la  ligue  A  M 
(prolongée,  s'il  eft  neceûaire)  au  point  f,  on  prendra 
iùr  la  ligne  A  L  du  même  côté  où.  tombe  la  ligue  A  M 
par  rapport  â*  Taxe  A  a  ,  la  partie  AL  égale  à  GF  >  & 
ayant  tiré  par  l'autre  extrémité  a  de  l'axe  A  a  la  droite 
aL  i  je  dis  que  le  point  JM  où  elle  coupe  la  ligne  A  M% 
eft  à  l'Ellipfe  M  A  M. 

Car  menant  MP  parallèle. à  A  L  t&  nommant  les  con- 
nues Aa  y  iti  AG,p  -y  G  Fou  A  L  y*  }&  les  inconnues 
CP  tx  iF  M>y  i.les  triangles  femblables  AGF^M  PA, 
&  LAa^  MPa ,  donneront        (p)GF  (a)  ::  jWP  (j). 

-^-P  —  -  •  Et^Z(*;.^rf(i/)::  PM{y).aP 

t 

çtZ+x)  =3 — - .  Et  par  confequent  on  aura  toujours 
jiP*Pa{tt~  jrjtf)«riî^,  foitque  le  point  /'tombe  au 
deflus  ou  au  delfous  du  centre  c  j  d'où  l'on  tircyy^ 
ïpt—.*—.  La  ligne  PM  fera  donc  *  une  ordonnée  a  l'axe  »  Art.  41. 

A  a  j  &  partant  le  point     fera  à  l'Elhpfe  MA  M.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  I, 

48.  Delà  on  voit  comment  un  axe  A  a  d'une 
Ellipfe.-M^-M  étant  donné  avec  fon  paramètre  p,  U 

Dij 
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ayant  mené  par  Tune  des  extrémités  A  de  cet  axe^  une 
ligne  droite  quelconque  A  M  dans  l'un  ou  l'autre  des 
angles  aALy  aAL,  fait  par  cet  axe  ,  fie  par  la  ligne 
L  AL  parallèle  à  fon  conjugué  Bb^ on  voit ,  dis. je ,  ce 
qu'il  faut  faire  pour  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M 
où  elle  rencontre  l'Ellipfe  M  A  M. 

Corollaire   I  î. 

49»  I  l  eft  évident  qu'il  n'y  a  que  la  ligne  Z  ^  Z  pa- 
rallèle à  l'axe  B  b ,  qui  puifle  être  tangente  de  l'Ellipfe 
M  A  M  au  point  A ,  l'une  des  extrémités  de  fon  conju- 
gué A  a  j  puifqu'il  n'y  a  que  cette  feule  ligne  ,  qui  paf- 
lant  par  le  point  A ,  fie  étant  continuée  de  part  fie  d'au, 
tre ,  ne  la  rencontre  en  aucun  point ,  fie  n'entre  pas  dedans* 

PROPOSITION  IV. 
Théorème. 

F  i c.  io.  5°-  Tous  Us  diamètres  comme  M  Cm,  font  coupés  en 
deux  également  far  le  centre  Cy&ils  ne  rencontrent  ÏEllipfe 
qu'en  deux  points  M ,  m. 

Ayant  mené  l'ordonnée  M  P ,  &  pris  C p  égale  i  c  P9 
fi  l'on  mené  la  perpendiculaire  pm  terminée  en  m  par  la 
droite  M  Cm  s  il  eft  évident  <jue  les  triangles  c  P  M  , 
Cp  m  font  fèmblables  fie  égaux ,  &  qu'ainfi  CM  e(i  égale 

•  Art.  45.  àcm,&cPmàpm.  Or  comme  *  les  ordonnées  qui  (ont 
également  éloignées  de  part  fie  d'autre  du  centre  c ,  font 
égales  entr'elles ,  fie  que  PMcb  une  ordonnée ,  il  s'en- 
fuit que  p  m  fera  aufli  une  ordonnée  $  &  par  confequent 
que  le  point  m  eft  à  l'Ellipfe. 

De  plus  il  eft  vifible  que  fi  l'on  imagine  une  parallèle 
à  l'axe  Bb ,  qui  fe  meuve  de  C  vers  A  i  la  partie  de  cet- 
te parallèle  renfermée  dans  l'angle  A  C  M ,  ira  todjours 
en  augmentant  à  mefure  que  C  P  croît  ,  fie  qu'au  con- 
traire la  partie  de  cette  parallèle  renfermée .  entre  le 
quart  d'Ellipfe  ^AMB  fie  l'axe  CAt  c'eft  à  dire,  l'ordon- 
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tuée  P  M  *  ira  toujours  eu  diminuant  j  d'où  il  fuit  que  ♦  Art. 
la  ligne  droite  c  M ,  qui  pafle  par  le  centre  ,  ne  rencon- 
tre l'Ellipfe  qu'en  un  point  M  du  même  côté  de  l'axe  s 
&  il  en  eft  de  même  pour  le  point  m  pris  de  l'autre  côté. 
Donc  &c. 

De' FINITION  s. 


II. 

Si 

un 


ii  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  de  l'Ellipfe,  Fic.n 
diamètre  M  Cm ,  une  ordonnée  M  Pi  l'un  ou  l'autre 
axe  A  a ,  &  une  ligne*  droite  A4  7*,  en  forte  que  CT  foie 
troifiéme  proportionnelle  â  CP,  CA  s  le  diamètre  S  Ci 
parallèle  à  Air,  eft  appelle  Diamètre  conjugué  au  dia- 
mètre A4  m  j  Et  réciproquement  le  diamètre  A4  m  eft  dit 
conjugué  au  diamètre  5  s  :  de  forte  que  les  deux  enfem- 
t>le  font  appellés  Diamètres  conjugués. 

12. 

Toutes  les  lignes  droites  menées  des  points  de  l'Ellip- 
fe parallèlement  à  l'un  de  ces  deux  diamètres ,  &  termi- 
nées par  l'autre  ,  font  appellces  Ordonnées  i  cet  autre. 
Ainfi  NO  parallèle  au  diamètre  S  s  ,  eft  Ordonnée  à  fon 
conjugue  A4  m. 

La  troifiéme  proportionnelle  à  deux  diamètres  con- 
jugués, eft  appellce  Paramètre  du- premier  -dé la propor- 
tion. Ainfi  la  troifiéme  proportionnelle  à  M  m  ,  5  s  ,  eft  . 
appeliée  Paramètre  du  diamètre  A4 

CoJlOLLArtI,  »Àk<»ttV 

P»  S 1  l'on  nomme  la  donnée  Cji,y  t  $  &  les  indé- 
terminées cpt  x  }  PT>s  j  il  eft  clair ,  iêlon  la  défini- 
tion 11e  que  cr  (x-+-j)«-jî  &  qu'ainfi  j*»*?^** 
*~AP*Pa.  "j 
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PROPOSITION  V. 
Théorème. 

52«  S  i  ?™  mené  par  les  extrémités  M ,  S ,  de  deux  dia- 
tres  conjugués  Mm,  Ss, deux  ordonnées  MP,SK,  à  un  axe 
A  a  :  je  dis  que  la  partie  C  K  de  cet  axe ,  prife  entre  le  centre 
&  la  rencontre  de  l'une  des  ordonnées  SKyefi  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  parties  A  P ,  P  a,  faites  par  la  rencon- 
tre de  ïautrt  ordonnée  M  P. 

Il  faut  prouver  pCR-  A  P  »  P  a. 
Ayant  nomme  les  connues  l\a  ,  *  »  c P ,  x  j  P T,s  -,  & 
Art,  ju]  Pinconnuë  CK^m^  on  aura  A  P*  Pamatt^.xxa—*s  xr 
&  A  K  *Ka  =  tt~mmz=s x-\-x x~-mm  en  métrant 
pour  tt  fa  valeur  xx-\-sx.   Cela  pofé,  la  propriété  de 
Art*  41.  l'EUipfe*  donnera  AP»Pa  (sx).  ^!K*Ka  (sx-\-xx—jnm)  :  t 

P  M  .  KS  ::TP  (ss).  c  K  (mm),  à  caufe  des  trian. 
gles  femblables  T  P  M,  c  k  S.  D'où  l'on  tire  en  multU 
pliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  en  tranfpofanc  a  l'or- 
dinaire ,  c  /c>(»»)»J[^nl,fx«a^i>»/>tf,  Ce 
qu'il  falUit  démontrer. 

Corollaire. 

 PuISQ^BC^'•/r^x^s,enfuita^c:^,-.: 

Art.+u  CK  OU  AK  * Ka-^vx.    Ot  *  C  A*  (tt).  CB*(cc):u 
AK*Ka  (xx).SK  ='i±l \  Et  TZi '  (tt  )~b (ce)  m 

AP*Pa(tt^xx).  Tm^^cc—'—  .  De  plus  à  caufe  des 

triangles  redanglcs  CPM,  CKSy  on  aura  le  quarre  C  m\m 
c?'-l»p  V«xx-f-rf_li^,&lequarrc  c  S  pu  c  k' 
-i-KS'—tt^-xx-ï-iLïl.  Donc  cÂif^-f-O*—  tt+ce. 

■  C'eft  a  dire  que  la  fomme  des  quarres  de  deux  diamè- 
tres conjugués  quelconques  Mm ,  S  s ,  eft  égale  à  la  fomme 
des  quarrés  des  deux  axes  A  a  y  B  k 
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PROPOSITION  VL 
Théorème. 

54*  L  E  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  ON^i  diamè- 
tre Mm,  reftangle  de  MO«Om ^r/r  «fo parties  de  ce  dia- 
mètre j  comme  le  quarré  de  fin  conjugué  Ss^ejl  au  quarré  du 
même  diamètre  M  m. 

//  faut  prouver  que  O  N  .  MO*Om  :  :  S  s  .  Mm. 

Ayant  mené  les  parallèles  N Q^OH ,  à  l'axe  Bb^  & 
la  parallèle  O^â  Ion  conjugué  ^4<*,qui  rencontre  au 
point  l'ordonnée  NQ^ prolongée, s'il  eft  neceflaire  j 
on  nommera  les  données  C  P ,  x  -,  P  M  ,y  ;  ,  t  >  P  7*, 
s  >  &  les  indéterminées  H  j£j>u  0^,rfi  CH,^&on 
*ura  à  caufe  des  triangles  femblables  cPMt  CHO,èc 
M  PTtNRO,  ces  deux  proportions  CP  (x).PM  (y)\\ 

CH(b).  HOouRQ—Zl.  EtTP  (s).PM(y)::OR 
(a).RN^^.  Celapofé. 

Puifque  (fig.  ti.)  NQ^ek  toûjours  la  différence  de 
RQ^(il),RN{^),  &  C^Jafomme  de  CH  (b)% 

**<L(a)>  lorsque  le  point  AT  tombe  entre  les  points 
M ',  S,  ou  m,  s }  &  qu'au  contraire  (jlg.  MQ_e(k  toû- 
jours  la  fomme  de  RQ,  JtAT,  &  C£ja  différence  de 
C/f ,  H  jgjorfque  le  point  AT  tombe  par  tout  ailleurs: 

on  aura  N^tlU  -+  illZ^l^,  &  FjL^aa 
xab-\-bb }  lçavoir^±^L?&r-£-i*£  dans  le  premier  cas, 
&  au  contraire  -f- &—  i*  J  dans  le  fécond  cas.  Or*  *  Jrt. 


rant  enlemble  ces  deux  valeurs  du  quarré  de  Afj^, 
on  formera  lecahte  — £d  H-  -4- — — ■ 

*■'  XX    i  X  $  M 


y-^-^r-jf^  dans  laquelle  effaçant  d'une  part  le 
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terme  -+        &  de  l'autre  le  terme  ^L-—  qui  lui  eft 
*  Art.  il  égale,  puifque*/*— */  —  *  v,êc  divifant  par>7,  il  vient 

t>  l>    i     a*        1 1—*  4  —  b  b 

XX    4     «  / 1 — X  X 

Si  l'on  multiplie  par  xx ,  &  qu'on  tranfpofe  on 

 ffxx — *sxx—tbtt    ©,  ^...i.-  i: 

trouvera  ■  ou  =r  ;  &  multipliant 

tt  S  S  XX  tt — XX  1 

le  premier  membre  par  ssxxy  &  le  fécond  par  le  quarxé 
de  tt—xx  valeur  de  s*  (ce  qui  fe  fait  en  multipliant 
Amplement  le  numérateur  par  tt—xx)  on  aura  aax*~. 
t*  x  x  —a  a  1 1  x  x -J>  bt* —t  t  x*      a  a  x*-\-bbtt  xx  j  d'où 
en  effaçant  de  part  &  d'autre  aux*,  tranfpofant  aattxx^ 

&  divifant  par  tt  xx ,  Ton  tirera  H ou  Oie 

=  //-xx  -4-   . 


XX 


Maintenant  fi  l'on  nomme  le  demi  diamètre  CM  ou 
C  wj,^jon  aura  à  caufe  des  triangles  fêmblables  CPA/, 
CH  O  ,  cette  proportion  c  P  f  x  J.  CM  (^)  \:  CH  ( bj. 

CO=ii  Et  partant  M0*-Om=iz-.it*£.  Orlestrian- 


X  X 

t  - 


gles  (èmblables  ORNt  cks ,  donnent  ON  -c&  ;:Ok 
+Art.  j*.   (tt+-xx-±-bb—  t^) .  CK  *  (tt—  xx)::MO«Om  (f 

cm'  (zs}<   Puifqn'en-  multipliant  les  extrêmes  &  les 
moyens,  on  trouve  le  même  produit.    Donc  ON. 
**Art.  ;o.   MO  *  Omit  C&,.  C  M  :  :  S  s  .  M  m  .  Ce  qu'il  falloit^ 

Corollaire  General. 

55  •  I  L  eft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
Propofition  féconde  par  rapport  aux  deux  axes  Aay 
B  b ,  s'étend  par  le  moyen  de  cette  Propofition  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  M  myS s.  Or  comme 
les  articles  40 , 41 ,41,  4} ,  44 , 45,  47»  48  &  49 ,  fe  tirent 
de  la  féconde  Propofition ,  &  lubfiitcnt  également ,  foit 
que  l'angle  ACB  foit  droit- ou  qu'il  ne  le  foit  pas  j  il- 
s'enfuit  queiî  l'on  fuppolê  dans  ces  articles  ,que  les  li-. 
gnes  Aa,Bb ,  au  lieu  d'être  les  deux  axes  foient  deux. 

diamètres-, 
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cfiametrcs  conjugués  quelconques  ,  ils  feront  encore 
vrais  dans  cecre  fuppofitÏQn  :  car  leur  démonftration  de- 
meurera toujours  la  même  j  &  il  ne  faut  pour  s'en  con- 
vaincre entièrement ,  que  les  relire  en  mettant  par  tout 
où  fe  trouve  le  mot  d'Axe  celui  de  Diamètre, 


5*-  C  < 


Corollaire  II. 


o  m  m  E  les  articles  44  &  49,  fubfiftent  avec  la  Fis.  XJ. 
même  force  ,  lorfque  les  lignes  Aa%  Bb,Mi  lieu  d'être- 
les  deux  axes ,  font  deux-  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques, tels  que  Mm,  S  s  -,  il  s'enfuit  que  la  ligne  MT 
menée  par  le  point  M.  l'une  des  extrémités  d'un  diamè- 
tre quelconque  M  m ,  parallèlement  à  ion  diamètre  con- 
jugues S  s  ,  eft  tangente  en  M  ,  &  qu'il  n'y  a  que  cette 
feule  ligne  qui  puiÎTe  toucher  l'Ellipie  en  oc  point. 

D'où  Ton  voit  que  d'un  point  donné  fur  une  Ellipfe , 
on  ne  peut  mener  qu'une  leule  tangente. 

Corollaire  IIL 

57,  D  e-l  a  il  eft  évident,  félon  la  définition  11e,  quer 
fi  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  Eliipie , 
une  ordonnée  MPx  l'un  ou  l'autre  axe  A  a  j  &  qu'ayant* 
j>ris  CT  du  côté  du  point  P ,  troifiéme  proportionnelle. 
àCP,c^,on  tire  la  droite  M  T:  cette  ligne  M  T  fera 
tangente  en  M.  Et  réciproquement,  que  Ci  la  ligne  MT 
eft  tangente  en  ^4,&  qu'on  mené  l'ordonnée  M  P  à 
l'un  ou  l'autre  axe  A  a  ,  les  parties  c '  P,  C  A ,  CT  de  cet*, 
axe ,  feront  en  proportion  géométrique  continue. 

Corollaire  IV. 

58.  S  1  l'on  imagine  dans  les  définitions  u  ,  11  &  13,  . 
&  dans  les  deux  dernières  Propofitions  ,  que  les  lignes 
A  a ,  B  h  ,  an  lieu  d'être  les  deux  axes ,  foient  deux  dia- 
mètres conjugués  quelconques  j  on  verra  que  ces  Pro* 
pofitions  feront  encore  vraies,  puifqu'elles  le  démontre- 
ront de  la  même  manière  qu'auparavant  :  comme  il*  eft 
évident  par  l'infpeclion  de  la  figure  1}  ,  où  les  triangles- 

E. 


34  Litre  Second. 

femblables  donnent  les  mêmes  proportions  que  dans  le 
cas  des  axes. 

D'où  il  fuit  i°.  Que  le  Corollaire  précèdent  doit  en- 
core avoir  lieu ,  lorfque  la  ligne  A  a ,  au  lieu  d  'être  un  axe, 
eft:  un  diamètre  quelconque.  i°.  Que  les  diamètres  con- 
jugués Mm.Ss,  peuvent  être  les  deux  axes  dans  cette 
fuppoficion  j  &  qu'ainfi  on  peut  regarder  les  deux  axes 
comme  deux  diamètres  conjugués,  qui  font  entr'eax  cics 
angles  droits. 

PROPOSITION  VII. 
Théorème. 

Fi  g.  14.  59-  S  *  P<*r  un  point  quelconque  d'une  ESipfe  qui  a  pour 
centre  le  point  C ,  ton  tire  une  ordonnée  MPi  l'un  des  axes 
A  a ,  &  une  perpendiculaire  M  G  a  la  tangente  M  T  qui  pajfe 
par  le  point  M  :  je  dis  que  C  P  fera  toujours  À  P  G  en  r  ai  fon 
donnée  de  Caxe  A  a  à  fon  paramètre. 

Car  nommant  Je  demi.axe  CA  ou  c«,/}  &  les  indé- 

*Art.  S7.  terminées  c  P ,  x  j  P  M ,y  ;  on  aura  *  CT  =  " }  &  par- 
tant Pr«~i*.  Or  les  triangles  rectangles  fembla- 
bles TPM,  MP  G  .donnent  7*/>  ('■■'-*?),  PM(y):: 
PM{y).  PG  •  D'où  l'on  tire  cette  proportion 

CP  {x).PG(^~y.:  AP«Pa{tt-xx).  7m%  (yy). 

Puifqu'cn  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens,  on 
forme  le  même  produit  xyy.  Mais  le  re&angle  A  P  *  P  ay 

•Art.  41.  eft  *  au  quarré  Pm\  comme  l'axe  A  a  eft  à  fon  para- 
mètre.  Donc  &e. 

PROPOSITION  VI  IL 
Théorème. 

F 1  c.  ij.         6°«  S  1  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  d'une  Effipfe 
une  tangente  T  M  S ,  <^  aux  deux  foyers  F ,  f ,  les  droites  M  f', 
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M  f  \  je  dis  que  les  angles  F  M  T ,  f  M  S ,  faits  far  ces  li- 
gnes de  part  &  d'autre  avec  la  tangente  TMS,  font  égaux 
entr'eux. 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  FD  ,fdy  fur  cet- 
te tangente  j  le  premier  axe  *4a  qui  la  rencontre  en  Tt 
&  l'ordonnée  M  P  à  cet  axe,  &  nommé  les  données 
C>d  ou  Ca ,  t  >  C  F  ou  cftmsU  l'indéterminée  CP  txj 

©n  aura^f*(/—  Mf  (^)::rf,  ouCT*  *  yin.  38. 
1{~)—CF  (m).  Tf  ou  CT('J)-\-tf(m).   Puifqu'en  *  >7% 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens,  on  trouve  le 
même  produit.  Or  les  triangles  femblables  TFD ,  Tfd, 
donnent  T  F,  Tf.-.FD.fd.  L'hypothenufe  M  f  du  trian- 
gle re&angle  M  DF ,  fera  donc  à  l'hypothenufe  M  f  du 
triangle  re&angle  M  df,  comme  le  côté  DF  eft  au  côté 
if  j  &  par  confequent  ces  deux  triangles  feront  fembla- 
bles. Les  angles  FMD  JM  d.ouF  ÏVf  7\/Af  qui  font 
oppofés  aux  côtés  homologues  DF,  df%  feront  donc 
égaux  entr'eux.   Ce  qu'il  falloir  démontrer. 

Corollaire. 

<Sl.  De  la  il  eft  évident  que  la  tangente  TMS 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d'autre  du  point 
touchant  M,  lailTc  l'Eliipfe  toure  entière  du  côté  de  fes 
deux  foyers  F  >f  Or  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  de  l'EUipfe  que  tombe  le  point  M  ,  il 
s?enfuit  qu'elle  fera  concave  dans  toute  fon  étendue  au- 
tour de  Tes  deux  foyers ,  &  par  confequent  auflî  autour 
de  Ton  centre. 

•  »  ' 

PROPOSITION  IX. 
Théorème.  • 

S  1  t*n  mené  par  tune  des  extrémités  A  d'un  diame-  F 1  c.  ift 
tre  Ad.  une  parallèle  DAEâfon  conjugué  B  b  ,  laquelle  ren-* 
centre  deux  autres  diamètres  conjurés  quelconques  Mm,  Ss, 

E  ij 


♦  - 


Litile  Second. 

aux  points  D  yEyjed# que  le  reïlangle  de  D  A  par  A  E ,  tji 
égal  au  quarré  de  la  moitié  CB  du  diamètre  Bb. 

il  faut  prouver  que  DA«AEbC8  . 

Ayant  mené  par  les  extrémités  M  yS ,  des  diamètres 
conjugués  M  m ,  S  s ,  les  ordonnées  Al  P  ,  S  K ,  au  diamè- 
tre ^ia%  on  nommera  les  données  CAyt>y  c if,  c  ->  &  les 

5*«  indéterminées  C/*.,  *  i  P     , >  i  &  on  aura  *  C^'=a 

Pa=mtt—  xxi&c  parconfequent  ^X  *  Kaou  Cji 

AV*Pa  ou  CX^U^.  Et  C^'(n).  (■'**  {ce)  ::  *4K«Ka 

ce 

(xx).  xT^llip.  Donc  en  extrayant  les  racines  quar- 

rées,  Ton  tire  CX=^,  &  KS=>j.  Mais  les  triangles 
femblables  CPM,  CAD  ,  &  CX  S ,  C^£,  donnent 
cp  (x).PM(y)  ::  r^(/).  u*D*='l.  Et  ex (2).  XS 

rJL)::C^(t).AE^e^L.  Donc  Dst*A  E**cc=7c 
Ce  qu'il  falloit  démontrer*  - 

PROPOSITION  X. 
Problème 

i  c.  17.  6$,  Deux  diamètres  conjugués  A  a ,  B  b ,  d'une  Ellipfe 
étant  donnés  avec  une  ligne  droite  M  C  m  qui  paffe  par  le 
centre  C  j  marquer  fur  cette  lipie  les  points  M ,  m ,  où  elle  ren- 
contre C  Ellipfe. 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  *4  du  diamètre 
~4a ,  une  parallèle  indéfinie  *A  D ,  à  Ton  conjugué  Bb , 
laquelle  rencontre  la  ligne  CM  donnée  de  pofition  au 

Î>oint  D  j  on  tirera  par  le  point  A  perpendiculairement 
ur  ^/Z),  la  ligne  A  O  égale  à  CBy  &  par  les  points  O,  D, 
la  ligne  O  D.  On  décrira  du  rayon  o  ^  un  cercle  qui 
coupera  la  ligne  OD  en  deux  points  N,  »,  par  où  l'on 
lireta  des  parallèles  NMt  nm,àh  ligne  o  c  qui  joint 
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les  centres  de  PEllipfe  &  du  cercle.  Je  dis  que  les  points 
Mtmt  où  elles  rencontrent  la  ligne  CD,  feront  â  l'Ellipfe, 
•&  détermineront  par  confequent  les  extrémités  du  dia- 
mètre M  Cm  donné  de  pofition. 

Car  menant  les  parallèles  M  Py  à  si  D ,  qui  ren- 
-contrent  les  lignes  C  ^  ,  O  A ,  aux  points  P,  ^  les  trian- 
gles femblables  CDO  ,  M  DN%  &c  CDA ,  c;w/>,  & 
ODA  y  0  donneront         CP  ::CD.  CM  ::OD. 

OiV::0.^.0£?1c,eftàdire,  c  ^r.  ::  OA.OQ.  Et  partant 
-fi  l'on  mené  la  droite  elle  fera  parallèle  à  Oc  }  U 

par  conlequent  auffi  à  ai  N  fuppofée  parallèle  à  o  c, 
Ainfi  les  parallèles  M  P ,  N Q^,  feront  égales  entr'elles. 
Cela  po(e  ,  fi  l'on  nomme  les  données  CA,t  j  Ci?  ou 
.//O  ou  0  2v",  f  i  &  les  indéterminées  C  P  y  x  $  P  Af  ou 


W^/jon  aura  C^  (/).  CP(x):>.  O  A  {c).  O  Q=*cî. 
Et  à  caufe  du  triangle  O  rectangle  en  ^  le  quarré 
572, ou  ^77'  (yK)  =  Ô^*  (<:0—  ^X(^)-  La  li- 
gne Af  fera  donc  *  une  ordonnée  au  diamètre  A  a }  &  »  . 
par  confequent  le  point  appartiendra  à  l'Ellipfe  qui 
a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  Aa>Bb.  Maisâ 
caufe  des  parallèles  N M ,  O  <• ,  nm ,  Ja  ligne  Mmeb  du 
vifée  en  deux  également  par  le  centre  c  j  ,puifque  par  la 
propriété  du  cercle,  Nn  Teft  au  point  o.  Donc  le  point 
«  appartiendra  *  auffi  à  la  même  hllipfe.  *  Artt 

Si  les  diamètres  conjugues  A*,  £b%  étoient  les  deux 
axes ,  les  parallèles  c  o ,  PQ^  fe  confondroient  alors  avec 
rcs  lignes  C^ yAOy  qui  n'en  feroient  qu'une  feule  i  ce  qui 
rendroit  la  conftruâion  &  la  dcmonftration  un  peu  plus 
faciles, 

PROPOSITION  XI. 
Problème, 

1 U X  diamètres  conjugués  A 3 , B b , £#/>y?  Fxg.  47^ 
«?fc/»r  donnés'»  en  trouver  les  deux  axes  Mm,Ss:^  démontrer 
qu'il  n'y  en  $cut  avoir  que  deux. 

£  iij 
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Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  A  du  diamètre- 
A  *  «  une  parallèle  D  t à  (on  conjugue  B  b  %  on  tirera  y/O- 
perpendiculaire  à  D£  fit  égale  à  C#.  Ayant  joint  c/c,  on 
mènera  par  Ton  point  de  milieu  F  la  ligne  FG  qui  la  cou- 
pe à  angles  droits ,  &  qui  rencontre  au  point  G  la  ligne 
D^fur  laquelle  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  point 
G  les  parties  G  Z),  G£ ,  égales  chacune  à  G  0 ou  G  i .  Ti- 
rant enfin  les  droites  CD ,  C£  j  je  dis  que  les  deux  axes 
MmtSty  font  fitués  fur  ces  droites, 

* -At,  38.  Car  les  deux  axes  pouvant  être  regardés  *  comme 
deux  diamètres  conjugues ,  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit ,  ils  rencontreront  la  ligne  D£  en  des  points  D ,  £ , 
tels  que  le  cercle  décrit  de  ce  diamètre  paiïcra  par  les 
deux  points  c\  0 ,  puifque  le  rectangle  D  A*     E  étant. 

*  Art.  6x.  égal  *  au  quarré  de  A  O ,  l'angle  DO  E  fera  droit ,  aufli- 
bien  que  l'angle  DCE.  Or  il  eft  évident  que  c'eft  préci- 
fément  ce  que  Ton  vient  de  faire  par  le  moyen  de  cette 
conftru&ion  >  puifque  les  lignes  GO,GCyGE%GD 
étant  toutes  égales  entr'elles  %  font  les  rayons  d'un  même 
cercle.  Mais  comme  il  ne  peut  y  avoir  fur  la  ligne  DE 
que  deux  points  D,  £  ,  qui  fatisfaflent  en  même  temps  a 
ces  deux  conditions  j  fçavoir,  que  l'angle  D  c  e  &  l'an- 
gle DO  E  foient  chacun  droit  j  il  s'enfuit  que  les  diamè- 
tres conjugués  M  m ,  S  s ,  qui  font  entr'eux  un  angle 
droit ,  feront  les  mêmes  que  les  axes  >  &  qu'il  n'y  en  peut 
avoir  que  deux. 

Maintenant  pour  en  déterminer  la  grandeur ,  il  n'y  a 
qu'à  tirer  les  droites  OD ,  OE }  &  par  les  points  iV,  R ,  où 
elles  rencontrent  le  cercle  qui  a  pour  rayon  0  A ,  mener 

*+Art.       les  parallèles  NM  ,  R  S.  Car  il  erf  évident  *  que  les  points 
M  ,  S ,  où  elles  rencontrent  les  droites  c  Z> ,  C  £ ,  appar- 
tiendront à  l'Ellipfe  qui  a  pour  diamètres  conjugués  les 
lignes  Aay£è>U  qu'ainfi  ils  feront  les  extrémités  defes . 
axes. 
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Corollaire. 

on  propofoic  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués M  m y  Sst  qui  fiflent  entr'eux  un  angle  M  cS  égal 
à  un  angle  donné  $  deux  autres  diamètres  conjugués  *Aa, 
B  bt  étant  donnés.  Il  eft  vifîble  que  la  queftion  fe  redui- 
roit  à  trouver  fur  la  ligne  D  £  donnée  de  pofition  $  deux 
points  D  j  £  ,  tels  que  menant  aux  deux  points  (9 ,  C,  don- 
nés hors  cette  ligne ,  les  droites  DO,  0£,  ci),  c*£, 
J'angle  DO  E  fut  droit ,  &  l'angle  D  CE  égal  à  l'angle 
donné.  Mais  comme  la  (blution  de  ce  Problême  eft  af- 
fez  difficile ,  on  l'a  renvoyée  dans  le  ioc  Livre  ,  &  on  a 
fuivi  ici  une  autre  voye ,  qui  eft  plus  fimple  j  c'eft  de 
trouver  d'abord  les  deux  axes  ,  &  de  s'en  fervir  en  fuite 
pour  trouver  les  deux  diamètres  conjugués  qu'on  deman- 
de ,  comme  l'on"  va  enfeigner  dans  la  Propofition  fui. 
vante. 

PROPOSITION  XII. 
Problème 

66*.  Les  deux  axes  Aa ,  Bb,  d'une  Eïïipfe  étant  donnés  5  Fic.xS 
trouver  deux  diamètres  conjugués  Mm,Ss,^;  faffent  entr'- 
eux F  angle  M  CS  égal  à  un  angle  donné. 

Je  fuppofe  que  les  diamètres  Mm%Ss,  foient  en  effet 
ceux  qu'on  demande  ,  &  qu'ils  rencontrent  aux  points 
D ,  E ,  la  ligne  droite  indéfinie  D  E  menée  par  l'extré- 
mité A  du  petit  axe  A.  a  parallellement  an  grand  Bb. 
Et  ayant  tiré  du  centre  C  de  l'Ellipfe  ,  la  ligne  t  «F,  qui 
faflè  avec  DE  au  point  F  l'angle  CFE  égal  à  l'angle  don- 
né M  c  S ,  je  nomme  les  données  c  *A ,  /  j  c  B ,  c  j  *A  F, 

ai&  l'inconnue  *AE,^  ce  qui  donne  ^  Z>=«*  ~,  CE  *  Art. 
  1 

«a  V à  caufe  du  triangle  rectangle  c  A  E.  Cela 
pofé. 

Les  triangles  FEC^CED,  feront  femblables  $  puifque 
l'angle  au  point  £  eft  commun  ,  &  que  l'angle  CFB  a 
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été  fait  égal  a  l'angle  MCS:  c'cft  pourquoi  FE  (X— *a)y 
JE  C  (  V/H-<jO  :  :  E  C  (  V  Ft+^zJ.  ED{zJ-'-').  D'où- 
en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  l'on  forme  l'é- 
galité zj-*,a  x^cc^m  —  *at  r-r-a;^  j  &  effaçant  de  part  &; 
d'autre  a^,  multipliant  enfuite  par  s^,  &  divîfant  par  a% 
il  vient  *x*-2^-4-îi ^4-  f  c       Et  en  faifant  (  pour  fiu 

ciliter  le  calcul)  ilzi'soi^,  on  changera  l'égalité  pré- 

cedente  en  celle  ci        x         c  =  0 ,  ou  ^-.1^+- 
bb  =  b  b—c  c  et  qui  donne  en  Extrayant  de  part  &  d'au- 
tre la  racine  quarré       £  ou  i  — ^aB^^—u,  &  par. 

conféquent  l'inconnue  £  (  »  4  H;  V  £  f  Voici; 
maintenant  la  conftru&ion  que  cette  dernière  égalitér 
fournit. 

Ayant  prolongé  le  petit  axe  A  a  jufqu'au  point  0,  erv 
forte  que  ^  0  fait  égale  à  la  moitié  C  B  du  grand  j  foit; 
tirée  C  F ,  qui  faflè  avec  DE  menée  par  lé  point  yi  pa- 
rallèlement à  Bl> ,  l'angle  Cf£  égal  à  l'angle  donné. 
Ayant  joint  0  F%  foient  tirées  les  droites  o  H  ^  CG,  per- 
pendiculaires  fur  O-J7,  qui  rencontrent  DE  aux 
points  H,  G  (on  n'a  point  marqué  dans  les  figures  i8> 
&  ,  les  points  H ,  G  ,  fur  la  ligne  D  E  j  parce  que  ces  fi- 
gures auroient. été  trop  grandes  ,  &  que  d'ailleurs  il  eft 
facile  de  les  y  imaginer).  Soit  décrit  du  centre  O ,  &  du, 
rayon  O  K ,  égal  à  la  moitié  de  G  H ,  partie  de  AD  prolon- 
gée jComprile  entre  G  &  H  ,  un  arc  de  cercle  qui  coupa 
DE  aux  points  K ,  K ,  &  ayant  pris  fur  DE  les  parties  K  Dy 
IÇEy  égales  chacune  à.  ko.,  foient  tirées  par  le  centre  c 
de  PEllipfe ,  les  droites  2)C,£,  ;.  Je  dis  que  les  diamètres, 
cherchés  Aimy  S  s  ,  font  fitués  fur  ces  lignes. 

Car  à  caufe  des  angles  droits  FA  c,  F  C  G,  &  FAO> 

MO  H  ,  on  aura  A  G       t  A  H &  partant  GH- 

■w^—iî.as:  1^.  Le.  rayon  o     qui  eft  égal  à  la  moitié  de 

^jf  G,  fera. donc  égaU  J  $  &  à  caufe  du  triangle  rectan- 
gle 
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gle  (5 A K jonaura ^ /C — ifJbZTc,  & ou KÊ^+A K 

t=6Z+t/r tfl^~cc>5cAD  oaKDz±.AK^~f/r bb—cc.  Or 
cela  pofé ,  fi  l'on  multiplie  la  valeur  de  AE  par  celle  de 

AD y  il  vient^£  *'ADw»cc*mCB  i  &  partant*  les  dia.  *Art.4*+. 
mètres  Mm%Ss ,  font  conjugués.  Mais  le  rectangle  de  AE 

-\-AD  ou  DE(ib)  par  A      A  Fou  EFibZ+ bb—cc—a) 

ce — la  b^ibb^bVbb 
en  mettant  pour  xabfa  valeurs — tt  $  &â  caufe  du  triangle 

rectangle  CAS  lequarré  cI'^^Ti'-j-c^î'sii^^^p- 
ib  f^bb — cc-)rtt—cc = Z>  £  *  £jF  :  ce  qui  donne  FE.  E  C  :  : 
£C."  Et  partant  les  triangles  FECyCE  Z),  feront 
femblables  j  puifqu'ils  ont  l'angle  au  point  £  commun,  & 
que  leurs  côtes  autour  de  cet  angle  font  proportionnels.^ 
L'angle  M  CS  fera  donc  égal  à  l'angle  donné  CFE.  C'eûV- 
ce  qui  reftoit  à  démontrer. 

Maintenant  pour  avoir  la  grandeur  CM ,  G^,  des  deux- 
demi-diametres  cherchés  .}  il  n'y  a  qu'à  tirer  les  lignes 
X)D, rO£,&  mener  parles  points  JV,  .X,  où  elles  rencontrent  - 
le  cercle  qui  a  pour  rayon  oas  les  parallèles  2fM,RS, 
À  OC,  Car  il  eir.  vifible*  que  les  points  Af , S ,  oùeHesren-  »  ^  ^ 
contrent  les  droites  CD,  CE ,  feront  i  l'Ellipfe,  &  déter- 
mineront par.confequent  les  extrémités  de  ces  diamètres. 

CoROILAIli  I, 

T  ' 

^7*  I  l  fuit  de  cette  conftru&ion ,  i«.  Qu'afîft  quele 
Problême  foit  poffible ,  il  faurque  o  K        )  furpaûe  ou  *  • 

foit  égale  à  ^  <9  U  )  5  car  autrement  le  cercle  décrit  du< 
rayon  oKytie  rencontreroit  la  Jigne  D  E  en  aucun  point, 
ce  qui  eft  néanmoins  neceflàire  pour  la  conftrudîon.  . 

a°.  Que  lorfque.O  a:  furpafle  OA  ,x>a  trouve  toujours  » 
.par  le  moyen  des  deux  points  /c,  a:  ,  deux  difïèreus  dia- 
mètres conjugués  Mm ,  S  s  ,  qui  fatisfbnt  également»:  -r 
mais;  qu'alors  le  diamètre  S  s  de  la  figure  25  eft  égal  au  < 
diamètre  Mm  de  la  figure*  18/  &  fembfabterfient  pefév 
déduire  côte  de  l'axer  a  5  parce  que  AE  de  Ja  figure. 

Fi 
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19.  eft  égal  à  A  D  de  la  figure  18.  Et  de  même  que  le  dfcu 
mètre  Mm  de  la  figure  19.  eft  égal  au  diamètre  S  s  de 
la  figure  18.  &  lèmblablement  pôle  de  l'autre  côte  de 
l'axe  A  a }  parce  que  A  D  de  la  figure  19.  eft  égal  à  A  E 
de  la  figure  18  C'eft  a  diré  que  les  deux  diffèrens  diame* 
très  conjugues  Mm^  S  j  ,  qui  facisfont  également  au  Pro- 
blême y  font  femblablement  pofés  de  part  &  d'autre  de 
l'axe  A  &  que  dans  ces  deux  différentes  podiums  leurs 
grandeurs  demeurent  la  même. 

30.  Que  lorfque  0  K  =  0  A,\es  deux  points  d'inter- 
Fio.  30.  feâion  K,2C,fe  réunifient  au  point  touchant  ^j&qu'ain- 
fi  il  n'y  a  alors  qu'à  prendre  les  parties  AEtADy  égales 
chacune  â  la  moitié  C  B  du  grand  axe  :  d'où  l'on  voie 
qu'il  ne  peut  y  avoir  alors  qu'une  folution  ,  &  que  les 
deux  diamètres  conjugues  Mm^Ss,  qui  fatisfbnt  ,  font 
égaux  entr'eux. 

Cor  o  l  l  à  i  r  e    I  I. 

F1c.r8.15).  68.  I  l  eft  clair  auffi  que  plus  AF  {a)  eft  grande,  plus 
&  50.       l'angle  obtus  donné  C  F  E  l'eu  aullî ,  &  plus  au  contraire  la 

ligne  O  K  (  cSlll  )  diminue  :  de  forte  que  A  F  étant  U 

plus  grande  qu'il  eft  poflible  ,  l'angle  obtus  C  t  E>  fera 
auflî  le  plus  grand  }  2c  au  contraire  la  ligne  O  K ,  fera  la 
moindre ,  c'eft  à  dire  égale  a  ~>*o.  Or  fi  l'on  mené  alors 
Fi  c.  30.    les  droites  Ba>  ab.y  les  triangles  re&angles  aC  B  y  CAD. 

a  Cb  ,  C  A  E ,  feront  tous  égaux  entr'eux  ;  puifque  les  lu 
gnes  A  E ,  A  D,  font  égales  chacune  à  la  moitié  C  B  on 
Cb  de  l'axe  Bb,bi  que  C^T  eft  égal  à  Ça.  L'angle  ACM% 
fera 
d 

égal  à  l'angle 

Fig  18.15^     i°.  Que  fi  l'on  mené  de  l'une  des  extrémités  a  du  pe- 
&  jo.       cit  axe       aux  extrémités  B ,  £ ,  du  grand ,  les  lignes  a  B^ 
ab  y  l'angle  obtus  donné  C  F  £,  doit  être  égal  ou  moin- 
*  Art.  67.  dre  que  l'angle  B*tb%  afin  .que*  le  Problème  (oit  poffible. 

x°.  Que  lorfqu  il  lui  eft  égal ,  comme  dans  la  figure  30. 


ae  1  axe  a  0 ,  «  que  c^f  eit  égal  a  fia.  l.  angle  ✓f  C-df, 
fera  donc  égal  à  l'angle  CaB  ,  &  l'angle  ^/C5  à  l'angle 
C^êc  partant  l'angle  donné  M  C S  ou  CFE,  fera  aufft 
égal  à  l'angle  Bab.  D'où  l'on  voit  voit: 
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il  n'y*  que  deux  diamètres  conjugués  M  m ,  $s,  qui  taris- 
faflenc,  lefquels  (ont  égaux  entr'eux. 

j°  Que  lorkjuïl  eft  moindre  ,  comme  dans  les  fig,  18  àc 
iÀ.  il  y  a  coûjours  deux  difFerens  diamètres  conjugues  qui 
{aciifont  également  j  qu'ils  font  femblablement  pôles  de 
part.  &  d'autre,  du  petit  axe  ,  cet  angle  demeurant  le  mê- 
me entr'eux,  &  que  leur  grandeur  demeure  auffi  la  même- 
dans  ces  deux  différentes  pofitions. 

PROPOSITION  XIH, 

'  Problême. 

eux  diamètres  conjugués 'A  a ,  B  b ,  d'une  Eûipfe 
étant  donnes  i  la  décrire  par  un  mouvement  continu. 

•  *  ■  » 

Première    Manière.  » 

-  • 

On  cherchera  *  les  deux  axes,  &  on  la  décrira  enfuire  *  Art.  6^ 
feion  l'article  36. 

Seconde  Manière. 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  A  de  l'un  des  Fie-  iu & 
diamètres  donnés  Aay  une  perpendiculaire  AH  fur  l 'au-  îl* 
tre  Bb ,  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  A  Qdc  parc 
ou  d'autre  du  point  A  égale  à  CA.  Et  ayant  tire  la  ligne 
C^,  on  fera  gliflèr  la  ligne  GF  égale  â  /fj^par  ^es  ex- 
tremités  le  long  des  lignes  B  b  y  CQ{  prolongées  de  part 
&  d'autre  du  centre  C  autant  qu'il  fera  nccelîàire)  juf- 
qu'à  ce  qu'après  avoir  parcouru  fucceffivement  les  qua- 
tre angles  faits  par  ces  deux  lignes ,  elle  revienne  dans  la 
même  ficuation  d'où  elle  étoit  partie.  Je  disque  fi  l'on 
prend  G  M  égale  à  sfj^y  le  point  décrira  dans  ce  mou. 
vcment  l'Elliple  requife. 

Car  menant  G  P  parallèle  à  ^A ,  qui  rencontre  en  P  le 
diamètre  Aay  &  en  o  le  diamètre  B  b  j  les  triangles  fem- 
bèables  CHQ^  COG,  &  CAJ>^  CPG ,  donneront  CQ.  CG 
^Qjou  GM.  GP  :  :  HQ^ou  G>.  GO.  Et  par  confèquent  la  < 
ligne  PM  iêra  parallèle  au  diamètre  £  h.  Cela  pofé. 
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Si  l'on  nomme  les  données  CA^i  A  gjsu  CB  ou 
cb3e  i&les  inconnues  CPtxy  PM%y  ,  on  aura  CA 

(t)CP(x)  mAQ^{c).  GPc=rJt>.  Et  le  triangle  rectan- 
gle GP  M donnera  PM**bG  Afr*— G />*,  c'eft  à  dire  en 
termes  analytiques  yy  «a  cc~  eSll.  La  ligne  P  M  fera 

*Art.  41.  donc  *  une  ordonnée  au  diamètre  A  a  dans  l'Ellipfe  qui 
&  }f.  a  pour  diamètres  conjugués  les  lignes  A  a ,  B  b.  Donc  &c. 
F 1  c.  jj.  Si  les  deux  diamètres  conjugues* i?i ,  ctoient  les 
deux  axes,  il  eft  clair  que  les  lignes  A  j^»  ^*^_»  tombe- 
roient  fur  le  diamètre  A  a  qurleroit  l'un  des  axes,  &  que 
le  point  H  tomberoir  fur  le  centre  C.  D'où  Ton  voit  qu'il 
faudroit  prendre  alors  G  F  égale  a  C^  fomme  ou  diife. 
rence  des  deux  demi  axes  CA ,  C  B  }  &  la  Faire  glifler  par 
fes^xtremités  le  long  des  axes  Aa%Sby  prolonges  s'il  eft 
neceflaiie. 

Comme  les  lignes  A  a ,  Bb  >  s'entrecoupent  à  angles 
droits  au  point  C  j  il  eft  clair  qu'en  quelque  fi  tua  non 
>que  fe  trouve  la  droite  G  F  pendant  qu'elle  glnTe  le  long 
de  ces  lignes ,  le  cercle  quiauroit  cette  ligne  pour  diamè- 
tre ,  paueroit  toujours  par  le  point  C  -y  U  qu'ainfi  la  ligne 
CD  qui  paiTe  par  le  point  D  milieu  de  «F G,  fera  tou- 
jours égale  i  D  F,  puiique  les  lignes  C  D  D  F  >  D  G ,  fe- 
ront toûjours  des  xaïons  de  ce  cercle.  Delà  naît  la  des- 
cription lui  vante. 

Soient  deux  lignes  droites  CD,  Z>J\  égales  chacune  à 
la  moitié  de  CJg^  fomme  ou  différence  des  deux  demi- 
axes  CB  >  CA  ■>  attachées  Tune  à  l'autre  par  leur  extré- 
mité commune  D ,  en  forte  qu'elles  Ce  puiflenc  mouvoir 
autour  de  ce  point ,  comme  les  jambes  d'un  compas  au- 
tour de  fa  tête.  Soit  attachée  l'extrémité  C  de  la  droite 
C  D  dans  le  centre  de  l'Ellipfe  -t  &  foit  entendue  l'extré- 
mité F  de  l'autre  droite  F Dy  iè  mouvoir  le  long  de  l'axe 
BèyCn  entraînant  avec  elle  la  ligne  DC  mobile  autour 
du  point  fixe  C.  Il  eft  clair  que  fi  l'on  prend  fur  F  D  (  pro- 
longée,  s'il  eft  neceiTaire  J  la  partie  FM  égale  à  C+4*  le 
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point  Ai  décrira  dans  ce  mouvement  l'EHipiê  qu'on 
cherche. 

■ 

PROPOSITION  XIV. 

- 

Probfême. 

70.  D  e  0  x  diamètres  conjugués  A  a ,  B  b ,  tune  EMpfê 
-étant  donnés  i  la  décrire  far  phtjieurs  points. 

Première  Manie'rl 

Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  A  de  l'un  des  dia.  F 1  c.  34* 
mètres  donnes  A  a y  une  parallèle  indéfinie  DA  D  à  fon 
conjugué  Bby  on  tirera  A  o  perpendiculaire  à  ADy&  éga- 
le à  la  moitié  CB  du  diamètre  Bb  j  on  joindra  O  C  -y  &  on 
décrira  un  cercle  du  centre  O ,  &  du  rayon  OA.  Cela  fait 
on  mènera  librement  de  part  &  d'autre  de  CA y  autant 
de  lignes  CD ,  C  D ,  &c.  qu'on  voudra  }  &  ayant  tire  des 
points  D ,  D ,  &c.  où  elles  rencontrent  la  ligne  DAD ,  au 
centre  O,  les  lignes  DO ,  DO ,  &c.  qui  coupent  la  circonfé- 
rence du  cercle  aux  points  Jv~,  N,  &c.  on  mènera  des  droi- 
tes NMy  NMy  &c.  parallèles  i  OCy  léfquelles  rencontrent 
aux  points  M,  Mykcc.  les  droites  correfpondantes  CD,  CD, 
&c.  fur  le/quelles  on  marquera  de  l'autre  côté  du  cen-* 
tre  C  des  points  m ,  my  &c.  qui  en  foient  également  éloi- 
gnés. Il  eft  évident  *  que  la  ligne  courbe  qui  paflera  par  %  jtrt. 
tous  les  points  M  y  M  ,-&c  ymymy  &c.  ainfi  trouvés ,  aura 
(pour  diamètres  conjugués  les  droites  AayBb. 

Seconde  Maniï'u, 

.  Ayant -pris  fur  Pun  des  *  demi- diamètres  CB  ,de  peti-  Fï«.  #. 
*es  parties  CE  y  E  E  y  &c  égales  entr'elles ,  de  telle  gran- 
deur qu'on  voudra  ,  &  autant  que  ce  demi-diametre  en 
pourra  contenir  >  on  lui  mènera  les  perpendiculaires  E  D, 
E  D  y  &c ,  qui  rencontrent  la  circonférence  circulaire  dé- 
crite du  centre  C  &  du  raïon  C  B  y  aux  points  DyD,  &c. 
Ayant  joint  A  B  y  on  tirera  par  celui  des  points  £  ,  qui  eft 
\c  plus  proche  du  centre <y  la  ligne  E  P  parallèle  à  A  B^ 

£  iij 
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qui  renconrre  CA  au  point  P.  On  prendra  fur  le  diame^ 
mètre  A  a  de  part  &  d'autre  du  centre  C,  autant  de  par- 
ties PP \  PP ,  &c.  égales  à  CP,  qu'il  en  pourra  contenir  $ 
&  on  mènera  par  tous  les  points  P,  Pt  &c,  des  parallè- 
les M  P  M  ,  >V2  2>  yii ,  &c.  au  diamètre  Bb  ,  fur  chacune 
defquelles  on  prendra  de  part  &  d'autre  du  point  P  ,  des 
parties  P  M  ,  P  M  ,  égales  chacune  à  fa  correfpondante 
£  D,  Je  dis  que  la  ligne  courbe  qui  pafîè  par  tous  ces  . 
points  M ,  fera  PElliple  qu'on  demande. 

Car  nommant  les  données  C  t i  CB  ou  CD,  f  }  & 
les  indéterminées  CP, PM%yf  on  aura  à  cauîe  des 
triangles  femblables  C  A  B  ,C  P  E  t  cette  proportion  CV* 

(/).  CB(()::  CP  [x).  CE^~.  Et  à  caufê  du  triangle 

C£D  re&angle  en  £ ,  le  quarré  £Z>*  ou  P  M 
*^rf.  4i.  CD*  (ec)-.~%  (c—).  La  ligne  T'JW  fera  donc*  une 

ordonnée  au  diamètre  A  a.  Et  comme  cette  démonftra- 
tion  convient  à  toutes  les  lignes  P  M  s  puifque  chaque 
CP  eft  toujours  à  fa  correfpondante  CE  ,  en  raifon  de 
t\A  à  CB  :  il  s'epfuit  que  la  Courbe  qui  pafle  par  tous  les 
points  M  trouvés  comme  cy-deflus ,  fera  l'EHipfe  qu'on 
.  demande. 
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LIVRE    TROISIEME.  ' 
De  l'Hyperbole. 

De' FINITION  s. 

1. 

AYa  n  t  attaché  fur  un  plan  en  un  point  /  Tune  des  fTo.  jtf. 
extrémités  d'une  longue  regle/iwo  ,en  forte  qu'elle 
pu  1  lie  tourner  librement  autour  de  ce  point  fixe/,  com- 
me centre }  on  attachera  à  fon  autre  extrémité  O ,  le  bouc 
d'un  fil  QMF ,  dont  la  longueur  doit  être  moindre  que 
celle  de  la  règle,  &  duquel  l'autre  bout  fera  attaché  en 
un  autre  point  i^.pris  auflî  fur  ce  plan.  Maintenant,  fi 
lion  fait  tourner  la  règle  f  MO  autour  du  point  fixe/",  & 
qu'en  même  temps  l'on  fe  ferve  d'un  ftile  M  pour  tenir  le  fil 
0  M  t ,  toujours  également  tendu,  &  fa  partie  MO  toute 
jointe  &  comme  collée  contre  le  bord  de  la  règle  :  la  ligne 
courbe  *AX  décrite  dans  ce  mouvement,  eft  une  portion 
&  Hyperbole. 

Si  l'on  renverfè  la  règle  dç  l'autre  côté  du  point  J",  on 
décrira  de  la  même*  forte  l'autre  portion  de  la  mê- 
me Hyperbole. 

Mais-,  fi  fans  changer  la  longueur  de  la  règle ,  ni  celle 
du  fil ,  on  attache  l'extrémité  de  la  règle  erf  F,  &  celle  du 
fil  en /,on  décrira  en  la  même  forte  une  autre  ligne  cour- 
be x  a  ^oppofée  à  la  première  Jf^i  Z ,  qui  eft  encore  ap- 
pel lée  Hyperbole ,  &  les  deux  enfemble  font  nommées  Hy- 
perboles opposées. 

1. 

Les^  deux  points  fixes  JF,/,  foht  nommes  les  Foyers. 

3. 

La  ligne  A  a ,  qui  pafle  par  les  deux  foyers  F,  /,  &  qui 
'eft.terminée  de  partfic  d'autre  par  les  Hyperboles  oppo- 
fées,  eft  appellée  le  premier  Axe. 

4. 

Le  point  c,  qui  divife  par  le  milieu  le  premier  axe  >Aa, 
*ft  nomme  le  Centre. 
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Si  l'on  mené  par  le.  centre.  C  une  perpendiculaire  in~, 
définie  B  b  au  premier  axe  *A a  \  &  que  du  point  ^ ,  corn, 
me  centre,  &  de  l'intervalle  c/,on  décrive  un  arc  de-  . 
cercle  qui  la  coupe  aux  poinrs  B ,  b  :  la  partie  B  b  de. cette 
perpendiculaire ,  eft  appellée  le  fécond  Sé>xe. 

Les  deux  axes  A  a,  Bby  (ont  appeîlés  enfemble  Con- 
jugués j  de  forte  que  le  premier  axe  +Aa ,  eft  dit  Conjugue 
au  fécond  i?  £  j  &  réciproquement  le  fécond.  i?> ,  c?»;*, 
g*<?  au  premier  y/**. 

7> 

Les  lignes  M  P ,  M  k  %  menées  des  poinrs  M  des  Hy* 
perboles  oppofées  parallèlement  à«4'un  des  axes  conju- 
gues, &  terminées  par  l'autre  ,  font  appellées  Ordonnées* 
cet  autre  axe.  Ainfi  MPc(k  ordonnée  zu  premier  axe  Aa> 
&.  MK  au  fécond  B  b. 

La  troifiëme  proportionnelle  aux  deux  axes ,  eft  ap- 
pellée Paramètre  de  celai  qui  eft  le  premier  terme  de  la 
proportion*  Ain fi  fi  l'on  fait  comme  le  premier  axe  Aay 
eft  au  fécond  axe  B  b ,  de  même  le  fécond  axe  B  b ,  à  une  - 
troifiéme  proportionnelle  p  j  cette  ligne  p  fera  le  Parame-r 
tre  du  premier  axe  A.a. 

Toutes  les  lignes  qui  paiîent  par  le  centre  c  ,  font  ap* 
nellées  Diamètres  :  ceux  qui  rencontrent  les  Hyperboles  . 
oppofées  y  premiers  Diamètres  ,  &  ceux  qui  ne  les  rencon- 
trent point  ,  quoique  prolongées  à  l'infini ,  féconds  Dia- 
mètres. . 
x  10. 

Une  ligne  droite  qui  ne  rencontre  une  Hyperbole  - 
qu'en  un  îeul  point ,  &  qui  étant  continuée  de  part  & 
d'autre ,  n'entre  point  dedans  ,  mais  tombe  au  dehors  y 
eft  appellée  Tangente  en  ce  point,. 

R£  MANQUE* 
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RlMAR  QJJ  E. 

n  a  dit  dans  la  première  définition  que  la  Ion.  pIG,  .7t 
gueur  du  fil  F  MO  doit  être  moindre  ou  plus  grande  que  "  * 

celle  de  la  règle  fMO  s  dont  la  raifon  eft  que  s'il  étoit 
égal  à. cette  règle,  le  ftile  M.  décriroit  dans  ce  mouve- 
ment, une  ligne  dont  tous  les  points  M  feroient  égale- 
ment diftants  des  deux- points  F  yf  h  puifque  retranchant 
du  fil  &  de  la  règle,  la  partie  commune  Mo ,  les  refies 
24  F \Mf%  feroient  toujours  égaux  entr'eux.  D'où  il  eft 
vifible  que  cette  ligne  ne  fèrojt  autre  qu'une  ligne  droi-> 
te  indéfinie  Bb,  menée  perpendiculairement  à  la  droite. 
JE/  par  fon  point  de  milieu. c. 

Corollaire  I; 

71. 1  l  fuit  de  la  définition  première ,  que  fi  l'on  me-  F 1  c. 
ne  d'un  point  quelconque  M ,  de  Tune  des  Hyperboles 
oppofées ,  aux  deux  foyers  F^f,  les  droites  M  F,  Mfs 
leur  différence  fera  toujours  la  même.  Car  elle  fera  toiU 
jours  égale  àJa  différence  qui  fe  trouve  entre  la  longueur 
de  là  règle  &  celle  du  fil. 

Corollaire  II: 

73- Lorsque  le  point  M  combe  en  Ay  il  eft  vifible  v 
que  MF  devient^/",  &  que  Mf  devient  Afi.èt~ de 
même  lorfque  le  point  M tombe  en  a,  en  décrivante 
l'Hyperbole  oppofce  xa^h  il  eft  encore  vifible  que  MF 
devient  a  F,  Se  que  M /"devient  af.  Donc  puifque  la  dif- 
férence de  ces  deux  droites  eft  par  tout  la  même ,  on  aura 
Af~  A  F  ou  Ff—x  A  F=  a  F— a  f  ou  Ffi^i  af  f  &  par. 
tant  AF^af.  D'où  il  fuit  : 

'  i°:  Que  la  diftance  Ff  des  foyers ,  eft  dïvifée  en  deux 
parties  égales  par  le  centre  C  $  puifque  CA*+-A F  ou 
CF  i=*C  a      a  f  ou  Cf,~       T  f 

i°.  Que  la  différence,  des  Jeux,  droites  M  Js^/;  eft 
toujours  égale  au  premier  axe  A  a  ;  puifque  daps  l'Hy- 
perbole XA  Z ,  on  a  toujours  M./— M  F***  A  f~-A  F  ou,. 

G 


Digitized  by  Google 


0  Livre  T  r  o  i  s  i  e'm  e. 

j4t_4fs  &  que  dans  (on  oppofée  jc^.ona  auflî  to&- 
jours  Ml-Ntï=*at-*{  ou  at-AF. 


Corollaire  III. 

74.  Il  fuie  de  la  définition  cinquième. 

jo  Que  le  fécond  axe  Bb ,  eft  divile  en  deux  partie* 
éeales  par  le  cenrre  C  }  car  le»,  triangles  rectangles  ACBf 
Je*,  feront  égaux,  poifqu'ils ont  de^  hypothenufes éga- 
les AB ,  ^     &  ic  côté  commun. 

!<\  Que  li  Ion  prend  fur  le  fécond  axe  B  b  >  la  partie 
C  E  égale  à  la  moitié  CA  du  premier ,  &  qu'on  tire  l'hy- 
pochenuic  A  E  :  le  iecond  axe  Bb  fera  plus  grand,  égal, 
ou  moindre  que  le  premier  A  a  v  félon  que  la  droireC/7, 
eft  plus  grande  ,  cgale,  ou  moindre  que  l'hypothenufe 
A  E  j  parce  que  l'hypothenufe  prile  égale  a  CF,  fè 
trouvera  aulli  pour' lors  plus  grande  ,  égale,  ou  moindre 
que  l'hypothenufe  'A E. 

t<>.  Que  fi  l'on  prend  fur  le  premier  axe  A  a  de  part  «C 
d'autre  du  centre  C ,  les  parties  CF,  Cf,  égales  chacune  i 
l'hypothenufe  AB  du  triangle  rectangle  C>f  fi,  formé 
par  les  deux  demi  axes  C  A ,  C  B  :  les  points  .F ,  /,  feront 
les  deux  foyers. 

Corollaire  IV. 

75*  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  ,  fi  l'on  nomme 
,CF  ou  AB,m  *  C  .A ,  ou  Cay  t  j  le  triangle  rectangle 
^Cfi,  donnera  BC*=*mm— />.  Or  A  F^m^t  +  k 
Basa  m-\-t  }  &  partant  ^  /  *  Fa~mm — tt.  D'où  il 
eft  évident  que  le  quarré  de  la  moitié  C  fi  du  fécond  axe 
^,eft  égal  au  rectangle  de  A  F  par  Fa  parties  du  pre- 
mier axe  ^^priks  entre  l'un  des  foyers  F%àL  fesdeux 
sextremités,  A  %a. 

Corolxaire    V.   .  .) 

76".  I  l  fera  maintenant  facile  de  décrire.les  Hyper- 
boles oppofées  dont  les  deux  axes  A a%Bb ,  font  donnés, 
J&L  dont  l'on  f$ait  que  l'axe  A  a  doit  être  le  premier.  Car 
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ayant  trouvé  •  lur  le  premier  axe  «4  a  ^  les  foyers  F *  Art,  74.,  . 

on  attachera  dans  le  point  «F ,  le  bout  d'un  fil  FM  o ,  du. 

quel  l'autre  bout  0 ,  ïera  lie  à  l'extrémité  d'une  longue 

règle  o  M  f%  mobile  fur  (on  autre  extrémité /^autour  du 

foyer/,  &  dont  la  longueur  0  Ai/doit  *  êcre  moindre  ou  *  Art,  ju 

plus  grande  que  la  longueur  du  fîl  OMf,  de  la  ligne  a. 

Ayant  enluite  décrit  par  le  moyen  de  cette  règle  &  de  ce 

fil,  deux  Hyperboles  oppofées^i\^z,  xa\,  comme  l'on 

a  enfeigné  dans  la  définition  première, il  eft  évident  qu'el- 

les  auront  pour  premier  axe  Ja  ligne  Aa^  &  pour  fécond , 

la  ligne  Bb.  Et  c'eft  ce  qu'on  demandoit. 

Plus  la  règle  O  Mfy  fera  longue  ,  &  plus  les  portions 
des  Hyperboles  oppofées ,  qu'on  décrira  par  le  moyen  de 
cette  règle ,  feront  grandes  \  de  forte  qu'on  les  peut  aug- 
menter autant  que  l'on  voudra ,  en  augmentant  également 
la  longueur  de  la  règle  &  celle  du  fil. 

PROPOSITION  I. 

Théorème. 

77'  Si  F™  mene  ^  ordonnée  M  P  au  premier  axe  A  a ,  & 
qu'on  frenne  fur  cet  axe  prolongé  la  partie  A  D  égale  à  M  F , 
du  c'oté  (£u  foyer  F  lorfqùe  le  point  M  tombe  fur  £  Hyperbole 
XAZ,  &  du  cbtè  du  foyer  f  lorfqu'it  tombe  fur  fin  oppofèe 
XZZ-Je  dés  que  CA.  CF  ::  CP.  CD 

Ayant  nommé  comme  auparavant  les  données  CA 
ou  Ca,t  t  CF  ou  cf,  w  }  &  de  plus  les  indéterminées 
CP  ,  x  j  P  M  ty  j  6c  hoconnuiî  CD,  on  aura  dans  le 
premier  cas,  AD  ou  M  Fm=  ^—  t ,  a  D  ou  A//—^-|-/t 
p  Pm=*x~.m  ou  m—x  (  félon  que,  le  point  P  tombe  au 
defleus  ou  au  deflus  du  foyer  F) ,  P  fw=,x-+-m  :  &  dans 
Je  fécond  cas ,  A  D  ou  MF*^Zj+-  *>  <*DouM 1%  , 
PP «a»x-| — m,  Pfsax—m  ou  w—  x  felo»  que  le  point 
tombe  au  deffus  ou  deflous  du  foyer 
Cela  pofé ,  le  triangle  redangie  M PF  donnera  z^^+i  ts^ 
^^tu^yy^x  x~^+im  x-\^m  m  3  fçavoir,  *-.dans  le  premier  j 

G-ij, 
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cas ,  dans  le  fécond  >  &  l'autre  triangle  rectangle  T  f 
donnera  lii/v-J— tt  *=*yy-\-xx 1  m x— {— /« m  -y  Ravoir, 
dans  le  premier ,  &  —  dans  le  lecond. 
Maintenant ,  Ci  l'on  retranche  par  ordre  dans  le  pre- 
mier cas ,  chaque  membre  de  la  première  équation  de 
ceux  de  la  féconde  j  8t  au  contraire  dans  le  fécond  cas, 
chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  première, 

il  vient  4/^=4?»  x  ;  d'où  l'on  tire  CD  (O— Donc 
CA(t).CF(m)::CP  (x)  CZ>(sJ.   C  e  qu'il  fa/loi^  &c. 

Co  HOLLÀIRE. 

78*  I  l  eft  évident  que  fi  l'on  nomme  les  données 
CA  ou  Ca%  t  j  CF  ou  cftmiU  l'indéterminée  CiJ,x} 

on  aura  toujours  MF*=Z1 —  /,  &  Mf^^-V-t.,  lort 

t  t 

que  le  point  M  tombe  fur  l'Hyperbole  Jf*AZy  qui  a 
pour  foyer  le  point  F  :  &  qu'au  contraire  on  aura  MF 

«^'-t-r,  &  Al Iorfque  le  point  M  tombe 
fur  ion  oppofée  xaz^y  quia  pour  Foyer  le  point  f. 

PROPOSITION  II. 
Théorème. 

79'  Le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  P  M  yau  pre~ 
mier  axe  Aay  eft  au  reftangle  de  A  P  par  P  a ,  parties  de  cet 
axe  prolongé ,  comme  le  quarrê  de  /on  conjugué  Bb,  eft  au 
quarré  du  premier  axe  A  a 

'  //  faut  prouver  que  lJM.AP«Pa::Bb.Aa.  . 

Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  Propofi. 
tion  précédente,  Ci  l'on  met  dans  l'équation  x,^~tt^ 

♦  Art.  77.  •+*  ** *=*yy  H-  x  •*"-+  *  w  *-r-w  w  que  l'on  a  trouvée  *  par 
le  moyen  du  triangle  redanglc  M PFt  à  la  place  de 

^  fa  valeur  ~,  on  formera  toujours  celle-cy  ttyy=* 

mm  xx  —  mmtt — / 1  x  x      /4,  laquelle  étant  réduite  à  une 

proportion  ,  donne  P  M  {y y).  AP*Pa  {xx^tt)  a 
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*  (mm  —  tt).  CA \tt)  ::Bb\Âa\  CetpïilfaUott*  Art.f^ 
démontrer . 

Co&OL  LAI  R.E  I. 

80.  S  i  l'on  mené  une  ordonnée  MK  au  fécond  axe 
,  lequel  j'appelle  zc  >  Ueft  clair  que  MK^CP  (x). 

&  que  CK**PM  (y).  Or  /M**  {y y  ).  AP*Pa{  xx—tt)  :  ; 
lTb%  (±cc).Z4â  (4").  Etpartant4££**e—4ff  fM-4.fr  y/j 
ce  qui  donne  cette  proportion*  MK  {xx).CK  +c  B 
(yy-\-cc)-.'.^ia{4tt).m57{4.cc). 

C'eft  à  dire  que  le  quarré  d'une  ordonnée  quelcon- 
que MK  au  fécond  axe  Bby  eft  au  quarré  de  C/c ,  joint 
au  quarré  de  CB  moitié  du  fécond  axe  Bb ,  comme  le 
quarré  de  fon  conjugué  ^<<,eft  au  quarré  de  ce  fécond 
axe  Bb. 

Co-koll  ai  he  II.  Fondamental. 

81.  Si  l'on  nomme  le  premier  ou  fécond  axe  Aa\  f  1  c.  ^8. 5c 
tt  j  fon  conjugué  Bb  ,  i  c  -s  fon  paramètre  p  j  chacune  i9. 
•de  fes  ordonnées  P  M  ^y  \  îc  chacune  de  les  parties  C  P , 

-prifes  entre  le  centre  &  les  rencontres  des  ordonnées , 

x  j  on  aura  toujours  *  P  M.  (yy).  CP  — {-  c^  (     -+  *0  :  :  ¥  7?t 
2?T  (  4^  f  ).  A  a  (  4  ^)  :      ^rf  (  1/).  puifque  félon  la  dé- 
finition  du  paramètre  A  a  (if).  Bb  (ic)  ::  Bb  {ic). 

p  =  tli.  où  l'on  doit  obferver  que  c'eft  le  ligne —  lorf- 
que  l'axe  A  a  eft  le  premier  ,  &  qu'ainfi  on  peut  fubfti* 

tuer  alors  à  la  place  de  CP  —  ,  le  rectangle  AP  *  P* 
<jui  lui  eft  égal  j  &  au  contraire  que  c'eft  le  figne  4* 
lorfque  l'axe  A  a  eft  le  fécond.  D'où  en  multipliant  d'a- 
bord les. Extrêmes  &  les  Moyens  de  la  première  propor- 
tion yy.  xx-+tt  ::  +cc.  +tt.  enfuite  de  l'autre  y  y. 

x  xZ+tt-.-.p.  xf.I'on  tire yya~- Z+cc  hF 

^r.  Or  comme  cette  propriété  convient  également  a 
tous  les  points  des  Hyperboles  oppofées  >  &  qu'elle  eft 

G  iy 
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détermine  la  pofition  par  rapport  aux  axes  j  il  s'enfuie 
que  l'équation  y  y  «  ~i  7+  c  c ,  ou  y  y  «  tll^  ±f  ,  t  en  , 
exprime  parfaitement  la  nature  par  rapport  à  fes  axes. 
Corollaire  III. 
82.  S  i  l'on  mené  deux  ordonnées  quelconques  MP9 
2sTQJl  l'axe  ^ a  ,  il  eft  clair  que  M  ,  \  NQ^::~c7>*-Z+ 

Cj4.  c^*-  C&rPAl.  Ta  ::  Té*.  Zîà  :: 

Q^N*.  CQy+C^%.  Donc  &c. 

Il  eft  bon  de  remarquer  encore  qu'on  peut  fubftituer 
à  la  place  de  Cp\-  c\3\  &  c^.?^,  les  re&mgles  . 
A  P*  P a,  j4  Q*  £j  qui  leur  font  égaux  >  ce  qu'il  faut 
toujours  obferver  dans  la  fuite. 

Corollaire   I  V. 

8$.  S  i  l'on  mené  par  un  point  quelconque  P  de  l'un 
ou  de  l'autre  axe  A  a  (  prolongé  lorfque  c'eft  le  premier  ) 
une  parallèle  M  P  M  à  fon  conjugué  Bb  s  elle  rencon- 
trera une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofees  en 
deux  point  M  ,  M ,  également  éloignés  de  part  &  d'au, 
tre  du  point  P,  &  non  en  davantage.  Car  afin  que  les 
points  M  ,  M  ,  foient  à  une  Hyperbole  ou  aux  Hyperbo- 
•jirt.  Su  les  oppofées,  il  faut*  que  les  quarrés  de  P  M  (y)  pri- 
fes  de  part  &  d'autre  de  l'axe  Aat  foient  égaux  chacun  , 
à  Ja  même  quantité  iiii  ~^+cc. 

Corollaire  V. 

*  ,0. 3«.  &      84-  I  l  fuit  de  ce  que^y  «  fl±f  Z£  c  cy  que  pkis  C7> 

(x)  prife  de  part  ou  d'autre  du  centre  C ,  devient  grande 
plus  aufli  chaque  ordonnée  PM  (y)  prife  dé  part  & 
d'autre  de  l'axe  Aay  augmente,  &  cela  à  l'infini  }  & 
qu'au  contraire  plus  c  p  (  x  )  devient  petite  ,  ptos  auffi 
PM  (y)  diminue  y  de  forte  que  (/g.38.)  cp  (x)  étant 
égale  iCA  ou  ca  (/)  lorfque  l'axe  v**,  eû  le  premier, 
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ipM  (y)  devient  alors  nulle  ou  zéro  }  &  que  (fît.  $$.J 
CP  (x)  étant  nulle  ou  zéro,  lorfque  l'axe  A  a  eu  le  (e- 

*  cond  ,  chaque  P  M  (  y  )  qui  devient  alors  C  B  ou  C  £  (  O  » 

*  eft  la  moindre  de  toutes  les  ordonnées  P  Al  [y  )  prifcs  de 
part  &  d'autre  du  centre.  D'où  il  eft  clair: 

i°.  Que  fi  l'on  mené  (fig.  par  les  extrémités  B,b% 
du  premier  axe  Bb  >  des  parallèles  au  fécond  axe  Au  j  elles 
feront  tangentes  en  ces  points. 

x°.  Que  les  Hyperboles  oppofées  s'éloignent  de  part  & 
d'autre  de  plus  en  plus  à  l'infini  de  leurs  axes  conjugués, 
en  commençant  par  les  extrémités  du  premier  :  avec  cette 
différence  néanmoins  que  le  premier  axe  rencontre  cha- 
cune des  Hyperboles  oppofées  en  un  point  ,  &  qu'étant 
prolongé  il  paffe  au  dedans  j  au  lieu  que  le  fécond  tom- 
.  be  tout  entier  entre  les  Hyperboles  oppofées ,  &  ne  les 
rencontre  jamais ,  quoique  prolongé  à  l'infini. 

C0R.OLLA1HE  VI. 
$5»  Il  fuit  encore  de  ce  que  y  y** ee*  *  ~^îr  ce ,  que  fi 

*  *  • 

l'on  prend  les  points  P,  P  ,  également  éloignés  de  parc 
éc  d'autre  du  centre  C,  les  ordonnées  P  M 3P  My  feront 
égales.  D'où  il  eft  clair  que  fi  une  ligne  droite  M  M , 
terminée  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  op. 
pofées ,  eft  coupée  en  deux  également  par  un  axe  B  b  en 
un  point  K  autre  que  le  centre ,  elle  fera  parallèle  à  fon 
conjugué  A  a.  Car  menant  des  parallèles  MP  %  MP ,  à 
Taxe  Bb,  la  ligne  PP,  fera  coupée  par  le  milieu  en  C, 
poifque  MM  l'eft  en  K  }  &  partant  les  ordonnées  PMy 
P  M*  feront  égales.  La  droite  M  M  fera  donc  paral- 
lèle à  l'axe  A  a, 

Cô  ROLlAIKE     V  I  X. 

86.  S  1  Ton  conçoit  que  le  plan  fur  lequel  les  Hy- 
perboles oppofées  font  tracées ,  k>it  plié  le  long  de  l'axe 
Aa ,  en  forte  que  fes  deux  parties  fc  joignent  y  il  eft  clair 
i  fit'  }9-J  l°rKlue  l'axe  A  a  «ft  le  'fécond  ^  que  les  "deui 
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Hyperboles  oppofées  tomberont  exactement  l'une  fur  l'au>- 
tre  5  fçavoir,  les  points  fi,  M,  &c.  fur  les  points  b%M^ 
Kjirt.  fj,  &c  puifque  *  toutes  les  perpendiculaires  Bb,  m  m  à  cet.- 
axe  ,  font  cqupées  par  le  milieu  aux  points  c,  P ,  &c. 

Par  la  même  railbn  (fi%.  38  )  lorfque  l'axe  Au  eft  le. 
premier ,  les  portions  des  Hyperboles  oppofées  qui  font 
de  part  &  d'autre,  de.  cet  axe  ,  tomberont  exactement, 
l'une  fur  l'autre. 

AVERTISSEMENT» 

On  a  fuivi  jufqu'ici  la  même  méthode  que  dans  PEU. 
lipfe  ,  fi(  on  au r oit  pû  la  continuer  jufqu'à  la  fin  î  mais, 
Gomme  il  faut  nécessairement  parler.de  certaines  lignes- 
particulières  à  l'Hyperbole,  &  qu'on  peut  par  leur  moïen 
prouver  les  mêmes  chofes  d'une  manière  plus  aifée  ,  on- 
a  pris  ce  dernier  parti. 

• 

D  e'p  I  N  I  T  lO.M$i 
II. 

£<ig.  40.  Si  l'on  mené  du  centre  C  deux  droites  indéfinies  CG, 
Cg,  parallèles  aux  lignes  *Ab,j4 B,  menées  de  l'extré- 
mité *A  du  premier  axe  *A<t ,  aux  deux  extrémités  B 
du  fécond  ;  ces  deux  droites  feront  appellces  les  j4fympto~ 
tes  de  l'Hyperbole  M  j4  M }  &  fi  on  les  prolonge  indefiw 
niment  de  l'autre  côté  du  centre ,  elles  feront  nommées 
Je*  Ajymftotes  de  l'Hyperbole  oppofée  Ma  M. 

11. 

Le  quarré  de  la  partie  CG ,  ou  Cg ,  d'une  afymptote , 
compxife  entre  le  centre  c ,  &  la  rencontre  de  la  ligne 
AB ,  ou  b ,  menée  de  l'extrémité  si  du  premier  axe  ,4 
l'extrémité  B ,  ou  b  %  du  fécond ,  eft  appelle  la  Put  (fane e  de 
l'Hyperbole^  ^  M ,  ou  de  fon  opjjofée  M  a  M. 


Corollaire  I.' 


Digitized  by  Googl 


Digitized  by  G< 


D i  l'Hypubolr  57 

Corollaire  I. 

*7*  I  l  eft  évident  que  l'angle  G  Cg ,  fait  par  les 
afymptotes  d'une  Hyperbole,  ou  ion  égal  tiAbydl  moin- 
dre ,  égal  ,  ou  plus  grand  qu'un  droit ,  félon  que  Je  fé- 
cond axe  Bb  eft  moindre  ,  égal ,  ou  plus  grand  que  le 
premier  „4  a.  Car  lorfque  le  premier  axe  Au  furpaile  le 
fécond  Bb ,  fa  moitié  CA .  furpaffc  la  moitié  C  H  du  le- 
cond  j  &  par  conféquent  dans  le  triangle  rectangle  CAB  , 
l'angle  C  AB  eft  moi  ndre  qu'un  demi  droir.  Les  deux 
angles  égaux  C  ^4  S.  ,  C  Ab ,  qui  font  enlemble  l'angle 
BAb  ,  feront  donc  moindres  qu'un  droit.  Les  deux.au- 
très  cas  le  démontrent  de  la  même  manière. 

Corollaire  II. 

88.  A.  cause  des  triangles  femblables  BA b  ,  BGCy 
il  eft  clair  que  la  ligne  AB  eft  divifée  par  l'afymptote 
CG  en  deux  parties  égales  au  point  G,  &  que  c  G  eft  la 
moitié  de  y/ i?.  j  puifque  BCcft  la  moitié  de  Bb.  On 
prouvera  de  même  que  Ab  eft  divifée  par  l'afymptote 
Cg  en  deux  parties  égales  air  point  g,  &  que  <- g  eft  la 
moitié  de  Ab.  Donc  toutes  les  lignes  CG G  A  ,G  B , 
CgigA  ïgby  fonc  égales  entr'elles  j  puifqu'elles  font 
-égales  chacone  à  la  moitié  de  l'une  ou  l'autre  des  lignes 

B ,  A  b ,  que  l'on  fçait  être  égales  entr'elles ,  fuivanc 
la  définition  5.°. 

Corollaire  III. 

8°«  La  puiflance  d'une  Hyperbole  eft  égaleâ  la  qua- 
trième partie  de  la  fomme  des  quarrés  des  deux  demi-axes. 
Car  nommant  CA ,  f  j  C&y  c  »  CG , m  5 on  aura  *  BAmmi  m,  *  Art. 

<Sc  à  caufe  du  triangle  rectangle  A  C-B  ,  le  quarré  ^  £ 

(4«w)«^/-4-tf f.  £t  par  conféquent  CG  (mm) 


•»■• 
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PROPOSITION  III. 
Théorème. 

F  i  c. 40.  9°«  S  1  tân  mené  par  un  point  quelconque  M  de  tune  m 
de  t  autre  des  Hyperboles  oppofées  ,  une  ligne  droite  R  r  per- 
pendiculaire au  premier  axe  A  a  qu'elle  rencontre  en  P,  ejr  ter- 
minée par  les  ajymptotes  e n  R  &  r  t  je  dis  que  le  reilangle  de 
R  M  par  M  r ,  eft  égal  au  quarré  de  B  C ,  fécond 
axeBb. 

Il  faut  prouver  que  RM«Mr«aBC  . 

Nommant  les  connues  CA ,  r >  C5,r  j  &  les  indéter- 
minées CP ,  x  j  />  A/jj'  j  les  triangles  femblables  ACB^ 
CPr Acb)  CPR,  donnent  CA(t).  CBou  Cb{c)  :: 

CP(x).  Pr,  ou  PR-*-.  Donc  RM  ,ouPR-¥P  M 
<**'-ÏZ±y  >&Mrsou  Pr^+  PM=*cJ.Z+y.  Et  par  con- 
féquent  RM*  Mr***!—^ .yy^mBC  {ce)  en  mettant 
«Art.  lu  pour  y  y  fa  valeur  *  ~^cct  Ce  qu  il  fallait  démontrer. 

Co KOLLAIKE  L 

91.  Ix  eft  clair  que  ]Tm  ('JSl—  ce)  eft  toujours 

•   moindre  que  PR  ou  P?  ('-^  )  \  Et  par  con  féquent 

que  tous  les  points  des  Hyperboles  oppofées  tombent 
dans  les  angles  faits  par  leurs  afympcotes  -y  de  force  qu'il 
n'en  peut  tomber  aucun  dans  les  angles  d'à  côte. 

Coioiuui  IL 

92.  S  1  l'on  mené  par  deux  points  quelconques  M,  iST, 
d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofées ,  deux  k- 
gnes  droites  RrtKk^  perpendiculaires  au  premier  axe, 
&  terminées  par  les  afymptotes  :  il  eft  évident  que  les 
xedangles  RM*  Mr^KN*  Nk ,  feront  toujours  égaux 
«ntr'eux  4  puifqu 'ils  font  égaux  chacun  au  quarré  de  la 
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moitié  B  c  du  fécond  axe  B  b.  D'où  l'on  voie  que  R  M. 
KNr.Nk.Mr. 

PROPOSITION  IV. 
Théorème. 

93  *  S  l  l'on  mené  par deux  points  quelconques  M,  N,  d'une 
Hyperbole  ou  dés  Hyperboles  oppofees ,  deux  droites  H  h  ,  L I , 
parallèles  entr'cUes  y  &  terminées  par  Us  afymptotes  j  je  dis- 
que les  reliantes  H  M  *-M  h ,  L  N  »  N  \  feront  égaux  en- 
tr'eux. 

Il  faut  prouver  que  H  M  *M  h  »  L  N  *  N  L 
Ayaoc  mené  les  droites  Rr%  K  k%  perpendiculaires  an 
premier  axe  A  a ,  il  eft  clair  que  les  triangles  M  RH , 
2fKL^bL  Mrb^Nkl^  font  ferabiablcs  ;  puisqu'ils  font  for. 
mes  par  des  parallèles.  On  aura  donc  RM.  K  N  :: 
H  M.  LN.  ElNk.Mr::Kl.Mb.  Or* RM.  K  N ::  « Art. 
uVk.  Mr.  Donc  H  M.  Z  N  N  l.  M  h.  Et  par  confè- 
rent H  M  m  M  h=L  N*lfl.  Ceqttil  faUoit  démontrer. 

Corollaire  I. 

94*  S  i  l'on  fuppofe  que  la  ligne  NL  parallèle  à  M  H, 
pafle  par  le  centre  c ,  c'eft  à  dire ,  qu'elle  devienne  CE: 
il  eft  clair  que  les  deux  points  Z,  /,  iê  réuniront  au 
centre  C  i  &  partant  que  Je  rectangle  LN  **Nl ,  deviendra 

le  quarté  E  C .  D'où  Ton  voit  que  fi  l'on  mené  d'un 
point  quelconque  E%  de  l'une  des  Hyperboles  oppofees 
au  centre.  C,  la  droite  CE  ,  &  par  un  autre  point  quel- 
conque AT  de  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  Hyperboles, 
une  ligne  MHht  parallèle  à  CE ,  &  qui  rencontre  les 
afymptotes  en  H  &  A  j  le  tjuarre  de  Cf  fera  égal  au  i 
xeûangle  de. H ■•  Jlf  par  Af  A. 

Cor  o  ll  aire  IL 

95 •  S  i  l'on  mené,  par  un  point  quelconque  ÎV,  der 
l'une  des  Hyperboles  oppofees ,  une  ligne  droite  L  l ,  teti 
minée  par  les.  afymptotes  ,  &  qui  rencontre  l'une  ob.» 

Hij, 
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l'autre  de  ces  Hyperboles  en  un  autre  point  a  j  les  par- 
ties Z  N  ,  In  ,  de  cette  droite  prifes  entre  les  points  des 
Hyperboles  &  la  rencontre  des  afymptotes,  feront  éga- 
les entr'elles.  Car  nommant  Z  Ny  a  j  Nn^b%nl yc  }  on 
aura  Z  A**  Ni  (aù~^+a  c)  =HM*Mh=L  n  *  n  L  (bc^+a  ç\t 
d'où  l'on  tire  ZiV  {a)=aln  (c). 

CoROL  L  A  I  IL  E     I  I  I. 

96  >  Si  l'on  fuppofe  dans  le  Corollaire  précèdent  que 
la  ligne  Nn,  termrnée  par  les  Hyperboles  oppofees , 
paflè  par  le  centre  C,  c'eft  à  dire,  qu'elle  devienne  le 
premier  diamètre  £  D  :  il  eft  évident  que  les  deux  points 
Z,/.fe  réuniront  au  centre  Ci  &  qu'ainfi  NL  deviendra 
E  C,  &  «/,  CD.  D'où  l'on  voit  que  tout  premier  dia. 
mètre  D  E  >  eft  divifc  en  deux  également  par  le  centre  C. 

COROLLAUE  IV. 

97-  S  1  deux  lignes  droites  Mm.Nn,  parallèles  en- 
tr'elles ,  lont  terminées  par  une  Hypcrbohe  ou  par  les 
Hyperboles  oppotees ,  &  rencontrent  une  alymptote  aux 
points  H  %  L  j  je  dis  que  les  re&angles  M  H  *  H  m , 
jV  Z  * Lny  feront  égaux  enrr'eux.  Car  prolongeant ,  s'il 
eft  nec  cira  ire  ,  ces  deux  lignes ,  jtifqu'i  ce  qu'elles  ren- 
contrent l'autre  afymptote  aux  points  A,  /  i  les  parties 
+  Art,  95.  MHymb,  &  NLynly  feront  égales  *  entr'elles  :  & 
partant ,  puifque  H  M  *  Mb**!  N*  Nlt  il  s'enfuit  que 

PROPOSITION  V. 
Theorcme. 

F  i  e.  41.  1  ton  mené  par  deux  points  quelconques  M  ,  Nf 

d'une  Hyperbole  ou  des  Hyperboles  oppofees  deux  droites 
MH,  NL,  parallèles  entr'elles  &  terminées  par  une  ajymp- 
tote  j  &  deux  autres  droites  Mh,  NI,  auffi  parallèles  en- 
tr* elles  ,  &  terminées  par  Poutre  afymptott  ;  je  dis  que  les 
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rtitartgks  HM*Mh,NL*Nl,  font  égaux  entr'eux. 

Cette  Propofition  fe  prouve  de  la  même  manière  que  la 
précédente ,  &  il  n'y  a  rien  à  changer  dans  la  démonftra- 
tion. 

Corollaire  I. 

99-  S  i  les  droites  M  H  ,  Mh,U  N  L ,  JV7,  font  F  i  c.  4*. 
parallèles  aux  deux  afymprotes  ;  il  eft  clair  que  les  parai, 
lelogrammes  MHChy  N  L  C/,  auflî  bien  que  les  trian- 
gles CHMy  CLN ,  qui  en  font  les  moitiés,  font  égaux 
entr'eux  j  puifque  les  côtés  de  ces  parallélogrammes  au- 
tour des  angles  égaux  H  M  h ,  L  Ni ,  font  réciproque- 
ment proportionnels. 

Corollaire  II. 

floo.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  Je 
Corollaire  précèdent,  il  eft  vifible  que  CH*  H  M  sa 
CL*  Z;Vj  puifque  dans  cette  fuppofition  Mh*=  CH ,ÔC 
JV7s^  CL  :  c'eft  à  dire ,  que  fi  l'on  mené  par  deux  points 
quelconques  M  ,  N,  de  l'une  ,  on  des  Hyperboles  op- 
pofées ,  deux  droites  M  H ,  NL ,  parallèles  à  l'une  des 
afymptotes  ,  &  terminées  par  l'autre  j  les  rectangles 
CH  x  HM,  CL*  N  L,  feront  toujours  égaux  entr'eux  $ 
&  qu'ainfi  CH.  CL::  L  N.  M  H. 

Corollaire  III 

ioi.'puiSQuE  l'extrémité  A  du  premier  axe,  eft 
un  des  points  de  l'Hyperbole ,  &  que  la  ligne  A  B ,  qui 
coupe  en  G,  l'afymptote  CG ,  eft  parallèle  à  l'autre  afymp- 
tote  Cg  }  il  s'enfuit  *  que  le  rectangle.  C  H*  H  M  fera  "»  An.  10*. 
toûjours  égal  au  même  re&angle  CG  *  G  si  ,  ou  *âu  quar-  *  An,  88, 

te  cg",  c'eft  à  dire,  félon  la  définition  11e,  à  la  puiflâneede 
l'Hyperbole.  Si  donc  l'on  nomme  la  donnée  CG,w5& 
les  indéterminées  CH^x-^HM^y^  on  aura  toûjours 

C  H*  H  M{xy)  =  CG%  {mm).  Or  comme  cette  pro- 
priété convient  également  à  tous  les  points  des  Hyper- 
boles oppofees ,  &  qu'elle  en  détermine  la  pofîtion  pat 

H  iij 
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rapport  à  fes  aiyinptotes  -y  il  s'enfuie  que  l'équation. 
xy—mm  en  exprime  parfaitement  la  nature  par  rapport, 
à  fes  alymptotes. 

CO&OLLAI  KE  IV. 

102.  I L  fuie  de  ce  que  MH  {y)*—  ,  que  plus  CH 

(x)  augmente,  plus  au  contraire  H  M  {y)  diminue  t  de 
force  que  CH  \x)  étant  infiniment  grande,  H  M  (y) 
fera  alors  infiniment  petite ,  c'eft  à  dire ,  nulle  ou  zéro. 
D'où  l'on  voit  que  l'Hyperbole  fit  Ion  afymptote 

G  H  (étant  prolongées  )  s'approchent  de  plus  en  plus , 
de  forte  qu'enfin  leur  diftance  devient  moindre  qu'au- 
cune donnée  i  &  que  cependant  elles  ne  fc  peuvent  ja- 
mais rencontrer ,  puifqu'elles  ne  fe  joignent  que  dans 
l'infini  où  l'on  ne  peut  jamais  arriver.  Il  en  eft  de  même 
pour  l'autre  afymptote  Cg. 

Corollaire  V. 

ï°3-  E  ntre  toutes  les  lignes  qui  paflent  par  le  centre 
C,  i°.  Celles  qui ,  comme  *Aay  tombent  dans  les  angles  faits  • 
par  les  afymptotes  du  côté  des  Hyperboles ,  rencontrent, 
chacune  des  Hyperboles  oppofe es  en  un  feul  point  *A  ,ou 
a  j  &  étant  prolongées, elles  partent  au  dedans  de  ces  Hy- 
perboles. Car  i  caufe  des  angles  GC^4 ^gCA ,  &  .de  leurs 
oppofés  au  fommet,  il  eft  clair  que  la  ligne  ^4a>  s'éloigne, 
de  plus  en  plus  de  l'une  &  de  l'autre  afymptoteiau  lieu  que 

»w#rr.  101.  les  Hyperboles  oppofées  s'en  approchent  toujours  *  de: 
plus  en  plus.  i°.  Celles  qui ,  comme  2*4,  tombent  dans  - 
les  angles  d'à  côté ,  faits  auffi  par  les  afymptotes ,  ne  peu- 
vent jamais  rencontrer  les  Hyperboles  oppofées  ,  quoi- 
qu'on les  prolonge  a  l'infini  j  puifqu'aucun  des  points  des  , 

*  An.  ;i.  Hyperboles  *  ne  peut  tomber  dans  ces  angles. 

*~D*f.  $.       D'où  l'on  voit  *  que  tous  les  premiers  diamètres ,  tom- 
bent dans  les  angles  faits  par  les  Afymptotes  du  côté  des ., 
Hyperboles ,  &  que  les.  féconds  tombent  dans  les  angles , 
À  cote.. 
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COROLLAUI  VI. 

104.  S 1 1  'on  mené  par  un  point  quelconque  H,  de  Fie.  4). 
l'une  des  afymptotes  ce  ,  une  parallèle  H  M  ,à  l'autre 

Ce  i  elle  ne  rencontrera  l'Hyperbole  qu'en  un  feul  point 
Mttc  étant  continuée,  elle  panera  au  dedans.  Car  fa 
diftance  de  Ce,  demeure  par  tout  la  même,  au  lieu  que 
l'Hyperbole  s'en  approche  *  toûjours  de  plus  en  plus.      »  Art. 

.  Corollaire  VIÏ. 

105.  De- la  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 
conque M,  d'une  Hyperbole ,  l'on  mené  deux  droites  in* 
définies  MH%  M  A,  parallèles  à  (es  afymptotes  Ce,  CE. 

i°.  Tous  les  points  de  l'Hyperbole  qui  lui  eft  oppo- 
se ,  tomberont  dans  l'angle  HMbi  puifqu'ils  tombent 
tous*  dans  l'angle  fait  par  fes  afymptotes ,  lequel  eft  ren-  *  An. 
fermé  dans  l'angle  H  Mb. 

a°.  Les  deux  portions  de  l'Hyperbole ,  tomberont  dans 
les  deux  angles  à  côté  de  celui»  ci  j  ainfl  aucun  de  fes  points 
'ne  tombera  dans  l'angle  oppofé  au  fommet  à  l'angle 
H  Mb. 

30.  Toutes  les  lignes  qui ,  comme  MF,  tombent  dans 
l'angle  H  Mb  ,  rencontrent  (étant  prolongées  du  côté 
de  F)  l'Hyperbole  oppofée  en  un  point  2sT,  &  paflent  ad 
dedans  j  puifqu'elles  s'écartent  de  plus  en  plus  des  droites 
M  H,  Mb  ,&  par  confequent  de  les  deux  afymptotes  qui 
leur  font  parallèles  :  mais  étant  prolongées  de  l'autre  côté 
du  point  M ,  elles  entrent  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui 
ipaife  par  ce  point,  &  ne  la  rencontrent  jamais  ailleurs. 

40.  Toutes  les  lignes  qui ,  comme  Ee%  tombent  dans 
%cs  angles  i  côté  de  l'angle  iî  Mb,  rencontrent  les  deux 
iafymprotes  de  l'Hyperbole  qui  pafle  par  le  point  M j  ainfi 
■lorfqu'elles  paflent  au  dedans  de  l'une  de  (es  portions** 
«lies  la  rencontrent  neceflatrement  en  quelque  point  2f>, 
çuifqu'elles  vont  rencontrer  l'afymptote  qui  tombe 
Retors  de  <rette  portion. 
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Corollaire  VIII. 

106.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M  ; 
d'une  Hyperbole  ,  une  ligne  droite  Ff ,  qui  rencontre 
l'une  de  les  alymptotes  au  point  F%  ÔL  l'une  des  afympto. 
tes  de  l'Hyperbole  oppofee  au  point  / }  &  qu'on  la 
prolonge  en  en  forte  que/iV,  foit  égale  à  FM  :  je 
dis  que  le  point  iV ,  fera  à  l'Hyperbole  oppofce.  Car 
la  ligne  Ffy  tombe  dans  l'angle  H  Mb,  &  rencontre 
par  confequent  l'Hyperbole  oppofee  en.  quelque  point 
JV,  comme  l'on  vient  de  démontrer  dans  le  Corollaire 
*  Art.fs.  précèdent.   Donc  *  &c 

x°.  Si  l'on  mené  par  un  point  quelconque  M ,  d'une 
Hyperbole,  une  ligne  droite  Ee,  terminée  par  fes  afymp- 
totes ,  &  qu'on  prenne  fur  cette  ligne ,  la  partie  e  N  ^  éga- 
le à  E  M  :  je  dis  que  le  point  N ,  fera  encore  l'un  des 
points  de  cette  Hyperbole.  Car  menant  MH>  parallè- 
le à  l'afymptote  Ce  ,  &  terminée  par  l'autre  en  H ,  Q 
l'on  prend  fur  cette  -autre  afymptote ,  la  partie  CZ,  éga- 
le à  H  E  y  &  qu'on  tire  Z  JV\  parallèle  à  H  M  j  on  a  dé- 
montré dans  l'article  104  qu'elle  rencontrera  l'Hyperbo- 
le en  un  point  N ,  &  dans  l'article  100.  que  ce  point  fera 
tel  que  CZou  HE.  H  M  :  :  CH  ou  EL.  ZN->  d'où  l'on 
voit  que  la  ligne  L  AT,  rencontre  l'Hyperbole  dans  le  méV 
me  point  où  elle  rencontre  la  droite  Ee.  Mais  à  caufe  des 
parallèles  H  M ,  ZN,  il  eft  clair  que  eN  =  E  M ,  pui£  . 
que  CZssiHE,  Donc&c. 

PROPOSITI  ON  VL 
Problème. 

107-  D  '  U  n  foint  donné  M ,  fur.  une  Hyperbole  dont  les 
afymptotes  CE,  C  e  f       données  »  mener  la  tangente  DMd) 
démontrer  qu'on  n'en  peut  mener  qu'une  feule. 
Ayant  mené  du  point  donné     ,une  parallèle  M  H, 
à  l'une  des  afymptotes  Cf,  &  terminée  par  l'autre  C  E  , 
au  point  H  >  on  prendra  fur  cette  afymptote ,  la  partie 

HD  ; 
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HT)  égale  à  H  C  *  on  tirera  par  le  point  donné  M ,  la 
droite  DM,  qui  rencontre  l'afymptote  C  e  en  un  point 
d.  Je  dis  en  premier  lieu ,  que  cette  ligne  DMd,  touche- 
ra 1  Hypeibole  au  point  M. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblables  CDd,  H  DM, 
la  ligne  Dd ,  terminée  par  les  alymprotes  ,  eft  divifce 
en  ileux  parties  égales  par  le  point  M  ,  de  même  que 
CD,  l'eft  en  /f.  Or  s'il  etoit  polBble  qu'elle  rencontrât 
l'Hyperbole  en  un  autre  point  0 ,  il  eft  clair  que  od> 
fèroit  *  égale  à  M  D  ,  &  par  confequent  à  Md ,  c'cft  à  *-^rf. 
dire  r  la  partie  au  tout  j  ce  qui  ne  pouvant  être,  il  s'en- 
fuit que  la  ligne  DMd,  ne  peut  rencontrer  l'Hyperbole, 
qu'au  feul  point  M.  De  plus ,  Ci  elle  paflbit  au  dedans , 
comme  la  ligne  Ee ,  il  eft  vifible  qu'elle  rencontreroit 
la  portion  de  l'Hyperbole, au  dedans  de  laquelle  elle  pat 
fer  oit  en  quelque  point  N  j  puifqu'elle  iroit ,  rencontrer 
en  un  point  e ,  l'aiymptote  C*,  qui  tombe  *au  dehors  de  * ^rt. 
cette  portion.  Il  eft  donc  évident  que  la  ligne  D  d ,  ne 
rencontre  l'Hyperbole  qu'au  feul  point  M ,  &  qu'elle 
D'entre  point  au  dedans  j  c'eft  à  dire ,  qu'elle  eft  tangente 
en  ce  point. 

Je  dis  en  fécond  lieu ,  qu'il  n'y  a  que  la  feule  ligne 
X>  Md,  qui  puuTe  toucher  l'Hyperbole  au  point  M  $car 
fi  l'on  prend  fur  l'afymptote  CE,  la  partie  HE,  plus 
grande  ou  moindre  que  HZ),  &  qu'on  rire  par  le  point 
donné  M ,  la  droite  em  ,  qui  rencontre  l'autre  afymp. 
tore  C  * ,  au  point  e ,  il  eft  clair  à  caufe  des  parallèles 
JrfHy  Ce y  que  £  fera  plus  grande  ou  moindre  que 
Al  e  j  puifque  H  £  a  été  pri/e  plus  grande  ou  moindre  que 
jfD  ou  que  MC.  Or  cela  pofé ,  Ci  l'on  prend  fur  la  plus 
grande  partie  Me,  le  point  .W,  en  forte  que  2tfe  foie 
égale  à  M  E,  il  eft  évident  que  ce  point  *  fera  encore  à  *  ^ 
l'Hyperbole ,  &  qu'ainfi  la  ligne  £  * ,  ne  la  touchera  point 
au  point  M.  Ce  qui  reftoit  à  démontrer. 
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Rem  a  k  qjj  e. 

108.  Qn  a  démontré  dans  l'art.  101.  que  plus  CM 
^devient  grande ,  plus  au  contraire  H  M  diminue  s  de 
forre  cjue  CH  étant  infiniment  grande  ,  H  M  devient 
infiniment  petite,  ceft  à  dire,  nulle  ou  zéro.  Or  CH 
étant  infiniment  grande,  HD  (qui  lui  eft  égale)  hLfera 
auffi  j  &  par  conlequent  les  lignes  M  D,  H Z),qui  ne  fe 
rencontrent  que  dans  l'infini  ,  pouvant  être  regardées 
comme  parallèles ,  tomberont  l'une  fur  l'autre  j  puifque 
le  point  M  fe  confond -alors  avec  le  point  H  :  c'eft  i 
dire  ,  que  l'alymptote  CE  ,  étant  prolongée  a  l'infini, 
auffi  bien  que  l'Hyperbole  .  peut  être  regardée  comme 
une  ligne  qui  la  touche  dans  fon  extrémité.  Il  en  eft  de 
même  de  l'autre  afymptore  Cey  laquelle  peut  être  re- 
gardée comme  touchant  la  même  Hyperbole  dans  fon 
aurre  extrémité. 

D'où  l'on  voit  que  les  deux  afymptotes  peuvent  être 
regardées  comme  des  tangentes  infinies ,  qui  touchent  les 
Hyperboles  oppofees  dans  leurs  extrémités. 

Corollaire  I. 

10  9>  Comme  il  n'y  a  que  la  feule  ligne  DMd^  la- 
quelle étant  terminées  par  les  afymptotes  ,  loit  coupée 
en  deux  parties  égales  au  point  M  j  il  s'enfuit  que  11  une 
ligne  droite  D  Md,  terminée  par  les  afymptotes  d'une 
Hyperbole ,  la  rencontre  en  un  point  M ,  qui  coupe  cet- 
te ligne  droite  en  deux  parties  égales  >  elle  lera  tangente 
de  cette  Hyperbole  en  ce  point.  Et  réciproquement  <|ue 
il  une  ligne  droite  DMdy  terminée  par  les  afymptotes 
d'une  Hyperbole ,  la  touche  en  un  point  M  }  elle  fer* 
coupée  en  deux  parties  égales  par  ce  point. 

Corollaire  IL 

Fi'©.  44.       no'  Si  par  le  point  touchant  M  d'une  tangente 
quelconque  DMd,  terminée  par  les  afymptotes  CL% 
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Cl ,  (Tune  Hyperbole  ,  l'on  mené  un  premier  diamètre 
M  Cm  ,  &  que  par  le  point  m ,  où  il  rencontre  l'Hyper- 
bole oppofee  ,  l'on  tire  une  parallèle  Ee%  à  la  tangente 
J)d  ,  terminée  par  les  afymptotes  aux  points  £ ,  e  :  je  dis 
que  cette  ligne  fera  tangente  au  point  m.  Car  les  trian- 
gles C  M  DyCmE  s  feront  femblables  &  égaux ,  puifque  *  +Art. 
CM  eft  égal  à  C».  La  ligne  /»£,  fera  donc  égale  à 
jtf  D.  On  prouvera  de  même  (  à  caufè  des  triangles 
fcmblables  &  égaux  C  Md,  Cme)  que  «reft  égale  à 
C'eft  pourquoi  la  ligne  E  e  eft  divifce  en  deux  ega. 
lement  au  point  m  $  puiique  Dd  l'eft  au  point  M.  Et 
par  conféquent  *  elle  fera  tangente  en  m.  +Art. 
,  D'où  l'on  voit  que  les  tangentes  Dd,  E  ey  qui  paffent 
par  les  extrémités  d'un  premier  diamètre  quelconque  Mm, 
Jonc  parallèles  en  tr'e  lies  j  &  de  plus  égales,  lorlqu  elles 
font  terminées  par  les  afymptotes. 

DEFINITIONS, 

'3- 

S'il  y  a  deux  diamètres  Mm  ,  «S/ ,  dont  l'un  S  s  ,  foit  F  i  c. 
parallèle  aux  tangentes  qui  padent  par  les  extrémités  de 
l'autre  Mm  j  &  de  plus  terminé  en  Sy  /,  par  les  droites 
M Sy  MSy  menées  de  l'une  des  extrémités  M  du  dia- 
mètre Mm  y  parallèlement  aux  afymptotes  :  ces  deux 
diamètres  Mm ,  S  s ,  feront  appellésenfemble  Conjugués. 

Les  lignes  droites  menées  des  points  des  Hyperbole* 
oppofées  parallèlement  à  l'un  des  diamètres  conjugués , 
ÎL  terminées  par  l'autre ,  font  nommées  Ordonnées  à  cet 
autre.  Ainfi  NO ,  eft  une  ordonnée  au  diamètre  Mm. 

15. 

Si  l'on  prend  une  troificme  proportionnelle  a  deux  dix» 
mètres  conjugués,  elle  fera  le  Paramètre  de  celui  qui  eftt 
le  premier  terme  de  la  proportion. 


Eijj 
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Corollaire  I. 

Ili.  L  a.  définition  13e  convient  aux  deux  axes  jpuid 
que  félon  l'article  84  le  fécond  axe  eft  parallèle  aux 
tangentes  qui  paflent  par  l'extrémité  du  premier  j  &  que 
de  plus,  lelon  la  définition  11e,  il  eft  terminé  par  deux 
droites  menées  de  l'une  des  extrémités  du  premier  axe, 
parallèlement  aux  afymptotes.  D'où  l'on  voit  que  les 
deux  axes  peuvent  être  regardés  comme  deux  diamètres 
conjugués  qui  font  entr'eux  des  angles  droits. 

Corollaire  IL 

lti<  Comme  le  diamètre  «SCj,  eft  parallèle  à  la  tan- 
gente DMd,  qui  paiTe  par  Tune  des  extrémités  M  du  dia- 
mètre MCm%  &  que  cette  tangente  rencontre  les  deux 
afymptotes  CD,  cd,  de  l'Hyperbole,  qui  palîe  par  le 
point  M  :  il  s'enfuit  qu'il  tombe  dans  les  angles  a  côté 
de  l'angle  DCd^  fait  par  les  alymptoces  de  cette  Hyper- 
bole -,  Ht  qu'ainfi  c'eft  un  fécond  diamètre. 

D'où  l'on  voit  qu'entre  deux  diamètres  conjugués 
M  Cm ,  SC  s  >  il  y  tn  a  toujours  un  premier  M  m ,  &  un 
fécond  S  s. 

Corollaire  III. 

113.  L  e  fécond  diamètre  SCsy  eft  coupé  par  le  mi- 
lieu au  centre  C ,  &  de  plus  égal  à  la  tangente  D  M  d, 
qui  partant  par  l'une  des  exrremiccs  M  du  premier  dia- 
mètre Mm ,  qui  lui  eft  conjugué  ,  eft  terminée  par  les 
afymptotes.  Car  à  caufe  des  parallèles  M S ,  C^,  &  M  s, 
CD  s  »1  eft  clair  que  CS  eft  égale  à  Md,  &  Cs  à  M  D. 
*  An.  ioj.  Or  D  Mi y  eft  divifée  *  en  deux  parties  égales  au  point 
touchant  M.  Donc  &c. 

Corollaire  IV. 

H4*  D  eux  diamètres  conjugués  Mm ,  S  s ,  étant 
donnés ,  &  fçachant  lequel  des  deux  eft  un  premier  dia- 
mètre j  il  ne  faut  pour  avoir  les  afymptotes  c  DfCdt  que 
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Tirer  par  le  centre  C,  des  parallèles  aux  deux  droites 
MS,  M  s ,  menées  de  l'une  des  extrémités  M ,  du  pre- 
mier diamètre  ,  aux  deux  extrémités  S,  du  fe. 
•cond. 

Et  réciproquement  les)  deux  afymptotes  c  Z> ,  c  d% 
d'une  Hyperbole  étant  données ,  avec  l'un  de  lès  points 
M  i  il  ne  faut  pour  avoir  deux  de  ces  diamètres  conju- 
gués M  Cm,  SCs ,  que  tirer  M  H  parallèle  à  Tune  des  . 
afymptotes  Cd,  qui  rencontre  l'autre afymptote  CD  en 
JH  ,  &  l'ayant  prolongée  en  S  ,  en  forte  que  H  S  foit 
égale  à  H  M,  mener  les  ,'droites  CM,CS.  Car  tirant 
M  D  parallèle  a  CS ,  il  eft  clair  à  caufe  des  triangles 
Semblables  CHS,  MHD ,  que //Z>  eft  égale  à  Hc, 
puifque  M  H  eft  égale  à  H  S  ;  &  qu'ainfî  *  MD  eft  ^Art.iQ^ 
Tangente  en  M  :  d'où  il  fuit  félon  la  définition  13e,  que 
les  lignes  CM,  CS,  font  deux  demi- diamètres  conju- 
gués. 

Il  eft  donc  évident  que  deux  diamètres  conjugués 
Mm,  S  s ,  étant  donnés  de  pofition  &  de  grandeur  ,  & 
fçachant  de  plus  lequel  -des  deux  eft  un  premier  diamè- 
tre» on  a  les  deux  afymptotes  CD,  cd,  avec  l'un  des 
points  M ,  de  l'une  des  Hyperboles  oppofées. 

Et  réciproquement  que  les  afymptotes  CD  ,  c  d, 
d'une  Hyperbole  étant  données,  avec  un  de  fes  points 
M  j  on  a  deux  de  fes  diamètres  conjugués  M  m ,  S  s,  de 
pofition  &  de  grandeur  }  &  l'on  fçait  lequel  des  deux  eft 
un  premier  diamètre  j  feavoir ,  celui  qui  paffe  par  le  point 
donné  M. 

Corollaire  V. 

H5*  U  N  fécond  diamètre  S  C  s,  étant  donné  depo. 
fition ,  pour  en  déterminer  la  grandeur  ,  &  trouver  le 
premier  diamètre  Mm,  qui  lui  eft  conjugué  }  on  lui  mè- 
nera par  tout  où  l'on  voudra  au  dedans  de  l'angle  fait 
par  les  afymptotes  ,  une  parallèle  L  /,  terminée  par  les 
afymptotes  en  L ,  /  i  &  par  fon  point  de  milieu  0  ,  le 
premitr  diamètre  CO  ,  qui  rencontrera  l'Hyperbole  en 
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un  point  M  $  par  lequel  ayant  cire  les  droites  Af  5,  M 
parallèles  aux  afymptotes  $  il  eft  clair,  félon  la  définition 
13%  que  les  points  «S,/,  où  elles  rencontrent  le  fécond  dia- 
mètre SC S)  donné  de  pofition,  en  déterminent  la  gran- 
deur, &  que  le  premier  diamètre  M  Cm  lui  eft  conjugué. 
Car  menant  par  le  point  M  ,  la  ligne  D  </,  parallèle  à  Z  ly 
&  terminée  par  les  afymptotes ,  elle  fera  coupe  en  deux 
également  au  point  M  j  puifque  Z/,  l'eft  au  point  0  :  & 
+Art>  10?.  partant  *  elle  fera  tangente  en  M. 

De-là,  il  eft  évident  qu'un  fécond  diamètre  SCs, 
étant  donné  de  pofition ,  fa  grandeur  eft  déterminée  en 
forte  qu'il  ne  peut  en  avoir  qu'une  feule  }  comme  auflî  la 
grandeur  &  la  pofition  du  premier  diamètre  M  m ,  qui 
lui  eft  conjugué. 

Corollaire  VI. 

116.  U  n  fécond  diamètre  S  Cj,  étant  donné  de  po» 
iition  &  de  grandeur ,  avec  fon  paramètre ,  &  la  poft- 
tion  de  fes  ordonnées  j  il  fera  facile  de  trouver  de  poil» 
tion  &  de  grandeur  le  premier  diamètre  M  Cm,  qui 
lui  eft  conjugué  ,  avec  fon  paramètre.  Car  ayant  mené 
par  le  centre  C ,  une  parallèle  indéfinie  aux  ordonnées 
du  diamètre  S/,  on  marquera  fur  cette  ligne  deux  points 
M ,m  y  également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  centre 
C ,  en  forte  que  M  m ,  foit  égale  à  la  moyenne  propor. 
tionaelle  entre  le  fécond  diamètre  Ss,  &  fon  paramètre. 
Puis  ayant  trouvé  une  troifiéme  proportionnelle  aux  deux 
lignes  Mm%  Ss,  il  eft  clair,  félon  les  définitions  1+ &  15, 
que  M  m ,  fera  le  premier  diamètre  conjugué  au  diamè- 
tre 5/,&  qu'il  aura  pour  fon  paramètre  cette  troifiéme: 
proportionnelle. 

PROPOSITION  VII» 
Thcorêmc. 

F4i;C."44^       H7'  L  E  quarré  d'rtne  ordonnée  quelconque  O  N ,  au  fre* 
laicr  diamètre  Mm ,  efi  m  reiUn^e  de  MO  /ur  Q^farv 
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ties  de  ce  diamètre  prolongé }  comme  le  quarrè  de  fort  conjugué 
Sstefiau  quarré  de  ce  premier  diamètre  M  m.   

//  faut  prouver  pON  .MO«Om::Ss.Mm. 
Ayant  mené  par  l'une  des  extrémités  M ,  du  premier 
diamètre  Mm  ,  une  parallèle  Dd  au  fécond  diamètre 

5  s  ,  terminée  par  les  afymptores }  elle  fera  tangente  en 

M ,  félon  la  définition  13e.  Et  par  confequent  *  elle  fera  *  Art.  10^ 
coupée  en  deux  également  par  ce  point  :  c'eft  pourquoi, 
fi  l'on  prolonge  l'ordonnée  o  N  (  qui  félon  la  définition 
14e  eft  parallèle  au  diamètre  S  s)  de  part  &  d'autre  du 
diamètre  Mmy  elle  rencontrera  les  afymptotes  en  deux 
points  L ,  /,  qui  feront  également  éloignés  de  part  &c 
d'autre  du  point  O.  Cela  pofé ,  (oient  nommées  les  don- 
nées CM  ,  ou  Cm 3 1  i  C5,  ou  C/,  ou  *  M D y  ou  M ds  +Art,  115» 
c  i  &  les  indéterminées  COyx }  o  N  ,y  -y  on  aura  à  caufe 
des  triangles  Semblables  C  M  D  ,  co  z  j  cette  propor* 

tion:  CvW  7)  (f)  ::  CO  (x).  OZ  ou  Ol=*'-j.  Donc 

X  JV  ou  Z0  j±  O  tf—^j^y,  &  Ni  ou  Ol^  NO 

— -qr^iEt partant  Z  iY*  Nl==sil!î~.yyms* DM* Md  *Art.<><i. 

e=ff.  D'où  il  fuit  que  O      (^jf).  A4  O  n  Om  ( r  t)  :: 

6  j  (4fr).  >iw  (4'0«  Puifqu'en  multipliant  les  Extrê- 
mes &  les  Moyens^n  t rouye  4  /  /  jrye-  4  <■  <:  x  x — 4  r  <•  /  * , 
c'eft  à  dire  (en  dtvffifcrt  par  4** ,  &  tranfpofant  â  l'ordi- 
naire) l'équation  même  précédente  ifJLl^yymmcc.  Ce 
qu'il  faUoit  démontrer. 

Corollaire  General. 

118.  J  l  eft  vifible  que  ce  qu'on  a  démontré  dans  la 
Proportion  féconde  *  ,  par  rapport  aux  deux  axes  Aa>  *  Art.  7*. 
B  h  ^  s'étend  par  le  moyen  de  cette  Proportion  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques ,  M  m ,  5  /.  Or  com- 
me les  articles  80 ,  81 ,  82 ,  83 ,  84  &  85 ,  ie  tirent  de  la 
féconde  Propofition ,  &  fubfiftent  également  ,  foit  que 
l'angle  A  c  B ,  (bit  droit  ou  qu'il  ne  le  foit  pas  s  il  s'en- 
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fuit  que  Ci  l'on  fuppofe  dans  ces  articles  que  les  lignes  A  a, 
Bb,  au  lieu  d'être  les  deux  axes ,  foient  deux  diamètres 
conjugués  quelconques ,  ces  articles  feront  encore  vrais- 
dans  cette  fuppofition  :  car  leur  dcmonftration  demeu- 
re toujours  la  même  ■>  &  il  ne  faut  pour  s'en  convaincre 
entièrement ,  que  les  relire  en  mettant  par  tout  où  fe 
trouve  le  mot  d'Axe ,  celui  de  Diamètre. 

PROPOSITION  VIIL 

Théorème.. 

V,  16.  4$.        H?»  Soient  deux  tangentes  quelconques  DE,  F  G* 
d'une  Hyperbole  M  A  ,  terminées  par  les  afymptotes  3  &  qui 
i' entrecoupent  en  un  point  O  }  je  dis  que  les  cotés  des  triangles 
CDE,  CFG,  autour  de  t angle  commun  C ,  font  réciproque, 
ment  proportionnels. 

Il  faut  prouver  que  C  D.  C  F  :  :  C  G.  C  E. 
Ayant  mené  par  les  points  touchans  M  ,  A ,  les  paral- 
lèles M  H,^  Z,i  Pafymptote  ÇG  $  il  eft  clair  à  caufe 
des  triangles  femblabies  CD  E,HDM  ,  que  CD  eft  dou» 
109.  blede  CH,tc  CE  double  de  H  M  >  puifque  DE  eft* 
double  de  DM.  Et  à  caufe  des  triangles  femblabies  CFG, 
L  F A ,  que  C  F  eft  double  deCZ,U  CG  double  de  L  A  >Y 

*-Aru\oo.  puifque  FG ,  eft  double  de  FA.   Or*  CH.C  L  ::  LA. 

H  M.  Et  partant  fi  l'on  prend  le  double  de  chaque  ter. 
me  ,  on  aura  iCHouCD.  iCL  ou  C  F:  :  i  L  A  ou  C  G. 
%H  M  OU  C£.   Ce  qu'il  jalloit  démontrer. 

Corollaire. 

xto.  I  L  fuit  de  cette  Proportion  que  les  droites  DG, 

font  parallèles  entr'elles.  D'où  il  eft  évident  : 
i°.  Que  les  triangles  CDE,  CFG,  font  égaux  j  car 
les  triangles  FD  E ,  F  G  E ,  qui  ont  la  même  bafe  FE, 
&  qui  (ont  entre  les  mêmes  parallèles  DG,  FE,  font 
égaux  5  Et  partant,  fi  l'on  ajoûte  de  parc  &  d'autre  le 

fflCfflCL 
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même  triangle  CE  F,  on  formera  les  triangles  CDE , 

CFG%  qui  feront  égaux  entr'eux. 

z°.  Que  ia  ligne  D  E ,  eft  couppée  en  même  rai  fan 
aux  point*  Af,  0,que  la  ligne  F  G  l'eft  aux  points  Ay 
6.  Car  menant  par  les  points  touchans  la  droite  M  A  , 
il  eft  clair  qu'elle  fera  parallèle  aux  deux  droites  DG , 
F  E  }  puifqu'elle  couppe  par  le  milieu  les  droites.  DE» 
JFG,  renfermées  entre  ces  parallèles. 

PROPOSITION  IX. 

.  Théorème 

Ifcl»  Si  p*r  **  P0***  quelconque  M,  d'une  Hyperbole  >  Fig.  +S.Sc 
ton  mené  une  ordonnée  M.  ?  d  tel  de  fes  diamètres  A  a  que  +7, 
ton  voudra ,  &une  tangente  M.T  qui  le  rencontre  Ten  T  >  je 
dis  que  C  P.  C  A  :  :  C  A.  C  T.  en  obfcrvant  que  les  points  P , 
T ,  tombent  du  même  coté  du  centre  C,  lorfqut  la  ligne  A  a  eft 
un  premier  diamètre  \&  au  contraire  qu'ils  tombent  de  part  & 
d  autre  du  centre ,  lorfque  ceft  un  fécond  diamètre, 

premier  cas,.  Lorfque  la  ligne  Aa  eft.un< premier  dia-  Fie»  4é. 
mètre.  On  prolongera  la  tangente  MT  jufqu'à"  ce  qu'elle 
rencontre  les  afymptores  CD,  CG,  aux  points  D%  Ei&c 
l'ordonnée  P  M  ,  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  l'afymptote 
jC  D  au  point  N.',  on  mènera  enfuitc  par  le  point  A  la  li- 
gne A  K ,  parallèle  à  D  E  ,  qui  rencontre  l'afymptote 
CG  au  point  K  y  &  la  tangente  F  G  terminée  par  les 
afymptotes  ,  qui  fera,  parallèle  *  à  P  M ,  &  qui  rencontre  +  Def.  14» 
au  point  o  l'autre  tangente  D  E. 

Cela  pofé,  AP  eft  à  A  C,  ou  F7/à  FC,  en  raifon-conv 
pofée  de  F  Ni  FI),  ou  de  OM  à  OD^ou  *  de  OAi  OG,  ou  *^frt.  uo, 
àeEKi  EGy6cdc  FD  à  FC,ou*de  EG  z  EC,  Or  AT  eftà  *^rt.  u<^ 
7*C,  ou  K£  à  EC ,  en  raifon  compofée  deEJCà£G,&de 
£  G  à  EC,  Donc  AP.  A  C  v\.A  T.  TC.  puifque  les  raifons 
compofantes  de  ces  deux,  raifons  font  les  mêmes  $  &  par 
confequent  AP-\~  A  C  ou  CP.  CA  :  :  A  T-±-TC  ou  C  A*- 
£Z*»      fui  èutit  propoje  en  premier  lieu* 

K. 
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S«tt»<i  mt.  Lorfque  la  ligne  *A  a  eft  un  fécond  dia- 
mètre. Ayant  mené  par  le  centre  C  la  ligne  C  K  pa- 
rallèle à  l'ordonnée  PM qui  rencontre  l'Hyperbole  au 
point  B ,  fie  la  tangente  MT  au  point  R ,  &  par  le  point 
touchant  la  ligne  A*  A'  parallèle  i  A  a  s  il  eft  clair 
que  Ci?  fera  le  premier  demi- diamètre  conjugue  au  fé- 
cond ~4a ,  &  qu'ainfi  Af  AT  lèra  ordonnée  à  ce  diamètre. 

Cela  pofe  ,  fi  l'on  nomme  les  données  C  si  ou  Ca% 
t  ^  C  B  t  c  j  6c  les  indéterminées  C  P  ou  Af  JC,  x  >t  P  M 
ou  CJC,/  i  on  aura  félon  ce  qu'on  vient  de  démontrer 

dans  le  premier  cas,  C^-'i  j  &  partant  Je  1C  ou  CK 


^CRr^l^i.  Or  les  triangles  femblables  K  RM . 
C  Je  T,  donnent  KR{V^ii).  Rc  (Lr)  ::  M  K  (*), 


+  jtrt.to.  CTe—Z—.^-.  en  mettant  pour  yy — ce  iâ  valeur 

llfitirée  de  ce  que  jjr»-*  — C'eft  a  dire  que 
CP.Cui  ::CA.CT.   Ce  qui  reftoit  à  démontrer. 

PROPOSITION  X. 

Theorcmc 

Fie.  4>8.  &  122  S  l  *»  quelconque  M  (tune  Hyperbole  qui 
49-  a  pour  centre  le  point  C  ,  on  mené  une  ordonnée  M  P  à  l'un 
ou  À  f autre  axe  ki,&*ne  perpendiculaire  M  G  à  la  tan- 
gente  MT ,  laquelle  paffe  par  M  :  Je  dis  que  C  P  fera  tou- 
jours à  PG  en  la  raijon  donnee  de  V axe  À  a  k  fin  Para- 
mètre. 

Car  nommant  le  demi  axe  C  si  ou  Cay  t  \  &  les  inde- 
*  Art.  i*!.  terminées  C  P ,  x  j  />;H j  on  aura  *  C  T**'*  j  Et  par- 

tant  PT*MmxX*Jiy  félon  que  y**  eft  le  premier  ou  le 
fécond  axe.  Or  les  triangles  rectangles  femblables 
TP  M,  M  P  G ,  donnent  TP  (  liiiî)  .  P  M  {y)n  PM 
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(y).  p  Csi-^-,  D'où  Ton  tire  cette  proportion  CP 

Çjc).  PG(  ~^t;  )  :  :  c7  Z+  C~Ïa  (x xZ+tr).  Jm{ {y y), 

puifqu'en  multipliant  les  moyens  &  les  extrêmes,  on 

trouve  le  même  produit  xyy.  Mais  cp  Z+  c^i  eft  i 

Pm\  comme  *  l'axe  Au  eft  à  fon  paramètre.  Donc  *  tu 
CP  eft  aufli  à  P  G  en  cette  même  raiion.  Ce  qu'il  fallait 

ÙCTfloniTtT , 

PROPOSITION  XL 
Tfceorcme- 

ï^î»  S't  ^»/«r  quelconque  M  Hyperbole  ,  /*<?»  F  i  o.  j«»> 
«rr  4  /êyw  F ,  f ,  les  droites  MF,  M  t"  j  que 

la  tangente  M  T ,  qui  paffe  far  ce  point  M ,  divife  en  deux 
également  l'angle  F  M  £ 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  F  D  yfd,  fur' 
la  tangente  M T\  le  premier  axe  Aa,  qui  paflè  par  les 
foyers  F  ,fy  fit  qui  rencontre  la  tangente  en  r}  &  l'or- 
donnée  MP,i  cet  axe  :  on  nommera  les  données  C  A 
ou  Cay  $  y  CP  ou  Cf,  m  y  U  l'indéterminée  CP,  x. 
L'on  aura  MF*(~— /).  ::  ri?  ou  Ci?  +Xrt.78. 

(w)-cr*(^).r/ou  C/(«)-f.cr ('-').  puifqu'en  »^.ui. 

multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  on  forme  le 
même  produit.  Or  les  triangles  rectangles  femblabies 
TFD,Tfd,  donnent  Tf:Tf::  FD.fd.  L'hyporhe- 
aufe  jVf  F  du  triangle  re&angle  Àf  D  F,  fera  donc  i  l'hy- 
pothenufe  Mf  do  triangle  re&angle  Mdf,  comme  le 
côté  D  i7  eft  au  côté  df  j  &  par  conséquent  ces  deux  trian- 
gles feront  femblabies.  Donc  les  angles  F  MD  ,f  Md9 
qui  font  oppofés  aux  côtés  homologues  D  F  9  df,  ieronc- 
égaux  entr'eux.  Ce  qu'il  j allait  démontrer. 


■j6  Liyke  Ttloiîïï'mb. 

Co  KOLLAUE. 

,24*  D  e-l  a  il  eft  évident ,  que  la  tangente  M 7% 
étant  prolongée  indéfiniment  de  part  6c  d'autre  du  point 
touchant  My  Jaiflc  l'Hyperbole  AM>  toute  entière  dit 
côté  de  fon  foyer  intérieur  «F  £t  comme  cela  arrive  tou- 
jours en  quelque  endroit  de  cette  Hyperbole  qu'on  pren- 
ne le  point  M ,  il  eft  vitible  qu'elle  fera  concave  dans 
toute  fon  ctenduë  autour  de  fon  foyer  intérieur  F, 

PROPOSITION  XII. 
Théorème 

51.  I25*  L  A  différence  des  quarrès  de  deux  diamètres  cenjm. 
gués  quelconques  M  m ,  S  s  ,  eft  égale  à  la  différence  des  quar- 
rès  des  deux  axes  A  a ,  B  b.   

Il  faut  prouver  que  CT--  CM*  «  CB*  —  CÂ*  ,  ou  que 

Cm'-CS*»  CÂ*  —  CB*. 

*Def.n.&  Si  l'on  mené  les  droites  M S,  AB^  elles  feront  parai. 
ij-  leles  â  l'afymptote  Cg,  &  de  pluscouppees  en  deux  éga- 
lement par  l'autre  afymptote  CG,  aux  points  H ,  Gj 

+  Def.  11  &  puifque  *  les  lignes  M  s  ,Ab%  font  parai  leles  a  cette  afy  mp- 
i}.    tote,  &  que  les  féconds  diamètres  Si ,  Bby  font  coup- 

♦  Art.  nj.  P^s  *  en  deux  également  au  centre  C  :  C  eft  pourquoi  d 
l'on  mené  fur  rafyraptote  CG  ,  les  perpendiculaires  .a  FJ 
B  E ,  M  L  y  S  Kyon  formera  les  triangles  G  *A  f ,  G  B  Et 
&  H  ML  %  HSK><\ui  feront  ferablables  &  égaux.  Cela 

*^rr.  85.  p°fé  >  foient  nommées  les  données  CG  ou  *  GA,  »j 

G  £  ou  G  F^a  -9  ^  f  ou  2? fi ,  £  >  &  les  indéterminées 

c  M  t  x  i  H  M ,  y  :  ce  qui  donne  c  E     w  C*/"a« 
— »  — — •      — * 
.^jc£^-J-e^  ou  ci?  c-mw-r-irf/H-r-rfrf-t-^, 

Fï'+U,oucAwm-ii«-|-^4-^.  Et  par- 

 »       —  s 

tant  CB  —CA  0=4.  a  m.  Or  les  triangles  femblables 
G  A  F  ^  H  ML  ,  fournirent         (m),  slF  [b)\\ HM 

l/).  ML  ou  Et  G  A  {m).  GF(a)::  HM 
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\y).  HL  ovl  HK— îi.  DoncC/C— x+tl.CL^x 

_  12  }cx "-t-icV  ou  c7  M  xx-h  iip  -h  ^  -H  , 

 ^  1»      *     mm    1  mm 

partant  c  6* — C  Ai '  -»  1^=14^ m ,  en  mettant  pour  je / 

£1  valeur*  m/».  Donc  C6  —CM  =«C£*_ C~A  j  O  » Arui+u 
qu'il  falloit  démontrer. 

Si  l'angle  G  Cg ,  fait  par  les  afymptotes ,  étoit  aigu ,  au 
lieu  que  dans  cette  figure  &  le  rayonnement  qui  lui  eft 
approprié,  il  eft  obtus  3  c^feroic  alors  plus  grande  que 

-CE ,  &  on  prouveroit  de  la  même  manière  que  c  M  *— CS 

as  cTâ'  —  c  S  .  Mais  fi  l'angle  G  Cg  fait  par  les  afymp- 
totes étoit  droit ,  il  eft  vifible  alors  que  les  lignes  A  B , 
2tfS,  (croient  perpendiculaires  fur  l'afymptote  CG  >  & 
qu'ainfi  les  deux  demi- diamètres  conjugues  c  M*  CS,  fe- 
roient  égaux  entr'eux,  de  même  que  les  deux  demi- axes 
C  A ,  CB.  Or  comme  alors  la  différence  des  deux  dia- 
mètres conjugués  Mm,  5/,  eft  nulle,  aufli  bien  que  celle 
des  deux  axes  A  a ,  Bb  j  il  s'enfuit  que  cette  Propofition 
«ft  vraie  dans  tous  les  cas. 

Co&o  LLAl&E. 

eft  évident  qu'un  premier  diamètre 
quelconque  M  my  eft  moindre  ,  plus  grand  ,  ou  égal  au 
fécond  diamètre  S  sy  qui  lui  eft  conjugué  j  félon  quel'an. 
gle  G  Cg ,  fait  par  les  afymptotes ,  eft  obtus ,  aigu ,  ou 
droit. 

De'finïtion. 
té. 

Les  deux  Hyperboles  oppofées  font  appellées  Equila* 
teres ,  lorfque  deux  de  leurs  diamètres  conjugués  queL 
conques  font  égaux  entr'eux  i  ou  bien  lorfque  l'angle 
&it  par  leurs  afymptotes  eft  droit. 

Kiij 
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CO&OLUI  KM. 

F  i«.  $i.       ,I17*  S  i  d'an  point  quelconque  M  d'une  Hyperbo. 

le.cquilatere  ,  1  on  mené  une  ordonnée  M  P  à  tel  de  Tes  . 

*j4rt.  Si.  diamètres  W  4,  qu  on  voudra ,  on  aura  *  MP  sad  tz^ 

^  "*4-  :  fcavoir.-»,  Iorfque        eft  un  premier  diamètre  j 

&  -f-v,  iorfque  c'eft  un  fécond.  Car  le  diamètre  conjugué 
uf.  au  diamètre  ^  <*  *  lui  fera  toû  jours  égal. 

PROPOSITION  XIII. 

Problème. .  ' 

tiQ.  55  54-     118.  D  eux  diamètres  conjugués  quelconques  étant  don* 
&  tS*        nés  3  &  feubant  lequel  des  deux  efi  le  premier }  eu  ce  qui  re. 
*  Art.  114.  vient  *  au  mime ,  les  ajymptotes  C  D  ,  C  F  ,  d'une  Hyperbole 
étant  données ,  avec  un  de  fes  points  quelconques  M  :  mener 
deux  diamètres  conjugués  A  a  i  B  b,  qui  fajfent  entr'eux  un  , 
angle  égal  à  un  angle  donné. 

Ayant  coupé  dans  un  cercle  quelconque  qui  a  pour 
centre  le  pointe,  un  arc  def  capable  de  l'angle  DCF 
fait  par  les  afymptôtes  j  on  mènera  par  le  point  de  mi- 
lieu  de  la  corde  df ,1a  ligne  ec  qui  fa(ïe  avec,  cette 
corde  de  part  ou  d'autre  l'angle  de  c  ou  f  ec  égal  à  l'an- 
gle donne  >  &  par  le  point  c ,  où  elle  rencontre  Tare  dcf9 
les  droites  cd^cf.  Cela  fait» on  prendra  fur  les  afymp. 
rotes*  les  parties  CD,  C  1 3  égaies  aux  cordes  c d%  cf  > 
ayant  tire  D  Ft  l'on  mènera  le  {econd  diamètre  Bb  pa- 
rallèle à  cette  ligne ,  &  le  premier  diamètre  ^4  a  qui  paU 
fe  par  fon  milieu  E.  Je  dis  que  ces  deux  diamètres  Aa> 
Bb*  font  entr'eux  un  angle  égal  à  l'angle  donné, &  qu'ils 
font  conjugués  l'un  à  l'autre. 

Car  par  la  conftru&ion  l'angle  def  eft  égal  à  l'angle 
DCF  fait  par  les  afyrnptotes-  ï  &  par  coniéquent  les 
triangies  DCFidcfy  &  DCE,  de  e,  font  égaux  &.  fem- 
blable.  L'angle  B  Cay  que  font  entr'eux  les  deux  dia- 
mètres slatB  b,  fera  donc  égal  à  l'angle  D  E  Cou  de ç 
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'qui  a  été  fait  égal  à  l'angle  donné.  De  plus,  fi  Ton  mené 
par  le  point  A ,  que  je  fuppofe  être  l'une  des  extrémités 
du  premier  diamètre  si  une  parallèle  D  E  -,  il  eft  clair 
qu'elle  fera  couppée  également  par  ce  point ,  puifque 
D  F  l'eft  au  point  E  j  fie  qu'ainli  *  elle  ièra  tangente  *  ^rtt  x<3^i 
en  A }  d'où  il  fuit  >  que  les  diamètres  Aa>  Bb,  font  con-  ^  D(r  , 
jugues. 

Maintenant  pour  déterminer  la  grandeur  de  ces  deux 
diamètres,  on  tirera  par  le  point  donné  M ,  une  paral- 
lèle M  KL  au  premier  diamètre  A*y  laquelle  rencon- 
tre l'afymprote  <7  Z>  au  point  K  ,  &  l'autre  afympcote 
C  F,  prolongé  au  delà  du  centre  C,  au  point  L  :  &.  ayant 
pris  CA  moyenne  proportionnelle  entre  K  M ,  -M  £  -y  il 
eft  clair*  que  le  point  A  fera  l'une  des  extremicés  du  pre  »  ^rtt  ^ 
mier  diamètre  si  a  j  5c  qu'ainfi  menant  les  lignes  ABt  aby 
parallèles  aux  afymptotesC  F,CD,  elles'»  détermineront  *  Dtf.  rj. 
par  leurs  points  de  rencontre  B ,  la  grandeur  du  fécond 
diamètre 

Comme  Ton  peut  mener  deux  différentes  lignes  ir,;;, 
qui  faiïent  avec  la  corde  df%  de  part  &  d'autre  des  an- 
gles decyfect  égaux  à  l'angle  donné ,  lorfcjue  cet  angle 
n'eft  pas  droit  î  il  s'enfuit  qu'on  pourra  toujours  trouver 
alors  deux  difïèrens  diamètres  conjugués  A  a,  i?4,qui  fa- 
tisferont  également,  comme  Ton  voit  dans  les  figures  ^4 
êc  55.  Mais  il  eft  i  remarquer  que  les  diamètres  conju- 
gués Aa%  2?£,  de lafig  55.  ontunepofition  femblable par 
rapport  à  Tafym ptote <;  F,  à  ceux  de  la  figure  ^4.  par  rap- 
port à  l'autre  afymptote  CD-,  &  que  leur  grandeur  de- 
meure la  même  dans  ces  deux  différentes  pofitions.  Car, 

i°.  Menant  du  centre  a  au  point  e  ,  milieu  de  la 
corde  àf%  la  ligne  **,  elle  fera  perpendiculaire  a  cette 
-corde  ,  &  par  confequent  les  angles  oec  ,  oec  ,  feront 
égaux  î  c'eft  pourquoi  tirant  les  rayons  oc ,  oc  ^  les 
Triangles  oec^  oec ,  qui  ont  le  côté  0  e  commun ,  les  an- 
gles oec,  oec  ,  &  les  côtés  oc ,  oc,  égaux  entreux  ,  au> 
Tont  aufli  leurs  troisièmes  côtés  e  c ,  e  c ,  égaux.  Les  trian- 
gle* /ire,  «^r,  qui  ont  les  côtés  <r/,  e &  er-,  <?r,  &  les 
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angles// r,  dec ,  égaux  ,  feront  donc  égaux  &  fembta*- 
bles  j  d'où  l'on  voie  que  l'angle  «/,  ou  E  C  F,  de  la  fign* 
re  55.  eft  égal  à  l'angle  ecd^ou  E  CD,  de  la  fig.  54,  fit 
qu'ainfi  la  poûtion  du  diamètre  A de  la  fig  55.  par  rap- 
port à  l'afymptote  CF,eft  icmblable a  celle  du  diamètre. 
A  a ,  de  la  figure  54,  par  rapport  i  l'autre  afymprote  cZ>. 

i°.  Si  Ton  mené  dans  la  figure  55.  la  ligne  Jlf /,  quL 
fade  avec  l'afymptote  CF ,  prolongée  du  toté  du  cen- 
tre c,  l'angle  A</c  égal  à  l'angle  Z  c  ou  E  c  /",de 
la  figure  54  :  il  eft  clair  que  les  lignes  M.ly  M  k,  de 
la  figure  55.  feront  égales  aux  lignes  M  L ,  M  Ky  de  la  fi- 
gure 54  j  puifqu'on  iuppofe  que  la  pofition  du  point  Al 
par  rapport  aux.  afymptotes  ,  eft  la  même  dans  ces 
deux  hgures.  Or  l'angle  M  l  L  v  complément  à  deux 
droits  de  L'angle  M  le  ,de  la  figure  55,  ou  de  ECF  de  la 
figure  $4,  eft  égal  à  l'angle  .Af/CA,  complément  â  deux 
droits  de  l'angle  ECD  de  la  fig  ^5.  ou  dcECF  de  la  fig.  54^ 
Et  par  confequent  dans  la  fig.  55.  les  deux  triangles  LMlt 
k  M  /C,qui  ont  l'angle  en  M  commun,  &  les  angles  aux 
pointa  /,  K  ,  égaux,  font  femblables  :  ce  qui  donne  L  M. 
Ml::kM.  MK.  Et  partant  LM  *  MK—l  M  *  Mk  ou 

+>At*.  94-  1>  M  *  M  K  de  la  figure  54.  D'où  l'on  voit  *  que  les  pre- 
miers demi,  diamètres  CA  ,  CA  ,  des  figures  54  &  $5,. 
font  égaux.  Il  en  eft  de  même  du  diamètre  Bbi  puik 
que  fa  pofition  &  fa  grandeur  dépendent  de  celles  dupre» 
*      mier  diamètre  Aas  auquel  il  eft  conjugué. 

Comme  l'on  ne  peut  mener  qu'une  feule  ligne  qui 
fade  avec  la  corde  df  de  part  ou  d'autre ,  un  angle  égal 

I10.5tf.5t  à  l'angle  donne  ,  lorfque  cet  angle  eft  droit  j  il  s'enfuie 
57*    qu'il  n'y  a  que  deux  diamètres  conjugués  Aa,  Bh ,  qui. 

**Art.  m.  fa  fie  ne  entr'eux  un  angle  droit  -,  &  qu'ainfi  *  ils  feront  les 
deux  axes.  Mais  le  triangle  def  ou  DC F%  étant  alors 
ifofcelle,  le  premier  axe  A  a  divifera  par  le  milieu  l'an- 
gle De  F  fait  par  les  afymptotes  $  ~d'où>  l'on  voit  que 
pour  trouver  de  pofition  les  deux  axes,  il  n'y  a  qu'a  ti- 
rer deux  lignes  droites  Aa>  B b ,  perpendiculaires  entr*. 
elles ,  dont  l'une  d'elles  Aa ^diviie  par  le  milieu  l'angler 
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X)  c  F y  fait  par  les  afymptotes  :  après  quoi  l'on  en  déter- 
minera la  grandeur ,  comme  on  vient  de  l'enfeigner  pour 
les  diamètres  conjugués. 

On  peur  encore  trouver  les  deux  axes  de  cette  autre 
manière.  Soit  menée  par  le  point  donné  M  une  parallè- 
le M  H  à  Tune  des  afymptotes  CF,  &  terminée  par  l'au- 
tre CD  au  point  H.  Soit  prife  fur  l'afymptote  CD,  la 
partie  CG  égale  à  la  moyenne  proportionnelle  entre  CHy 
H  M.U  foit  tirée  par  le  point  G  une  parallèle  ^  B  à 
Ci7,  telle  que  chacune  de  les  parties  GA>  GB,  foit  éga- 
le à  CG.  Il  eft  évident  que  les  lignes  Cst ,  C  5  r  *  feront)  *  Art.  ioi„ 
les  deux  demi-axes  de  pofition  &  de  grandeur.  &  88. 

Corollaire. 

I*9«  I  l  eft  donc  évident  ,  i°.  Qu'il  n'y  a  que  deux 
diamètres  conjugués  qui  fanent  entr'eux  un  angle  droit } 
&  qu'ainfi  il  ne  peut  y  avoir  que  deux  axes.  i°.  Qu'on 
peut  toujours  trouver  deux.  difTerens  diamètres  conju* 
gués  qui  fanent  entr'eux  un  angle  égal  à  un  angle  don. 
né ,  lorfque  cet  angle  n'eft  pas  droit  ^  que  les  deux  pre- 
miers ont  une  pofition  femblable  par  rapport  à  l'autre 
afymptote,  à  celle  des  deux  autres  par  rapport  à  l'autre 
afymptote  y  d'où  il  fuit  qu'ils  fonr  lemblablement  pofés 
de  part  &  d'autre  des  deux  axes ,  puifque  les  deux  axes 
divifent  par  le  milieu  les  angles  faits  par  les  afymptotes  j 
&  qu'enfin  leur  grandeur  demeure  la  même  dans  ces  deux 
différentes  poncions. 

PROPOSITION  XIV. 

Problème. 

J$0,  X)  Eux  diamètres  conjugués  quelconques  étant  don- 
nés ,  fjr  (cachant  lequel  des  deux  eft  le  premier  j  ou  ce  qui  eft  la 
mente  chofe  *  les  afymptotes  de  deux  Hyperboles  oppofées  étant  +  Art,  114* 
données  avec  un  de  leurs  points  quelconque  :  décrire  ces  Hyper- 
koles  par  un  mouvement  continu* 
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Première  Manie'he. 

On  cherchera  les  deux  axes ,  comme  l'on  vient  d'en- 
(êigner  dans  la  propofirion  précédente  ,  &  Ton  décrira 
enfuite  les  Hyperboles  oppokes  félon  l'article  76. 

Seconde  Manie'ie. 

r s  g.  <&.  Soient  Aay  B 6,  les  diamètres  conjugués  donnés,  en- 
tre lefquels  le  diamètre  A  a  eft  le  premier ,  ou  bien  rc, 
Cg,  les  afymptoces  données,  avec  le  point  ^  ,  un  de 
ceux  des  Hyperboles  oppofées.  Ayant  mené  par  le  point 
donné  A  une  parallèle  AG,à  l'une  des  afympcotes  cg , 
&  terminée  par  l'autre  en  G ,  on  fera  glifler  le  long  de 
l'afymptote  CG,  indéfiniment  prolongée  de  part  8c  d'au- 
tre du  centre  c,  une  droite  HK  égale  à  CG  s  qui  entrai, 
nera  par  fon  extrémité  H  une  parallèle  H  M  à  l'afymp- 
tote Cg,  &  par  fon  autre  extrémité  K y  une  drojre  KA 
mobile  autour  du  point  fixe  A.  je  dis  que  l'interfeéfcioii 
continuelle  M  des  droites  AK,  H  My  décrira  dans  ce 
mouvement  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu'on  de- 
mande. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblables  K  H  My  KGA% 
on  aura  toujours  KH  ou  CG.  H  M  ::  A' G  ou  CH.  G  A. 
Et  partant  C  H*  H  C  G  *  G  ^i.  Le  point  M  fer* 
*  Art,  10 u  donc  *  un  des  points  de  l'Hyperbole  qui  pafle  par  le  pomc 
donné  A ,  &  qui  a  pour  afymprotes  les  doites  données 
c  G,  Cg  -y  ou.  de  l'Hyperbole  oppofée. 

PROPOSITION  XV. 
Problème. 

lV'  Les  mêmes  chofes  étant  données  que  (Uns  U  Pr§- 
pofitton  précédente  y  décrire  Us  Hyperboles  oppofées  par  plu- 
fîeurs  points. 

Première    Manie' re. 

Fie.  $9.      Soient  CD ,  CEt  les  afymptotes  données  ,  &  a  le 
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point  donne.  Ayant  mené  parce  point  Sautant  de  lignes 
DE  ,  DE,  DE  ,&c.  qu'on  voudra  ,  terminées  par  les 
afymptotes  s  &  ayant  pris  fur  ces  lignes  droites  les  parties 
EMt  EM ,  EM ,  &c.  égales  A D  %A  D ,  *A  D  ,  &c  Ra- 
voir chacune  â  la  correlpondante  :  il  eft  clair  *  i°.  Que  *  Art,ioi» 
les  points  M,M,  jW,&c,  feront  à  l'Hyperbole  qui  pailè 
par  le  point  A  ,  lorfque  les  points  E ,  E ,  £ ,  &c.  tombent 
au  delïous  du  centre.  i°.  Que  ces  Hyperboles  ont  pour 
afymptotes  les  droites  CD  ,  CE.  Faifànt  donc  palfer 
par  tous  les  points  il/,  M ,  Jlf  ■ ,  &c.  qui  tombent  dans 
l'angle  fait  par  les  afymptotes ,  une  ligne  courbe ,  &  par 
les  autres  points  M  ,  M  ,  M  ,  &c.  qui  tombent  dans  l'an- 
gle* oppofe  au  fommet  à  celui  ci ,  une  autre  ligne  cour- 
be }  ces  deux  lignes  feront  les  deux  Hyperboles  oppofees 
qu'on  demande. 

Seconde  Manière. 

Soient  les  lignes  A  a  ,  Bb ,  les  deux  diamètres  conju.  F  ic,  <$o. 
gués  donnés,  entre  lefquels  Aae(i  le  fécond.  Ayant 
pris  furie  premier  demidiametre  c B  prolongé  indéfi- 
niment du  côté  de  i?,  de  pentes  parties  CE^EE^E£t 
&c.  égales  entr'elles ,  autant  &  de  telle  grandeur  qu'on  * 
voudra  ,  on  mènera  par  celui  des  poims  E  ,  qui  eit  le 
plus  proche  du  centre  C,  la  ligne  E  P  parallèle  à  BA  y. 
&  on  prendra  fur  le  fécond  diamètre  Au  de  part  &  d'au- 
tre du  centre  C, autant  de  petites  parties  c  P%  PP^  PP, 
&c.  toutes  égales  â  c  P,  qu'il  y  a  de  petites  parties  CE, 
&c.  Ayant  tiré  c  D  perpendiculaire  &  égale 
à  CB  y  on  mènera  par  tous  les  points  1\  />,  />,  &c ,  des- 
parallèles  JUPJW  ,  A/ /M/,  MPM  ,  &c.  au  premier  dia- 
mètre 2?£,  fur  chacune  defqueJles  on  prendra  de  parc 
&  d'autre  du  point  P  ,  des  parties     Af ,  />  M  ,  égales 
chacune  à  fa  correfpondante  E  D.  Je  dis  que  les  deux  lu 
gnes  courbes  qui  paire nt  par  tous  les  points  M  ainfi  trou- 
vés ,  feront  les  deux  Hyperboles  oppofées  qu'on  de> 
mande. 

Cai  nommant  les-  données  CA ,  t  i  cb  ou  CD rc,ô& 
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les  indéterminées  CP,  x  >  P  M  yy  }      triangles  fero- 
blables  C  A  B  ,  C  P  E  %  donneront  cette  proportion 
CA  (t).  C  B  (r)  ::  CP  (x).  C£=-!i.   Et  à  caufe  du 

triangle  £>  C  D  rectangle  en  C,  (en  imaginant  chaque 
hypothenufe  ED  qu'on  a  omife  de  peur  de  confufion 

dans  la  figure  )  le  quarré  £D*ou  VM  {yy)  =  Ct.%*{  rl^t  ) 

»  Art.$i.&  -+-C~D{cc).  La  ligne  P  M  fera  donc  *  une  ordonnée 
118.  au  fécond  diamètre  A  a  ,  qui  a  pour  conjugué  le  pre- 
mier Bb  j  &  comme  cette  démonftration  convient  à 
toutes  les  lignes  P  M  ,  puifque  chaque  C  P  eft  toujours  à 
la  correlpondante  C£,  en  la  raifon  de  à  c/J  ;  il 
s'enfuit  &c. 

F 1  c  61,       Lorfque  les  diamètres  conjugues  A  a ,  2?     font  égaux 

•  Zfc/.  16.  cntr'eux  >  c'eft  a  dire*,  lorfque  les  Hyperboles  qu'on  de- 

mande font  equilaxeres  ^  la  conftru&ion  devient  beau- 
coup plus  aifée.  Car  ayant  mené  CD  perpendiculaire  & 
égale  à  CA ,  &  tiré  par  un  point  quelconque  P  du  dia^. 
mètre  Aa,  une  parallèle  M  P  M  nu  premier  diamètre 
B  h  j  il  n'y  aura  qu'à  prendre  fur  cette  ligne  de  part  & 
d'autre  du  point  P ,  les  parties  P  M ,  PJlf,  égales  cha- 
cune à  T'Z).  pour  avoir  deux  points  des  Hyperboles  op- 
pofées. Car  ï  caufe  du  triangle  PCD  rectangle  en  f  (en 
imaginant  chaque  hypothenufe  P  D)  on  aura  toujours 

PD  omPM  aaCP  -t-CD  ou  c  ^  s  Et  partant  la  ligne 

*  Art.  117,  P  M  fera  **une  ordonnée  au  fécond  diamètre  Aay  qui  a 

pour  conjugué  le  premier  B  b  qui  lui  eft  égal. 

D  E'  F  I  N  I  T  I  O  N. 

Pic.  61.  Soient  deux  Hyperboles  oppofées  AM,am^  qui 
ayent  pour  premier  axe  la  ligne  Aa,  &  pour  fécond 
axe  la  ligne  Bb  j  &  foient  deux  autres  Hyperboles  oppo- 
fées BS>  bst  qui  ayent  au  contraire  pour  premier  axe 
la  ligne  Bb  ,  &  pour  fécond  axe  la  ligne  A  a  :  ces  deux 
nouvelles  Hyperboles  BS,bs>  font  appellées  Conjugues 
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«ira deux  premières  A M^am  ^Sclts quatre enfemble font 
appellées  Hyperboles  conjuguées, 

s 

Co  ROLLAI&E.  . 

I52-  Il  eft  clair  que  les  lignes  BaxAbt  font  paral- 
lèles }  puifque  les  droites  A  a ,  terminées  par  ces  li- 
gnes ,  s'entrecoupent  »  en  deux  également  au  point  C.  »  Dcf.d..& 
D'où  il  fuit ,  lelon  la  définition  iic.  que  l'Hyperbole  BS  j# 
conjuguée  à  ^  M  ,  a  pour  l'une  de  Tes  afymptotes  la  ligne 
CG  alymptote  de  l'Hyperbole  A  M  j  &  pour  l'autre,  la  li- 
gne Cg  autre  afymptote  de  l'Hyperbole  A  M  indéfini- 
ment  prolongée  du  côté  C  :  puifque  ces  deux  lignes 
paflent  par  le  centre  C  j  6c  font  les  parallèles  aux  deux  droi- 
tes B  a ,  B  A  y  menées  de  l'extrémité  B  du  premier  axe 
B  b  de  l'Hyperbole  BS  aux  deux  extrémités  A  ,a ,  du  fé- 
cond. Il  eft  donc  évident  que  les  deux  droites  c  G ,  Cg, 
parallèles  à  ^i? ,  indéfiniment  prolongées  de  part 
&  d'autre  du  centre  C,  font  non  feulement  les  afymptotes 
des  Hyperboles  oppofées  A  M ,  a  m  j  mais  auffi  des  deux 
autres  B  S ,  bs,  qui  leur  font  conjuguées. 

PROPOSITION  XVI. 

Thcoicrae, 

S  i  ^"fl  mené  par  un  point  quelconque  H  d'une  ajymp- 
tote  C  G  commune  aux  deux  Hyperboles  AM,  BS,  une  pa- 
rallèle M  S  i  l autre  afymptote  C  g }  /V  qu'elle  rencontrera 
ces  deux  Hyperboles  en  des  points  M ,  S ,  qui  font  également 
éloignés  de  part  &  d'autfe  du  point  H. 

Car,  i°.  La  ligne  M  S  rencontrera  *  chacune  des  H  y-  *  Art,  104: 
perboles  A  M ,  B  S,  en  un  point.  i°.  A  caufe  de  l'Hy- 
perbole A  M  ,  le  redangle  *  CH  *  HM=CG  *  G  A  s  &  +  Art.\t>u 
â  caufe  de  l'Hyperbole  BS,  le  redangle  C/f«  S=> 
CG  *  G  B,  Donc ,  puifque  *  G  £  s.  C  A  ,  il  s'enfuit  que  *  Art,  88. 
CH*  HS  =  CH*  H  Mi  Et  qu'ainfi  H  S=H  M.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer, 

L  iij 


S  6  LlVUB  Thoisii'mi. 

Corollaire  L 

ï34#  S  i  l'on  mené  des  points  A/,  S,  des  deux  Hyu 
perboles  A  M \  B  S  >  les  diamètres  Ai  Cm ,  S  Cj,  terminés. 
*-*4rr.  114.  par  les  deux  autres  Hyperboles  am^bi  j  il  eft  clair  *  que 
le  diamètre  S  s  fera  Le  lecond  diamètre  conjugué  au  pre- 
mier M  m  des  deux  Hyperboles  oppolees  A  M  ,  a  m  -y  6c. 
réciproquement  que  le  diamètre  M  m  fera  le  fécond  dia- 
mètre conjugué  au  premier  S  s  des  deux  Hyperboles  op. 
pofeesi?6 ,  bs.  D'où  l'on  voit  que  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques  Mm,  Sj,de  deux  Hyperboles  op- 
polees AM^am,  font  aufii  deux  diamètres  conjugues 
des  deux  autres  Hyperboles  BS  ,  bs,  qui  leur  font  con- 
guées  j  avec  cette  différence  que  le  premier  diamètre  Mm 
devient  le  fécond  ,  &  qu'au  contraire  le  fécond  S  s  de- 
*    vient  le  premier. 

Corollaire  II. 

135  •  De  la  il  eft  manifefte  que  les  Hyperboles  con- 
juguées BS  ybs  ,  aux  deux  A  M  yamy  pa  lient  par  les  ex- 
trémités S de  tous  les  féconds  diamètres  Ses  de  ces 
Hyperboles  :  &  réciproquement  que  les  Hyperboles^/ A/, 
a  m ,  patient  par  les  extrémités  Al ,  m ,  de  tous  les  féconds 
diamètres  M  Cm  des  deux  Hyperboles  B  S ,  bs ,  qui  leur, 
font  conjuguées. 
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LIVRE    Q.U  A  T  R  I  E  M  E. 

Des  trois  Setfions  Coniques. 

De' FINITION. 

ON  entend  par  le  ternîe  gênerai  de  Section  Conique, 
chacune  des  trois  lignes  Courbes  dont  l'on  vient 
de  parler  dans  les  Livres  précedensi  fçavoir,  la  Parabole^ 
YEliipfe  y  Y  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées, 

PROPOSITION  I. 
Théorème. 

* 

S  r  par  F  extrémité  A  d'un  diamètre  quelconque  A  a  Via. 
d'une  Ettipfe ,  ou  d'un  premier  diamètre  A  a  d'une  Hyperbo- 
le ,  l'on  mené  une  parallèle  A  G  à  fes  ordonnées  PM,^«;  fait 
égale  a  fin  paramètre  j  &  qu'on  tire  de  ?  autre  extrémité  a ,  la 
droite  a  G,  qui  coupe  en  O  une  ordonnée  quelconque  P  M  pro- 
longée s'il  efi  necejfaire  :  je  du  que  le  quarrè  de  l'ordonnée  P  M 
eft  égal  au  rettangle  de  A  P  par  P  O. 

//  faut  prouver  que  P~M*  **>AP»PO. 

Selon  les  articles  41  &  j  j.  du  fécond  Livre  ,  81.  &  118. 

du  troifiéme  ,  on  aura  A  a.  A  G  ::  A  P*  P  a.  P  M  '.  Or 
à  caufe  des  triangles  femblables  aAG,  a  POy  il  vient 
*Aa.  A  G  ::  P  a.  PO  ::  A  P*  P  a,  APnPQ.  Donc 

P~M  u*AP*PO.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

CO  ROLlAlREt 

137-  De- là  il  eft  évident  que  le  quarré  d'une  or- 
donnée quelconque  V  M  â  un  diamètre  A  a  ,  eft  toû>- 
jours  moindre  dans  l'Ellipfe ,  &  toujours  plus  grand  dans 
l'Hyperbole,  que  le  rc&anglc  fait  du  paramètre  A  G 


t 

8S  Livre  Q,uatme'wb. 

par  la  partie  *A  P  de  ce  diamètre ,  prife  entre  fon  origi- 
ne  ou  extrémité  A ,  &  la  rencontre  P  de  l'ordonnée  ;. 
+Art.  7.  &  au  lieu  que  dans  la  Parabole  *  ils  font  égaux.  Oi  c'eft  i 
*°-  caufe  de  cette  propriété ,  que  Apollonius ,  furnommé  le 

F  i  g.  6$»  Grand  Géomètre ,  a  impofé  aux  Sections  Coniques  les  noms 
que  nous  avons  marqués  :  car  il  a  voulu  donner  à  enten- 
dre par  celui  de  Parabole  ,  la  ju (telle  ou  exactitude  5  par 
celui  d'Eûipfê ,  le  défaut  ou  manquement  j  &  par  celui 
d'Hyperbole  y  l'excès  qui  fe  trpuve  dans  la  comparai  fan 
des  quarrés  des  ordonnées  P  M  avec  les  rectangles  cor> 
refpondans  A P*AG. 

PROPOSITION  II. 

Théorème. 

Fie.  66.  &      !3^»  Dans  une  Ellipfe  tout  diamètre  Aâ,^  dans  Us 
C7*     Hyperboles  oppofèes  tout  premier  diamètre  A  a  efi  dtvife  en 
deux  également  par  le  centre  C ,  &  ne  rencontre  la  Section 
au' en  deux  points. 

On  a  démontré  cette  Propofition  dans  les  articles  50 
du  fécond  Livre  ;  96  &  103  du  troifiéme. 

♦ 

PROPOSITION  III. 
Théorème. 

I$9*  I  L  ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  tangente  L  A  L  qui 
paffe  par  un  point  donné  A  fur  une  Sefiion  Conique, 

Cette  Propofition  fe  trouve  démontrée  dans  les  arti- 
cles ii  du  Livre  premier  >  56  du  Livre  fécond  }  &  107- 
du  troifiéme^ 

PROPOSITION  IV. 
Théorème» 

Les  tangentes  L  A  L ,  1  a  I ,  qui  paffent  pat  Ut 
axtremuèi  A3  a.,  d'un  diamètre  quelconque  Aune  Eûipfe^oudi 

deux 
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deux  Hyperboles  oppofèes  y  font  parallèles  entrclles. 

Ceci  acte  démontré  dans  les  articles  44  8c  55  du  Li- 
vre fécond  j  8c  uo  du  Livre  troifiéme. 

PROPOSITION  V. 
Théorème. 

. 

141.  U  N  diamètre  quelconque  étant  donné  dans  tEllipfe 
m  dans  les  Hyperboles  oppofèes  j  je  dis  que  la  pojïtion  du  dia- 
mètre qui  lui  eft  conjugué ,  ejl  déterminée  de  manière  qu'il  ne 
feut  y  en  avoir  quune  feule. 

Car  i°.  Si  la  Section  eft  une  Ellipfe  ,  ou  qu'étant  les 
Hyperboles  oppofèes  le  diamètre  donné  Au  foie  un  pre-  .  * 
mier  diamètre  j  il  eft  clair  félon  l'article  56  du  Livre  fé- 
cond ,  8c  la  définition  15e  du  troifiéme  Livre ,  que  fon  con- 
jugué Bb  fera  parallèle  à  la  tangente  LAL  ,  qui  pafle  par 
l'une  de  fes  extrémités  A.  Donc  *8cc.  *Art.%j^h 

i°.  Si  la  Se&ibn  étant  les  deux  Hyperboles  oppofèes,  le 
diamètre  donné  B  b  eft  un  fécond  diamètre  ;  la  chofe  a 
été  démontré  dans  l'article  115  du  troifiéme  Livre. 

Corollaire. 

142.  It  eft  donc  évident  qu'une  Section  Conique 
étant  donnée  avec  un  de  fes  diamètres ,  la  pofition  des 
ordonnées  à  ce  diamètre  ,  fera  déterminée  de  manière 
que  chacune  n'en  peut  avoir  qu'une  feule,  8c  qu'elles  font 
toutes  parallèles  entr'ellcs.  Car  elles  doivent  être  paral- 
lèles dans  la  Parabole  *  à  la  tangente  qui  pafle  par  l'ori-  +  Art.  tu* 
gine  du  diamètre  donné,  8c  dans  les  autres  * Seàions  au  *Dtf.ixt\l. 
diamètre  conjugué  au  diamètre  donné.  £•  14,  III. 

PROPOSITION  VI. 
Theorcme. 

*4J  •  1D  ANS  une  Eûipfe  tout  diamètre  A»,  ^  dont 
Us  Hyperboles  oppofèes  tout  premier  diamètre  A  a  ,  divtfe 
U  Seïtioti  en  des  fartions  A  M ,  a  m  ,  qui  étant  prifes  de  fart 

M 
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&  (t autre  de  ce  Marne tre  dans  des  pofittons  contraires  y  font 
parfaitement  femblables  &  claies  entr  elles. 

Car  ayant  pris  lur  le  diamètre  *A  a  (  prolongé  lorfqu'il 
s'agit  des  Hyperboles  oppolees,)  de  part  &  d'autre  du 
centre  C  deux  parties  quelconques  C1J ,  cpt  égales  en- 
»^rr.4j.çj.  tr'elles  j  &  mené  de  part  &  d'autre  les  ordonnées  1'  M% 
8j  &  118.  ppjj  ^  eft  ciair  que  ces  ordonnée*  font  ♦  égales  entr'elles, 
*  Art.       &  que  les  angles  CPM  ,  Cym,  (ont  *  égaux.  Si  donc 
l'on  conçoit  que  le  plan  Cp  m  feparc  de  celui  qu'on  voie 
ici ,  Toit  place  de  l'autre  côté  du  diamètre  ^ia  dans  une 
pofition  contraire,  en  forte  que  la  droite  cp  tombe  fur 
CP,  &  pm ,  fur  PM  \  il  eft  vjfible  que  le  point  a  tombe- 
+  Art,  ij8.  ra  *  fur  le  point  ^  »  &  le  point  m  fur  le  point  M.  Et 
comme  cela  arrivera  toujours  de  quelque  grandeur  qu'on 
p  utile  prendre  les  parties  c  />,  c/>  ;  il  s'enfuit  que  tous  les 
points  m  de  la  portion  am  ^  tomberont  exactement  fur 
tous  les  points  M  de  la  portion  A  M  i  &  qu'amfi  ces 
deux  portions  fe  confondront  l'une  avec  l'autre.  Ce  qu'd 
falloit  démontrer. 

PROPOSITION  VIL 
Theorcme. 

F,..**.     I4+.  S .  t«  Me  par  ,„,.,*  ^Ico^c  P  d'un 

7°-  7'«  tre  A  a  d'une  Scftion  Commue  (  prolongé  lo>{que  la  Scciion 
étant  une  Hyperbole  ,  cefi  un  premier  diamètre  )  une  paraUt^ 
le  MP  M  aux  ordonnées  à  ce  diamètre  $  je  dis  qu'elle  rencon- 
trera la  Set  lion  en  dtux  points  M  ,  M  ,  également  éloignés  de 
part  &  d  autre  du  point  P ,  &  non  en  davantage  :  Et  récipro» 
quement  que  fi  une  ligne  M  M  terminée  par  une  SeHion  Coni- 
que ,  efi  coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A  a  en  un 
point  P  ,  autre  que  le  centre ,  elle  fera  parallèle  aux  or  donné  ci 
à  ce  diamètre. 

Ceci  a  été  démontré  dans  les  articles  9 , 1 1  &  10  du 
Livre  premier  i  43 , 45  &  55  du  Livre  fécond  }  83 ,  85  U 
118  du  Livre  troifieme. 
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Corollaire  I. 

'45*  D  e  *l  a  il  eft  manifefte  que  fi  une  ligne  quel- 
conque M  M  terminée  par  une  Seâion  Conique  ,  eft 
coupée  en  deux  également  par  un  diamètre  A  a  en  ua 
oint  P  autre  que  le  centre  }  toutes  les  parallèles  à  cette 
gne  terminées  par  la  Se&ion  ,  le  feront  auffi. 

PROPOSITION  VIII. 

Problême. 

!4^-  Une  Scîiion  Conique  étant  donnée  3  en  trouver  un 
diamètre. 

Ayant  mené  deux  droites  M  MyNN>  parallèles  ei> 
tr'elles ,  &  terminées  par  la  Se&ion  ;  on  tirera  par  leurs 
points  de  milieu  Py  ^  une  ligne  droite  A  m  qui  fera  un 
diamètre. 

Car  *  le  diamètre  qui  paflè  par  le  point  P  milieu  de  *  Art.  i+j. 
M  M  ,  doit  auffi  pafler  par  le  point    milieu  de  N  N. 

Corollaire  L 

.   147*  S  1  l'on  mené  en  même  forte  un  autre  diamètre 
quelconque  Dd}\\  eft  clair  que  la  Se&ion  Conique  fera 
une  parabole  *  lorfque  Dd  eft  parallèle  à  A  a  j  une  Ellip-  *Def.y,  L 
£e  *  lorfque  D  d  rencontre  A  a  au  dedans  de  la  Section  ,  &  •  Defi9t  II. 
enfin  une  Hyperbole* ou  les  Hyperboles  oppofées  lorf-  •D/fi^lU* 
que  les  diamètres  Dd3  Aa^  fe  rencontrent  en  un  point  C 
hors  de  la  Section  s  &  dans  ces  deux  derniers  cas  que  le 
point  de  rencontre  C  eft  le  centre.  Cela  eft  une  fuite  des 
définitions  des  diamètres  de  ces  trois  lignes  courbes. 

Lorfque  i'Ellipfe  eft  donnée  toute  entière ,  il  fuffit  pour 
avoir  le  centre  de  mener  un  diamètre  A  a  s  car  fa  gran- 
deur étant  déterminée  _par  la.rencoTJtwetië  1'£lîip/ê  ,»il 
n'y  a  *  qu'à  le  di  vifêr  par  le  milieu  en  C.  Il  en  eft  de  même  *  Art.  j©. 
lorfque  *  les  Hyperboles  oppofées  lont  données.  +Art.  9& 

Mij 
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COHOLLAIHE  II. 

148.  Delà  il  fuit  qu'une  Se&ion  Conique  étant 
donnée,  avec  un  point  O  fur  le  même  plan,  on  peut  tou- 
jours mener  un  diamètre  Dd  qui  paflc  par  ce  point  Car 
il  ne  faut  dans  la  Parabole  que  mener  par  le  point  donné, 
O  une  parallèle  Dd  à  un  diamecre  quelconque  a  i  & 
dans  l'Ellipfe,  ou  dans  l'Hyperbole  ,  ou  dans  les  Hyper- 
boles oppoiées ,  une  ligne  droite  D  d  qui  pafîe  par  le 
point  donné  o ,  &  par  le  centre  C  que  l'on  aura  trouvé 
par  le  Corollaire  précèdent. 

CûROLLA  I  A  E  III. 

14-9-  De  la  il  eft  évident  qu'une  ligne  droite  MMy 
ne  peut  rencontrer  une  Se&ion  Conique  qu'en  deux 
points  M ,  M  i  &  jamais  en  davantage.  Car  fi  l'on  mené 
par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  M  M  un  diamètre 
*4a,  il  eft  clair  félon  l'article  144,  qu'elle  fera  parallèle 
aux  ordonnées  à  ce  diamètre ,  d'où  il  fuit  félon  le  même 
article  qu'elle  ne  peut  rencontrer  la  Se&ion  qu'aux  deux 
points  M ,  M. 

Si  la  ligne  droite  palïbit  par  le  centre  C  $  oh  auroit  re- 
cours à  l'article  138.  où  cela  a  deja  été  démontré. 

C  O  AOL  L  A  I  A  E  IV. 

J5°«  Une  Ellipfe  ou  une  Hyperbole  70  )  étant 
donnée  i  trouver  deux  de  fes  diamètres  conjugués  ^iay 
Bbh  &c  de  plus  mener  les  afymptotes  CG ,  C& ,  lorfquc 
c'eft  une  Hyperbole. 

Ayant  trouvé  un  diamètre  si  a  par  le  moyen  des  deux 
parallèles  M  M  ,  NN ,  &  mené  par  le  centre  C  une  pa- 
»  Def.ixy\\.  Tallele  Bb ,  à  ces  deux  lignes  :  il  eft  clair*  que  les  diame- 
&  14..IIL  très  si a ,  Bb,  feront  conjugués  i  puifque  les  lignes  MMy 
^^  eta'rît'Trtmp^es  eft  deux  également  par  le  diamètre 
•Aru  144.  ^ a  aux  points  I\      feront  *  ordonnées  de  part  &  d'au- 
ire  à  ce  diamètre. 
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Maintenant  pour  mener  (fy.-jo.)  les  afymptoces  CG, 

Cg  jon  fera  AP*  P  a.  P  Al  ::  C  ^i*.  C B%  ou  c  b  .  ou 
(ce  qui  eft  la  même  chofe)  comme  la  moyenne  propor- 
tionnelle entre  A  P ,  P  a ,  eft  à  PM ,  de  même  c  ^  eft  à 
CB  ou  cb.  Et  ayant  tiré  les  droites  AB ,  >4£,on  leur 
mènera  par  le  centre  C  les  parallèles  indéfinies  Cg,  CG, 
qui  feront  les  afymprotes  cherchées.  Car  il  eft  clair  que 
2?£fera»la  grandeur  du  fécond  diamètre  conjugué  au  *Art%%\.& 
premier  Aa:>  &  le  refte  eft  évident  félon  les  définitions  n«. 
>43  &  i+  du  troifiéme  Livre. 

PROPOSITION  IX. 
Problême 

NE  Section  Conique  étant  donnée \avec  un  de  fesdia- 
ïnetres  A  a  h  trouver  la  fofitton  des  Ordonnées  P  M  àjce  diamètre. 

Ayant  mené  deux  paraJIelesau  diamètre  donné  Aa%  Fig.68.6?, 
qui  en  foient  également  éloignées  de  part  &  d'autre,  &      70- 7«* 
qui  rencontrent  la  Se&ion  en  des  points  M ,  Af  }  je  dis 
que  la  ligne  M  M  qui  coupe  le  diamètre  donné  au  point 
j* ,  eft  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre ,  pour, 
vû  que  le  point  V  ne  tombe  point  fur  le  centre, 

Car  par  la  conftru&ion  la  ligne  M  M  fera  coupée  en 
deux  également  par  le  diamètre  A  a  au  point  P  -,  &  par 
<onféquent  elle  fera*  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  *Art.'m. 
diamètre. 

On  peut  toujours  par  cette  manière  trouver  la  po  fi  ri  on 
d'une  ordonnée  P  M  à  un  diamètre  dorme  A  a.  Car  i°. 
Dans  la  Parabole  &  l'Hyperbole  (y%  68 .  &  70.  )  lorfque 
le  diamètre  donné  A  a  eft  un  premier  diamètre  •>  il  eft 
clair  qu'à  quelque  diftance  qu'on  mené  de  part  &  d'au- 
tre les  deux  parallèles  au  diamètre  Aa,  elles  rencon  *Srt.to.io. 
treront  chacune  la  Section  en  un  point  M  -y  poifque  *  la  8+.  &  u8. 
Se&ion  s'éloigne  toujours  déplus  en  plus  à  l'infini  du  dia- 
mètre A  a.  20.  Dans  l'Ellipfe  (  /%.  69.  ) ,  &  dans  les  Hy- 
perboles oppofées  (;%.  71  )  lorfque  le  diamètre  donne 

M  iij 
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A  a  eft  un  fécond  diamètre  :  il  eft  clair  qu'on  peut  tou- 
jours mener  deux  parallèles  de  part  6c  d'autre  du  dia- 
mètre A  <i  y  qui  coupent  la  Seâion  chacune  en  un  point 
M y  en  forte  que  la  ligne  M  M  rencontre  le  diamètre 
donné  A  a  en  un  point  P  autre  que  le  centre  j  puiique 

•  Art.  44.  dans  l'Ellipfe  *  les  ordonnées  du  diamètre  A  a  vont  toû- 

SS'       jours  en  diminuant  depuis  le  centre  c  jufqu'en  A ,  & 

•  An.  84.  qu'au  contraire  dans  les  Hyperboles  oppofces  *  elles  vont 
<**  "S.      toûjours  en  augmentant  a  mefure  qu'elles  s'éloignent  du 

centre  C. 

Corollaire  L 

J52-  Delà  on  tire  (/g- 68,69,70.)  une  nouvelle  ma- 
nière de  mener  une  tangente  par  un  point  donné  A  fur 

•  An.  148.  une  Secfcion  Conique  d«fflnée.  Car  *  ayant  mené  par  ce 

point  un  diamètre  Aa>  &  trouvé  une  double  ordonnée 
*yfrM©,to,  m  P  M  a  ce  diamètre  \  il  eft  clair  *  que  fi  l'on  mené  par 

îiB&'èlf.  'c  Poinc  ^  une  Para^e  a  M  M  >  e^c  ^era  tangentc 
ii,  IL  en 

7»  m-  C  O  R  O  L  L  A  I  R  E     1 1. 

153*  D  £>  l  a  on  voit  encore  comment  une  Ellipfeoa 
les  Hyperboles  eppofées  (7%.  69 , 70 , 71.)  étant  données 
avec  un  de  leurs  diamètres  quelconques  A  a  y  on  peut 
trouver  le  diamètre  2?£  qui  lui  eft  conjugué.  Car  il  n'y. 
a  qu'à  mener  par  le  centre  C  une  parallèle  B  b  aux  or- 
données à  ce  diamètre. 

Ou  bien  }  foit  Bb  le  diamètre  donné,  &  qu'il  faille 
trouver  fon  conjugué  A  a.  Ayant  tiré  MM  parallèle  à  B  b 
&  terminée  par  la  Seclion ,  on  mènera  par  (on  point  de 
milieu  P ,  &  le  milieu  C  de  B  b ,  le  diamètre  cherché 


Corollaire  III. 

154.  u  ne  Hyperbole  MAM  (jfg.70  )  étant  donnée,, 
avec  un  de  fes  féconds  diamètres  Bb  de  pofition  $  en  ter- 
miner la  grandeur ,  Ôc  trouver  en  même  temps  la  pofitioa 

<k  les  ordonnées.. 
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On  cherchera  le  premier  diamètre  Aa  conjugué  au 
iècond  Bb  ,  par  le  moyen  de  la  féconde  manière  du 

Corollaire  précèdent  -t  &  ayant  fait  AP*P  a,  PM  ::  *  Art.  gu 

C A  .  CB  ou  cï\  Il  eft  clair  *  que  B  b  fera  la  grandeur 
du  fécond  diamètre  B  b ,  U  que  fes  ordonnées  feront  pa- 
rallèles au  diamètre  A  a. 

PROPOSITION  X. 

Problème. 

If5*  D'un  point  donné  T  hors  une  SeB ion  Conique  don-  Fio. 71.71, 
nie ,  mener  deux  tangentes  TM,TM,/»  cette  SeHion.  74. 

Pour  la  Parabole. 

Ayant  mené  (fig.  71.)  par  le  point' donné  T  •  un  dia-  »  Art.  14S. 
mètre  qui  rencontre  la  Parabole  au  point  A  ,  &  pris  fa 
partie  A  P  égale  à  AX\on  tirera  par  le  poinjc  P  *  une  »  vtfrr.  151. 
parallèle  aux  ordonnées  qui  rencontrera  *  la  Parabole  *  Art.  144. 
en  deux  points  MyMi  par  lefquels  &  par  le  point  don-  *  Art.  xx. 
né  T  on  tirera  les  droites  T  M  >TM  ,  qui  feront  *  les  &  *$. 
tangentes  cherchées. 

Pour  l'Ellipse, 

Ayartf  mené  (fig.  73.  )  par  le  point  donné  T  *  le  dia-  *  Art,  14S. 
mètre  Aay  &  pris  C  i*  troifiéme  proportionnelle  à  C7*, 
}  on  mènera  par  le  point  P %  une  parallèle  aux  or. 
données  qui  rencontrera  »  l'EIlipfeen  deux  points  MyM }  •  Art.  144. 
par  lefquels  &  par  le  point  donné  T  on  tirera  les  droites 
T  M ,  7*  M ,  qui  feront  *  les  tangentes  cherchées.  *  Art.  s7. 

&  fS. 

Pou*  l'Hyperbole  &  les  Hyperboles  opposées. 

Ayant  mené  [fig.  74.)  par  le  point  donné  7*,*  le  diame-  »  Art.  14g. 
tre  Âaydoot  on  déterminera  la  grandeur  ¥  s'il  eft  un  *  yfr/.  154. 
fécond  diamètre  ;  on  prendra  c  p  troifiéme  proportion- 
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nelle  à  CTy  c     (du  même  côte  du  point  donne  7\, 
par  rapport  au  centre  y  lorfque  te  point  tombe  dans  l'unu 
des  angles  faits  par  les  afymptotes  t  6c  du  tore  oppofc,, 
lorfqu'il  tombe  dans  l'un  des  angles  à  cote)  :  6c  l'on  nie- 
nera  par  le  point  P  une  parallèle  aux  ordonnées  qui  ren- 

*.Arr.i^.  contrera  *  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofees  en 
deux  points  M ,  M  j  par  lefquels  6c  par  le  point  donne 

*Art.iu,  T,  on  tirera  les  droites  T  M  yT  M  ,  qui  feront  *  les  tan-, 
gentes  cherchées. 
Si  le  point  donné  tomboit  fur  le  centre  C,  les  deux, 

•Art.  108.  tangentes  feroient  alors  *  les  afymptotes  CG  ,  Cg,&  on 
lesrireroit  comme  l'on  a  enfeigne  dans  l'art.  150.  Et  enfin 
fi  le  point  donné  tomboit  fur  une  afymptote  comme  en  S, 
on  tireroit  par  le  point  H  milieu  de  CS y  une  parallèle 

•^rf.104.  H  M  à.  l'autre  afymptote  CG,  laquelle  rencontreroit  * 
l'Hyperbole  en  un  point  M  ,  par  où  &  par  le  point  don- 

♦  Art.  io>  né  5,  on  tireroit  une  droite  S  M  qui  feroit  *  une  des  tan- 
gentes cherchées  j  &  l'autre  lèroit  l'afymptote  même 
lur  laquelle  fe  trouve  le  point  donné  S. 


Corollaire  I, 


C 


o  m  m  e  la  ligne  M  PM  parallèle  aux  ordonr 
•virM+4.  nées  rencontre  toujours*  la  Se&ion  en  deux  points 

M  ,  également  éloignés  de  part  &  d'autre  du  point  P% 
&  non  en  davantage  5  il  s'enfuit  qu'on  ne  peut  mener 
d'un  point  donné  7*  hors  une  Sedion  Conique  que  les 
deux  tangentes  T  M ,  T  M.  D'où  il  eft  évident  que  le 
diamètre  qui  patTe  par  le  point  de  rencontre  T  de  deux 
tangentes,  coupe  par  le  milieu  en  P  la  ligne  MM  qui 
joint  les  points  touchans  ;  &  réciproquement  que  le  dia- 
mètre qui  coupe  par  le  milieu  en  P  une  ligne  droite  MM 
qui  joint  les  points  touchans  de  deux  tangentes  MT> 
MTi  pafle  par  leur  point  de  rencontre  T. 


Cojblol.  II. 
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Corollaire  II. 

J57  Toutes  les  tangentes  de  la  Parabole  (yfg. 
71.)  fe  rencontrent  deux  à  deux,  étant  prolongées  au- 
tant  qu'il  eft  neceftaire.  Car  fi  l'on  joint  deux  points  tou- 
chans  quelconque*  M \  M par  une  ligne  droite ,  &  qu'a- 
près i 'avoir  coupée  par  le  milieu  en  /*,  on  prenne  Jur  le 
diamètre  qui  palle  par  ce  point ,  &  qui  rencontre  la  Pa- 
rabole en  A  y  la  partie  A  T  égale  à  A  P  -,  il  eft  clair  que 
les  deux  tangentes  M  T,  MTy  qui  partent  par  les  points 
MyMyk  rencontreront  en  ce  point  7". 

à 

Corollaire   II L 

l$o\  I  l  eft  encore  évident  (/g.  74.  )  que  toutes  les 
tangentes  d'une  Hyperbole  fe  rencontrent  deux  à  deux , 
étant  prolongées  autant  qu'il  eft  neceflaire  j  &  toujours 
au  dedans  de  l'angle  fait  par  les  afymptotes.  Car  fi  l'on 
joints  deux  points  touchans  quelconques  Af,  iW,par  une 
ligne  droite  ,  Se  qu'après  l'avoir  coupée  par  le  milieu  en 
P ,  on  prenne  fur  le  diamètre  qui  pafte  par  ce  point  Se 
qui  rencontre  l'Hyperbole  en  A ,  la  partie  CT  troilieme 
proportionnelle  à  CP>  C  A  ;  il  eft  clair  que  les  deux 
tangentes  MT ,  MT>  fe  rencontreront  en  ce  point  7~, 
lequel  fera  toujours  *  au  dedans  de  J'angle  fait  par  les  *  jfrt.  103, 
afymptotes  ,  puifque  je  demi-diametre  CA  tombe  au 
dedans  de  cet  angle. 

Corollaire  IV. 

1$9*  Toutes  les  tangentes  d'une  Ellipfe  ou  des 
Hyperboles  oppofées  (/g.  73.  74.)  fe  rencontrent  deux  à 
deux  *lorfquela  ligne  qui  joint  les  deux  points  touchans 
ne  pafle  point  par  le  centre  :  fijavoir,  celles  de  l'Ellip/ë 
du  même  côté  du  centre  par  rapport  à  cette  ligne  ,  & 
celles  des  Hyperboles  oppofées  de  l'autre  côte.  Cela 
fè  prouve  par  le  moyen  de  la  Propofition  cy-deflus, 

N 
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comme  l'on  vient  de  faire  voir  dans  les  deux  Corollaires 
précedens. 

PROPOSITION  XI. 
Problême. 

160.  \J  n  E  Scff.'on  Conique  étant  donnée ,  en  trouver  un 

diamètre  qui  jajj'c  de  part  ou  £  autre  avec fes  ordonnées  des  an- 
g/es  égaux  à  un  an^lc  donné. 

Pour  la  Parabole. 

*  Art.  146.  Ayant  trouvé  *  un  de  fes  diamètres  A  P>  on  mènera 
F1e.75.76.  Par       oriSme^>  la  ligne  ^/iV,  qui  faiîe  avec  AP  de 

*  part  ou  d'autre  l'angle  PAN  égal  à  l'angle  donné,  & 
qui  rencontre  la  Parabole  au  point  N.  Ayant  divife  AN 
par  le  milieu  en  0  y  &  tiré  O  M  parallèle  à  A  P  i  je  dis 
que  la  ligne  MO  eft  le  diamètre  qu'on  cherche. 

Car  i°.  Tous  les  diamètres  d'une  Parabole  devant 
être  parallèles  entr'eux  ,  félon  la  définition  feptieme  du 
premier  Livre,  il  s'enfuit  que  MO  fera  un  diamètre  j 
puifque  A  P  en  eft  un. 

i°.  La  ligne  AN  terminée  par  la  Parabole  étant  cou- 
pce  en  deux  parties  égales  par  le  diamètre  MO ,  elle  lui 

*  Art.\\^.  fera  *  ordonnée  de  part  &  d'autre. 

3°.  A  caufe  des  parallèles  M  O ,  A  P  y  l'angle  MOA 
que  fait  le  diamètre  MO  avec  fon  ordonnée  OAy  fera 
égal  à  l'angle  PA  N  qui  a  été  fait  cgal  à  l'angle  donné. 
Donc  &c. 

Si  l'angle  donné  eft  droit ,  il  eft  manifefte  que  le  dia- 
»  Art.  xj.  mètre  MO  qu'on  trouvera  par  cette  méthode  fera  *  l'axe 
de  Parabole. 

Pour  les  autres  Sections. 

•Art.  14*.     Ayant  trouvé  *  un  de  leurs  diamètres  Aa,&  décric 
Fie.  77.78.  fur  ce  diamètre  de  part  ou  d'autre  un  arc  de  cercle  ANa 
79.80.  capable  de  l'angle  donné  ou  de  fon  complément  â  deux 
droits  -,  on  mènera  du  point  N  où  il  rencontre  la  Sec. 
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rion  aux  deux  extrémités  A  y  a  y  du  diamètre  A  a  ,  les 
lignes  NAy  Naipâr  les  milieux  defquelles  O,^,^  par 
Je  centre  C,on  tirera  deux  diamètres ,  Mm%  S  s.  Je  dis 
que  chacun  de  Tes  diamètre*  fera  de  part  ou  d'autre  avec 
lis  ordonnées  des  angles  égaux  à  l'angle  donné. 

Car  la  ligne  A N  terminée  par  la  Section ,  étant  cou. 
pée  en  deux  également  au  point  O  par  le  diamètre  Mmy 
elle  fera  *  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre.  *Art.\^ 
Or  le  diamètre  Mm  eft  parallèle  à  la  ligne  Na ,  puilqu'il 
divife  par  le  milieu  aux  points  C ,  O ,  les  lignes  A  a ,  .^iV  j 
&  partant  l'angle  mOA  que  fait  le  diamètre  avec 
fon  ordonnée  AO ,  fera  égal  à  l'angle  A  Nay  qui  par  la 
conftru&ion  eft  égal  à  l'angle  donné ,  ou  à  fon  complé- 
ment à  deux  droits.  On  prouvera  de  même  que  le  diamè- 
tre S  s  fait  avec  fon  ordonnée  £^ATun  angle  égal  à  l'an- 
gle donné  ,  ou  à  fon  complément  à  deux  droits.  Donc 
&c. 

Il  eft  vifible  i°.  Que  le  diamètre  Ss  eft  *  conjugué  au  *Def.nM. 
diamètre  Mm  j  puifqu'il  eft  parallèle  à  fon  ordonnée  &  M*  ni. 
O  jy.  i°.  Que  les  diamètres  conjugués  Mm,  S  s  ,  devien- 
nent *  les  deux  axes  >  lorfque  l'angle  donné  eft  droit.       *  An.  5S. 

&  118. 

PROPOSITION  XII. 
Problême. 

N  diamètre  d'une  Section  Conique  étant  donné  % 
avec  fon  paramètre ,  &  1<*  po fit  ion  de  fis  ordonnées ,  &  fçachant 
de  plus  fi  c'efi  un  premier  ou  fécond  diamètre  lorsqu'il  s'agit  de 
t  Hyperbole  5  décrire  la  Seiïion  par  une  méthode  uniforme  pour 
toutes  les  trois. 

Première  Manie're. 

f  pour  la  Parabole.   Ayant  trouvé  *  l'axe  A  Ps  fon  ori-  *  Art.  vj, 
gine  A ,  &  fon  paramètre  AO  que  l'on  prendra  fur  l'axe  Fi  g.  81. 
prolongé  du  côté  de  fon  origine  j  on  mènera  par  le  point 
G  une  ligne  droite  indéfinie  D  D  perpendiculaire  à  PG. 

N  ij 
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On  fera  mouvoir  cnfuite  une  ligne  droite  indéfinie  D  Af 
le  long  de  CD  toujours  parallèlement  à  A  G,  en  entraî- 
nant par  fon  extrémité  D  le  côté  DA  de  l'angle  droit 
DAM,  mobile  fur  Ion  fommet  A  autour  de  l'origine 
A  de  l'axe  A  P.  Je  dis  que  l'interfe&ion  continuelle  M 
de  la  ligne  D  M  &  du  côté  A  M %  décrira  dans  ce  mou- 
vemenrla  Parabole  qu'on  demande. 

Car  menant  M P  perpendiculaire  à  l'axe ,  les  trian- 
gles reclangles  A  G  D  ,  M PAy  feront  femblables  j  puif- 
que  chacun  des  angles  CAD,  PMA  ,  étant  joint 
à  l'angle  P  A  M  ,  vaut  un  droit.    On  aura  donc  A  G. 

G  D  ou  P  M  :  :  P  M.  A  P.    D'où  il  fuit  que  P  M 

*  Art.  7.    G  A*  A  P  >  &  qu'aintf  PM  eft  une  *  ordonnée  à  l'axe 

A  P. 

On  a  dcja  donné  cette  conftruction  dans  le  Livre  pre- 
mier article  29  ,  d'une  manière  qui  convient  à  tous  les 
diamètres  :  On  ne  la  répète  ici ,'  &  on  ne  lare/traint  à  l'a- 
xe, que  pour  en  faire  voir  la  liailbn  &  le  rapport  qu'elle  a 
avec  celle  qu'on  va  donner  pour  les  autres  Sections. 

Pour  les  autres  Sections.  Ayant  trouve  entre  le  diamè- 
tre donné  &  fon  paramètre  une  moyenne  proportion- 
nelle ,  &  l'ayant  placée  en  forte  qu'elle  fuit  parallèle  aux 
+Def.  ij.  II.  ordonnées  ,  &  coupée  en  deux  également  par  le  centre  i 
&  15.  III.    il  eft  clair  *  qu'on  aura  deux  diamètres  conjugués  j  par  le 

*  An.  64.  moyen  delquels  on  cherchera  *  les  deux  axes,  6c  en- 
^ fuite  le  paramètre  de  celui  des  deux  qu'on  voudra 

dans  l'Ellipfe  ,  &  du  premier  dans  l'Hyperbole.  Cela 
fait. 

Fie.  81.83.  ^n  Pr°lonSera  dans  l'Ellipfe,  &  on  coupera  dans 
l'Hyperbole  l'axe  A  a  en  G  >  en  forte  que  a  G  loit  à  G  A  9 
comme  l'axe  A  a  eft  à  fon  paramètre.  Ayant  tiré  par  le 
point  G  une  perpendiculaire  indéfinie  DD  à  l'axe  Aay 
on  fera  mouvoir  le  point  D  le  long  de  cette  ligne,  en 
entraînant  avec  lui  la  ligne  droite  Du  mobile  autour  de 
l'extrémité  a  de  l'axe  A  a  ,  &  le  côté  D  A  de  l'angle 
droit  DAM  mobile  fur  fon  fommet  A  aurour  de  l'au- 
tre extrémité  A  de  l'axe  A  a.   Je  dis  que  l'interfe&ion 
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continuelle  M  des  lignes  A  M ,    Z>  â  décrira  dans  ce 
mouvement  la  Se&ion  requifê. 

Car  menant  MP  perpendiculaire  fur  l'axe  Aay\cs 
triangles  femblables  a  PM ,  a  G  D ,  donnent  a  P.  PM\\ 
aG.  G  D.  Or  les  triangles  rectangles  AGD ,  MPA^ 
font  femblables  ;  puifque  chacun  des  angles  G  A  T)  j 
P  MA  s  étant  joint  à  l'angle  PA  M  ^  vaut  un  droit  j 
Et  partant  A  P.  PM:-  GD.  G  A.  Si  donc  l'on  mul- 
tiplie les  Antecedens  &  les  Confequens  des  deux  pre- 
mières raifons  ,  par  ceux  de  ces  deux  dernières  j  on 

aura  aP*  PA.  P  M  ::aG  *  G  D .  G  D  *  G  A  :  :  a  G.  G  J  * 
c'eft  à  dire,  comme  l'axe  A  a  eft  à  (on  paramètre.  Donc 
*  &c.  *  Art.  41. 

Il  eft  à  remarquer  que  plus  le  point  Z>  s'éloigne  du  ^  8l* 
point  G  fur  la  ligne  DD  y  plus  l'angle  PaM  augmen- 
te ,  &  plus  au  contraire  l'angle  PA  M  diminue  }  de  for- 
te  que  les  lignes  a  M ,  A  M ,  deviennent  parallèles  dans 
l'Hyperbole,  &  fe  coupent  enfuite  de  l'autre  côté  de  la 
ligne  DDy  où  elles  décrivent  par  leur  interfe&ion  con- 
tinuelle l'Hyperbole  oppofée. 

Si  l'on  conçoit  dans  l'HJIipfe  &  dans  l'Hyperbole  ,  que 
le  point  a  s'éloigne  à  l'infini  du  point  y*,  ou  (ce  qui  eft  la 
même  chofe  )  que  l'axe  Au  devienne  infiniment  grand  j  les 
lignes  GAyDa,  qui  ne  fe  rencontrent  que  dans  l'infini, 
peuvent  être  regardées  comme  parallèles  :  ainfi  cette 
dernière  conftru&ion  retombe  dans  le  cas  de  la  précé- 
dente. C'eft  pourquoi  l'Ellipfe  ou  l'Hyperbole  devien- 
droit  alors  une  Parabole  qui  auroit  pour  paramètre  la  li- 
gne AG  >  &  par  confequent  on  peut  regarder  une  Para- 
bole, comme  une  El  lipfe  ou  une  Hyperbole  dont  l'axe  eft 
infini  :  fçavoir  ,  le  premier  dans  l'Hyperbole,  &  celui  des 
deux  qu'on  voudra  dans  l'Ellipfe. 

Seconde  Manière, 

Pour  la  Parabole.    Soit  un  triangle  ifofcelle  H  A      Fie.  «4. 
dont  l'un  des  côtés  A  H  foit  fitué  iur  le  diamètre  don- 
né A  P  prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre  de  fon 
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origine  A ,  &  l'autre  côte  A  L  fur  la  tangente  indéfinie 
LAL  qui  pâlie  par  le  point  A.  Soit  connue  labafe  H.  L 
fe  mouvoir  toujours  parallèlement  à  elle  même  en  en- 
traînant par  l'une  de  les  extrémités  L  la  ligne  indéfinie 
LM  parallèle  à  A  P>  6c  par  l'autre  extrémité  H  la  li- 
gne H  F  parallèle  à  AL  6c  égale  au  paramètre  donné 
du  diamètre  AP^ laquelle  entraine  aufl]  par  (on  extrémité 
F  la  droite  FA  mobile  autour  du  point  fixe  A.  Je  dis 
que  l'interfecr.ion  continuelle  M  des  deux  droites  FAy 
LM  ,  décrit  pendant  que  la  ligne  H  L  ie  meut  dans 
l'angle  H  A  L  6c  fon  oppofé  ou  fommec  ,  la  Parabole 
M  A  M  qu'on  demande. 

Car  menant  l'ordonnée  MP  au  diamètre  A  Py  les 
triangles  femblables  A  H Fy  A  PM>  donnent  A  H  ou 

AZ  ou  P  M.  H  F  ::  A  P.  P  M  ,  6c  prenant  P  M 
*Art.  7.&  A  Pn  H  F.   Donc  *  &c. 

10*  On  doit  obferver  que  le  point  H  doit  tomber  au  de- 

là de  l'origine  A  du  diamètre  A  P  y  lor/que  les  points 
F ,  L ,  tombent  de  part  &  d'autre  de  ce  diamètre. 

Fie.  Sj  86.  Pour  les  autres  Sections.  La  conftruclion  eft  la  même 
que  pour  la  Parabole ,  à  l'exception  que  la  ligne  L  M 
doit  tourner  autour  de  l'autre  extrémité  a  du  diamètre 
donné  A  a  -,  au  lieu  que  dans  la  Parabole  elie  lui  cil  pa- 
rallèle. On  fuppofe  dans  l'Hyperbole  que  le  diamètre 
donné  eft  un  premier  diamètre  j  car  fi  c'ctoit  un  fécond  v 
on  trouveroit  félon  l'article  115  du  Livre  troifiéme  ,  le 
premier  qui  lui  eft  conjugué  6c  l'on  paramètre. 

Car  menant  MP  ordonnée  au  diamètre  Aa  ,  les 
triangles  femblables  aPM,aAZ,&  A  P  M,A  H  F, 
donnent  a  P.  P  M  a  A.  AL  ou  A  H.  Et  A  P.  PM:: 
AH.  H  F.  Et  partant,  fi  l'on  multiplie  les  Antecedens 
6c  les  Confequens  des  deux  premières  raifons  par  ceux 

des  deux  fécondes ,  on  aura  aP*  PA.  PM  ::  a  A  *-AH. 

*Art.4\.tf,  A  H  *  H  F  :  :  a  A.  HF.   Donc  *  6cc. 

Si.  &  118.  H  faut  ob/erver  que  les  points  H ,  doivent  tomber 
de  part  6c  d'autre  du  point  A  dans  l'Ellipfe  ,  6c  du  même 
côté  dans  l'Hyperbole  ,  lorfque  les  points  i",  Z,  tom- 
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bent  de  parc  &  d'autre  du  diamètre  A  a. 

Corollaire  I. 

162.  J)  e  la  on  voit  comment  un  diamètre  Aa  étant 
donné  avec  une  de  Tes  ordonnées  PM  j  on  peut  trou- 
ver  Ton  paramètre  H  F.  Car  i°.  Dans  la  Parabole  on  Fie.  84. 
prendra  fur  le  diamètre  AP  la  partie  AH  égale  à  PM  j 
&  ayant  tiré  la  ligne  HP  parallèle  à  PM ,  &  terminée 
en  F  par  la  ligne  A  M  tirée  de  l'origine  A  du  diamètre 
par  l'extrémité  M  de  l'ordonnée  j  il  efl:  clair  que  cette 
ligne  H  F  fera  le  paramètre  du  diamètre  A  P. 

i°.  Dans  les  autres  Sections ,  on  mènera  par  l'une  des  Fie  8;.  M. 
extrémités  a  du  diamètre  donné  A  a  la  ligne  a  M  qui 
rencontre  la  tangente  AL,  qui  paflè  par  l'autre  extrémi- 
té A,  au  point  L  s  &  ayant  pris  fur  le  diamètre  A  a  la 
partie  A  H  égale  à  A  L  ,  on  tirera  H  parallèle  à  PM, 
laquelle  rencontrant  en  F  la  ligne  A  M ,  fera  le  para» 
mètre  du  diamètre  A  a. 

Corollaire  II. 

163*  ^)  n  tire  de  la  féconde  manière  qu'on  vient  d'ex- 
pliquer ,  une  méthode  uniforme  &  très-exacte  dans  la 
pratique  de  décrire  une  Section  Conique  par  piufieurs 
points.  La  voici  dans  l'Eliipfè  :  &  elle  fervira  de  Règle 
pour  les  autres  Sections. 

Ayant  pris  fur  la  tangente  AL,  qui  paflè  par  l'une  des  Fie.  87. 
extrémités^  du  diamètre  donné  Aa,  la  partie  AG  éga- 
le à  fon  paramètre,  &  mené  une  parallèle  indéfinie  G  F 
à  Aa  ,  on  tirera  librement  par  le  point  A  autant  de  li- 
gnes droites  A  F \  A  F ,  &c.  qu'on  voudra.  Ayant  pris  fur 
la  tangente  indéfinie  AL,  les  parties  AL  ,  AL  ,  &c. 
égales  aux  correfpondantes  G  F ,  G  F  %  &c.  &  mené  les 
droites  a  L ,  a  L  ,  &c  i  je  dis  que  les  interférions  M,  M , 
&c.  des  droites  correfpondantes  FA,  La,  FA  ,La,  &c. 
feront  des  points  de  l'Ellipfë  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
A  a, pour  tangente  la  ligne  AL  ,  &  pour  paramètre  du 
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diamètre  A  a  la  ligne  A  G.  Cela  elt  vjhble  en  menant 
F  H.  parallèle  à  A  G  ,  &  tirant  la  ligne  /-/Z  par  le  point 
X  correfpondant  au  point  F.    Car  le  triangle  H  A  L 

•  Hjp.      fera  îfjkeiie  *  piufque  *  AL  eit  c^uieà  G>  ou  ^  & 

i^i?  fera  égale  au  paramètre  .lu  diamètre  Au  :  c'eft 
pourquoi  cette  conftrudum  retombe  ,ians  celle  de  la  fé- 
conde des  deux  manières  précédentes. 

Comme  les  lignes  Gt\  A  L ,  deviennent  fort  grandes , 
lorfqu'il  s'agit  de  trouver  de*  points  M  qui  (oient  pro- 
ches du  point  a  j  on  pourra  fè  fervir  ,  pour  trouver  ces 
points ,  de  la  tangente  a  l  qui  patte  par  l'autre  extrémi- 
té a  du  diamètre  A  a  ,  &  de  la  ligne  g/ parallèle  à  Aa% 
comme  Ton  voit  dans  cette  figure. 

Si  l'on  mené  les  ordonnées  M  Py  M Py  &c  parallèles 
à  la  tangente  A  L  ,  &  qu'on  les  prolonge  de  l'autre  côté 
du  diamètre  Au  en  My  jVf,&c.  en  forte  qu'elles  foient 
coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre  -t 

*  jirt>  43*  il  eiï  clair  *  que  ces  nouveaux  points  M ,  M>  &c.  feront 

encore  à  la  même  Ellipfe. 

On  pourroit  fe  fervir  d'une  même  ouverture  de  com- 
pas. G  .F  ou  A  L  pour  marquer  fur  les  lignes  G  F,  + 
autant  de  points  &c,Z,Z,&c,  qu'on  voudra  ; 

car  par  ce  moyen  toutes  ces  petites  parties  étant  égales 
entr'elles  ,  chaque  G  F  feroit  égale  à  la  correfpondantfc 
A  L  i  ce  qui  eft  le  fondement  de  la  démonftration. 

PROPOSITION    XII L 

Théorème. 

Fie.  SS.89.       1^4*  S'i  L  y  *  àeux  droites  MN,  A  rv,  terminées  par 
,  .  90.91.  une  Setiion  Conique ,  h f quelles  fe  rencontrent  en  un  point  P, 

&  qui  foient  parallèles  à  deux  droites  données  de  po fit  ion  -}  je 
dis  que  le  reÙan^le  M  P  *  P  N  fera  toujours  au  reflangle 
A  P  «  P  R.  en  raifon  donnée  en  quelque  endroit  de  la  Seclion. 
que  pu;jfcnt  tomber  les  droites  MN,  A  R. 

1 

Pou  H 
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Poun  là  Parabole. 
Soient  0%.  88.  )  les  tangentes  CB ,  EB  ,  qui  fè  ren- 
contrent au  point  B ,  parallèles  aux  droites  M  N>*A  Ri 

je  dis  que  M  P  *  P  2f.  A  P  *  P  R  :  :  cH*.  £~5\ 

Car  ayant  mené  *  par  le  point  G  milieu  de  MN  le  i+S. 
diamètre  CG,  &  tiré  par  Ton  origine  c  la  parallèle  C B 
à        i  il  eft  clair  *  qu'elle  fera  tangente  en  c.  On  me-  *Art.  io. 
nera  de  la  même  forte  la  tangente  e  b  parallèle  à  A  Ry  &u. 
que  l'on  prolongera  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  le  dia- 
mètre CG  au  point  K  >y  &  tirant  par  le  point  touchant  £ 
l'ordonnée  EL  ,  on  aura  ♦  KC=*CZ  }  &  par  confe-  *  Art.  1%. 
quent  K B=*B E.  On  tirera  enfuite  >AD  ordonnée,  &  &  %h 

F  parallèle  au  diamètre  CG,  &  on  nommera  les  don- 
nées KB  ou  BE^m  >  BC+ni  c  K  %e  y\ç  paramètre 
C  H  du  diamètre  c  G ,  p  >  &  les  indéterminées  AP>xi 
PM^y  i  *AD,  r  'y  CD,  s. 

Cela  pofé,  les  triangles  femblables KBCt  ^iPFy  donne- 

ront  PF=*1ï,  A  F  ou  DG=*'JL  :  Et  par  confèquent 
CG=-— 4-/,  G  AT  ou  GiVW4-~-r-r>/>ivrouGiV' 

1  ry ,  GÏJ  *  —fj  4-        -f-  »  ry  4- 11  *  x  4-  .'JLT*  4-  r  r. 

Or  *  CD  (s).  CG(^-r-j)  ::  ^4D%(rr).  GM* =rr  *Art.*.& 

-t-'JZx^rr+iZx  ,  puifque  ^Z>*  {rr)=mCD*CH  *°* 

(  /  x  ).  Et  comparant  enfemble  ces  deux  valeurs  de  G  M* , 
on  formera  l'équation  y  y  4-  x—  y  4-ir>'4-  —  xjc 

m  mm 

4-—  x  —  ^x=s* ,  qui  convient  également  à  tous  les 

points  de  la  Parabole  ,  lorfque  la  ligne  *A  R  tombe  au 
deflus  du  diamètre  c*G>&  que  le  point  d'interfection  P 
tombe  entre  les  points  *4  y  R. 

Maintenant  fi  l'on  fait  dans  cette  équation  y~ot 
on  aura  (en  eflàçant  tous  les  termes  où^  fe  rencontre  ) 

O 
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»JLxx-\-— x-.il  x=o.  D'où  l'on  tire  x 

*~AR  j  puifque  PJW  (y)  devenant  nulle  ou  zéro,  il 
eft  clair  que  (x)  devient  A  R.  Donc  AP*PR 
t==3'JZlx~  —  x—xx  i  &  par  confequcnt  MP*P2f 

./fP«P*  ('^tx^JlLx^xx 

::  Ci?*  (»»).  E  B*  (mm),  puifqu'en  multipliant  les  ex- 
trêmes 6c  les  moyens ,  on  retrouve  l'équation  précedeo- 
te.  Or  comme  les  tangentes  Ci?,  B  E  demeurent  tod- 
jours  les  mêmes ,  en  auelque  endroit  de  la  Parabole  que 
tombent  leurs  parallèles  M  Ny  A  R  j  il  s'enfuit  &c. 

Il  peut  arriver  diftèrens  cas félon  les  différentes  peu 
fitions  des  droites  M  NyAR-y  mais  comme  la  démons 
tration  demeure  toujours  la  même ,  &  qu'il  ne  peut  y 
avoir  de  changement  que  dans  quelques  lignes ,  ou  dans 
quelques  termes  qui  s'évanouirent  ,  je  ne  m'arrêterai 
point  à  les  expliquer  en  détail.  On  doit  obferver  la  mê- 
me chofe  dans  les  deux  autres  Se&ions. 

Pour  les  autres  Sections. 

Ayant  mené  (jîg.  89.  90.  91.  )  les  deux  demi- diamè- 
tres CO ,  c  B  y  parallèles  aux  droites  M  N ,  A  R  j  je 

dis  que  MP  *  P  2v~.  A  P  *  P  R  :  :  C~ô~\  CB*. 

Soit  mené  le  diamètre  CG  qui  ait  pour  double  or- 
donnée M  N ,  (ut  lequel  foient  abaiilees  les  droites  B  E, 
A  Dx  parallèles  à  MN  $  &  ayant  tiré  A  F  parallèle  â 
C  G,  foient  nommées  les  données  C  B ,  m  t  B  E,  n-> C  E ,  e  $ 
&  le  demi-diametre  c  K  yt  i  Ion  demi  conjugue  CO ,  *  $ 
&  les  interminées  APyxy  P  M  yy  •  ^2),     t  Z),/. 

Cela,  pofé,  les  triangles  femblables  CBEyAP  /„don- 

neronc  PB**™)  A  F  on  DG«^.  Par  conféqueoc 
dans  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées  90. 
91  )  on  aura  CG  — ~  -f  *  „  G  jVf  ou  G  ^ 

l£_r  tPNouGIf-t-GP  «sy-fr-ili? 1  r }  jWP  *  PJV 
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_ilt:*-t-rr.  Or  •  C D  Zj;  C K  (u C+tt).CG'7+CK  »»• 

m      C'  llo» 

^ii-^-f-  ssZ+  tt)  ::  AD  (rr).    G  M  =*rr 

pour-41-fa  *  valeur  1*.   Et  comparant  enfemble  ces  *  Art.  «1. 
deux  valeurs  de  G  M  ,  on  formera  l'équation  y  y  -f-  — / 
_i  ry^""-"'^«~w"y""'*— »,  dans  la- 

m  m  1 1  mtt 

Quelle  mettant  à  la  place  de  »  »  *  w  r  r  *  fa  valeur  r  c  r  r  (  il 

faut  imaginer  l'Hyperbole  conjuguée  qui  parle*  par  Pex-  *^Trr.  134; 

tremiré     (  lorfque  CB  eft  la  moitié  d'un  fécond  diamètre) 

tirée  de  ce  que»C£  -t-CIC  {te^tt).  EU  {nn)  ::  * Art.Zu 
c~K*  (rr)."co*  (rr).  on  aura  celle-ci //^i~y~-ir/ 

U.iixx- twf"y>""  *      ,  qui  convient  à  tous  les 

•  1    mm  mtt 

points  de  la  Seâion,  lorfque  les  points  A ,  JR,  tombent 
de  part  &  d'autre  du  diamètre  C6,&  que  le  point  d'in- 
terfè&ion  />  tombe  entre  les  points  A,  k. 

Maintenant  fi  l'on  fait  dans  cette  équation/  »  0  y  on 
aura  (en effaçant  tous  les  termes  où/  fe  rencontre xx 

d.ou  1Vm  tire*^.1""'.!?-1"'"" 

il  i  puifque  PAi  {y)  devenant  mille  ou  zéro ,  il  eft 
clair  que  AP  {*)  devient  A R.    Donc  APhPR 

,im*rtt±*m«*s  u  }   ^  p  H  fjr^-f-l£fjwa  r/  ) 

V  ((((    •  w 

:  :  C£*  {mm).  CO*  (  ce  ).  Car  multipliant  les  extrêmes  & 
les  moyens  de  cette  proportion ,  on  retrouve  l'équation 
précédente.  Or  comme  les  demi-diametres  CO,CBy  demeu* 
rent  toujours  les  mêmes  en  quelque  endroit  de  la  Sedion 
que  tombent  leurs  parallèles  MN  y  A  R  i  il  s'enfuit  &c. 
Je  ne  mets  point  ici  en  particulier  le  calcul  pour  l'EUipfe, 

O  ij 
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parce  qu'il  ne  diffère  de  celui  de  l'Hyperbole  qu'en  quel- 
ques lignes. 

Corollaire  I. 

F  i  c.  jz.  16*5.  S 'i  l  y  a  deux  lignes  droites  M  Ny  A  R ,  termi- 
nées par  une  Section  Conique ,  lefquelles  fe  rencontrent 
en  un  point  P  \  &  qu'on  mené  par  tout  où  l'on  voudra 
deux  autres  droites  F  G  ,  H  D ,  parallèles  aux  deux  pre- 
mières ,  &  terminées  auffi  par  la  Section ,  lefquelles  fe 
rencontrent  en  un  point  Qj  il  eft  clair  que  MP  *  P  2f. 
AP  *PR.:FQ*  QG.  £g*  QD.  Car  les  deux  droites 
AR,  BD>  étant  parallèles  entr'ellcs,  feront  parallèles 
à  la  même  droite  c  z  donnée  de  pôfition  5  comme  auffi  les 
deux  droites  MN \  FG ,  à  la  même  droite  CY donnée  pa- 
reillement de  pofirion. 

Corollaire  IL 

166.  S  '1  l  y  a  deux  parallèles  AR,  BD>  terminées 
par  une  Section  Conique,  lefquelles  rencontrent  aux  points 
■E»«^iune  l*gne  ^oite  F  G  terminée  par  la  même  Section; 
je  dis  que  FE  *  EG.  A  E*ER::  F  g*  QG.  EJ>>*  OD. 
Car  concevant  dans  Je  premier  Corollaire  que  MN 
tombe  fur  FG>  il  eft  clair  que  les  rectangles  MP*P  tf> 
A  P  *  P  R ,  deviennent  FE  *  £G,  A  En  ER. 

Corollaire  III.  Pour  le  Cercle. 

167.O  N  peut  tirer  de  ce  Théorème  la  propriété 
du  Cercle ,  qui  eft  fi  connue  de  tous  les  Géomètres }  fça- 
voir  que  fi  par  un  point  quelconque  P  pris  au  dedans  ou 
au  dehors  d'un  cercle ,  on  mené  autant  de  lignes  qu'on 
voudra  AR,  M  2ft  H  L ,  &c.  terminées  par  la  circonfé- 
rence ,  les  rectangles  A  P  *  P  R,  MP*p}f^HP*PZ, 
&c.  feront  tous  égaux  entr'eux.  Car  menant  les  demi- 
diametres  c  B ,  c  o ,  c£>,  &c.  parallèles  â  ces  lignes ,  il  eft 
clair  par  le  Théorème ,  que  tous  rectangles  feront  entr'- 
eux ,  comme  les  quarrés  de  ces  demi-diametre  s  ou  rayons, 
lefquels  par  la  propriété  effentielie  du  cercle  font  tous 
égaux  entr'eux. 
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Corollaire  IV.  Pour  la  Parabole. 

■ 

l<58.  S'i  l  y  a  une  ligne  droite  MN  terminée  par  F 10.  54. 
une  Parabole ,  &  qu'on  mené  par  un  des  points  quel- 
conques A  de  la  Parabole  un  diamètre  A  F  qui  ren- 
contre cette  ligne  au  point  F  :  je  dis  que  le  rectangle 
M  F  x  F  N  eft  égal  au  rectangle  de  A  F  par  le  paramètre 
c  H  du  diamètre  CG,  qui  padè  par  le  milieu  de  M  N. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  que  A  P  tombe  fur 

AF,i[  eft  clair  que  la  ligne  PF(ïx)  devient  nulle 

ou  zéro ,  &  qu'ainfi  -         C'eft  pourquoi  effaçant  dans 

l'équation  à  la  Parabole  yy^r  —y  •+■*  *J  ■+"  —  xx 
«J-Llr*_ HxtsMO ,  tous  les  termes  ou  -fê  rencontre, 

m  m  m 

on  en  formera  celle-ci /j/  -J-  2 ry  — 'Jx=zo.   Or  ^i7 

—  — ,  C  H=mp>&  MF  *FN=*yy-\-iry.  Donc  &c. 

Ce  n'eft  que  pour  faire  voir  la  généralité  du  Théo- 
rème ,  que  j'en  déduis  cette  propriété  ;  car  on  la  peut 
démontrer  plus  aifément  fans  y  avoir  recours  ,  en  cet- 
te forte.  GM* r^GJO  tCH,  AD*  ou  G  F* «De  *CH, 

&  partant  G  .A4*  —  G  F*  ouMF*FJN'*»  GC—DChCH 
=  A  F*  CH. 

Corollaire  V.  Pour  la  Parabole. 
169.  Dl-lAil  eft  évident, 

i°.  Que  s'il  y  a  deux  droites  M  7V,  E  L ,  terminées 
par  une  Parabole  ,  &  parallèles  entr'elles  ,  fie  qu'on 
mené  par  deux  points  quelconques  A ,  B  ,  de  cette  Pa- 
rabole ,  deux  diamètres  A  F ,  B  P ,  qui  rencontrent  ces 
lignes  aux  points  F  ,  P  :  il  eft  évident  ,  dis-je ,  que 
MF  h  F  JV.  PZ::AF.  BP.  Car  le  diamètre  C  G 
qui  pafle  par  le  milieu  de  MN >  pafle  aufli  par  le  milieu 

O  iij 
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de  E  L  j  &  par  confequent  le  re&angle  E  P  H  F  L  « 
£PH  CH,  de  même  que  M  F  h  F  N*=-^IF*  C  H, 

i°.  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  M  2ST  terminée  par 
une  Parabole  ,&  qui  rencontre  deux  de  Tes  diamètres  A  Fr 
B  K ,  aux  points  F  %  K  ;  ou  aura  .Aff  h  2?JV.  JWa:  h  KN 
ii  A  JF.  BK. 

3°.  Que  s'il  y  a  deux  lignes  droites  M  Nt  e  l  .termi- 
nées par  une  Parabole,  &  parallèles  entr'elles ,  qui  ren- 
contrent un  de  fes  diamètres  quelconques  £  faux  points 
/CPjonau»  AIK*KW.  ET  H  PL  ::  B  JC,  B  P. 

CO  ILOLLAIKE  VI.  PoUK  LA  PARABOLE. 

170.  Delà  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Parabole  qui  pâlie  par  trois  points  donnes  A ,  M>  iV,  & 
dont  les  diamètres  A  F,  CG ,  foient  parallèles  à  une  ligne 
droite  donnée  de  pofaion  >  &  démontrer  qu'il  ne  peut  y 
en  avoir  qu  une  feule. 

Car  ayant  mené  une  ligne  M  2V  qui  joigne  deux  des 
points  donnés  M ,  N  $  on  tirera  par  le  troisième  A  un 
diamètre  A  F  parallèle  à  la  ligne  donnée  de  pofition  t 
&  qui  rencontre  la  ligne  M  N  au  point  F ,  &  par  le 
point  de  milieu  G  de  M N  une  parallèle  G  C  iA  F.  On 

fera  enfuite  MF  *  FN.  MG  h  GN.  ou  o  ai  :  :  ^<F.  G  C. 

Et  ayant  pris  C  H  troifieme  proportionnelle  zCG  yG  M% 
»  Art.  ip.  on  décrira  *  du  paramètre  CH  ,  &  du  diamètre  C  G 
&  $0.       dont  l'origine  eft  en  C,  une  Parabole  dont  les  ordonnées 

foient  parallèles  i  M N  s  elle  fatisfera  à  la  queilion. 
*Art.  7.  &     Car  i°.  Elle  paflera  *  par  les  points  M ,  N  i  puilque  par 

3°«  la  conftrudion  CH  *  CG  b»u  m  ou  G  JV*.  i°.  Elle  pat 

fera  par  le  point  A  j  puiique  jl/G  ».  G  M.  M  F  h  FM  :  :  C  G- 
f  30.  Les  diamètres  ^  /" ,  CG  t  feront  parallèles  à  la 
droite  donnée  de  pofition. 

Comme  la  Parabole  qui  (àtisfait  au  Problême ,  a  ne- 
ceflairement  pour  diamètre  la  ligne  C  G ,  qui  a  pour  ori- 
gine le  point  C,&  pour  paramètre  la  ligne  déterminée 
CH  j il  s'enfuie  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une  feule. 
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Corollaire  VII.  Pour  laParabole. 

Uu  S  'i  l  y  a  deux  droites  ARy  MNy  terminées  Fie.  $$ 
par  une  Parabole  ,  lefquelles  k  rencontrent  en  un  point 
P  j  &  qu'ayant  tait  AP  x  PU.  M P  *  P  iV  ;:  A  P*~*% 
on  tire  la  ligne  A  F  :  je  dis  que  cette  ligne  fera  un  dia- 
mètre. Car  ayant  mené  les  tangentes  CB,  eb,  paral- 
lèles aux  droites  M  .Af,  A  Ry  &  par  le  point  touchant 
C  le  diamètre  CG  qui  rencontre  EB  prolongée  en  iC$ 
on  aura  EB  ou  K  B  •  BC  ::  A  P  *  P  R,  M"P  x  P  2V 
<AP.i  t  ,  &  par  confequent  K  B.  C  B  :  :  A  P,  P  F, 
Les  triangles  K  BC,  AP  F  feront  donc  femb  labiés  U 
leurs  côtes  A  F ,  KC>  parallèles  encr'eux  :  d'où  il  fuit 
que  la  ligne  A  P  qui  fe  trouve  a  in  fi  parallèle  au  diamètre 
CG ,  fera  un  diamètre  ;  puifque  dans  la  Parabole*'  tous  *  nef  î 
les  diamètres  font  parallèles  eotr'eux.  7' 

Corollaire  VIII.  Pour  la  Parabole, 

*72,  On  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
de  décrire  une  Parabole  qui  pafle  par  quatre  points  doa- 
nés  A  yMy  R ,  JV. 

Car  ayant  joint  ces  quatre  points  par  deux  droites 
AR,  MN ,  qui  s'entrecoupent  en  un  point  P  y  &  fait 
«4P  *P  R.  MV  h  P2f  :  :  A~p\  Je*  •  on  tirera  la  ligne  A  F, 
&  oit  décrira*  une  Parabole  qui  pafle  par  les  trois  points  *  Art.  170. 
A ,  M,  iv",  &  dont  les  diamètres  font  parallèles  à  la 
ligne  A  F.  Elle  fera  celle  qu'on  demande  ;  car  félon  ]c 
Théorème  la  ligne  A  P  doit  rencontrer  cetre  Parabole 
€ftuii  poinr  R ,  tel  que  A  P  h  P  R.  MPxBN  ;:  Yb\ 


OU  KB'.JiC  ::  AP*.  FF*. 


Si  l'on  eut  pris  le  point  F  de  l'autre  côté  du  point  P,  Fi  g.  <k. 
or*  auroit  décrit  une  autre  Parabole  qui  auroit  encore 
pafTé  par  les  quatre  points  donnés.  Mais  Ton  doit  rema*. 
quer  que  lorfqu'un  de  ces  points  F  tombe  fur  l'un  des 
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points  donnés  M  ou  ?f ,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  Pa- 
rabole qui  fatisfaiïe  }  &  que  lorfque  cous  les  deux  tom- 
bent fur  les  points  M  ,  N y  il  n'y  en  peut  avoir  aucune: 
puifqu'alors  le  diamètre  A.  F  de  fa  parabole  pafleroit 

*  Art,  10.  par  deux  de  Tes  points ,  ce  que  l'on  a  démontré  *  être 

impoffible. 

COROLLAIRE  IX. 

Pour.  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  opposées» 

TiQ»$6.*f7l  S'il  y  a  une  ligne  droite  M  N  terminée  par 

une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofées,  laquel- 
le rencontre  une  aiymprote  au  point  Qy  &  qui  foie 
parallèle  à  une  ligne  donnée  de  pofition  $  &  qu'on  tire 
par  un  point  quelconque  de  la  Sedion  une  droite 
parallelle  â  cette  afymptote  ,  &  qui  rencontre  au 
point  P  la  ligne  M  W:  je  dis  que  le  rectangle  AL  P  «  p  n 
fera  toujours  au  rectangle  1  A  P  »  P^cn  raifon  donnée, 
en  quelque  "endroit  de  la  Section  que  tombent  les  droi- 
tes  M  N,  A  P. 

Car  concevant  dans  le  Théorème  (/g.  90.  91.)  que 
le  demi-diametre  CB  devienne  une  afymptote ,  il  eft 

*  Art.  101.  clair  *  qu'alors  les  trois  cotés  du  triangle  CBE  deviennent 

chacun  infini.  Ceft  pourquoi  menant  (/g.  96.  97.  )  par 
l'extrémité  K  du  diamètre  L  K  qui  pafle  par  le  milieu 
de  Ai  iV,  une  parallèle  KS  à  M  Ny  qui  rencontre  l'a- 
iymptote  CB  en  5,  on  formera  un  triangle  CKS  donc 
tous  les  côtés  feront  finis ,  &  qui  fera  femblable  au  trian> 
»  Art.  113.  gle  CB  e  >  U  partant  on  aura  CK  (r).  K  S  ou  *  CO  { c) 
::  CE  {c).  E£  (»).  Ce  qui  donne  ce=*nt.  Si  l'on  met  i 
la  place  de  ce  fa  valeur  »r  dans  l'équation  a  l'Hyperbo- 
le yy  ^\lLy^ry^nntt-tct\xx^2111^^ 


que  l'on  a  trouvée  dans  le  Théorème  ,  on  en  formera 
celle,  ci  y y-*-  ^  jw  r j  —  "".f/""  *=*oouy y+  tZïy 

—  1  ry*xnrt±xVlx.  Or  en  prolongeant  ^  2) ,  s'il  eft  nç. 

ceûaire» 
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ceffaire  ,  juiqu'à  ce  qu'elle  rencontre  i'afymprore  C  ft 
en  H  y  les  triangles  icmblables  CKS,  CD  H ,  don- 
neront CK  (t).  KS(c)  ::  CD  {s).  DH^j.  Et  par- 
tant si  H  ou  P        li=ii .  On  aura  donc  ÎW7>  h 

rjlxjiP*  PQj^î^lx  )::£*(»), 

CB  {m)i:  AT  <î.  C5.  Puifqu'en  multipliant  les  extrêmes 
&  les  moyens  on  retrouve  l'équation  précédente.  Or  les 
lignes  KSy  CSy  demeurent  toujours  les  mêmes  en  quel-  , 
que  endroit  de  la  Se&ion  que  tombent  les  droites  M Kt 
*A  P  j  parce  que  le  diamètre  L  k  qui  pane  par  le  milteu 
de  M  Ny  paflé  auflï  *  par  le  milieu  de  toutes  les  parallèles  *  Art.  14^ 
à  MN  terminées  par  la  Seâion,  en  quelque  endroit  qu- 
elles (ê  rencontrent.  Donc  &c 

On  peut  démontrer  ce  Corollaire  immédiatement,  &  F  u, 
(ans  avoir  recours  àu  Théorème ,  en  cette  forte.  Soient 
les  données  cK=at,  KS  ou  CO»f,  cs  =  tn^  &  les 
indéterminées  CD»/  ,  ^  2)  ouD/sr,  ^ /,».v> 
P  ikf  »/.  Les  triangles  femblables  C  S  K  y  A  P  F  ,;don- 

nenc  Pf^^^iF  ou  DG^ifj  Et  partant  GJM  ou 

G  ^v  +  --r,C  C=3^4-A  Or  à  caufe  des  trian, 
gles  femblables  C  KS ,  CD  H 3  C  G  JjK  on  aura  CA'  (r), 
A' 5  (0  ::  CD  (J).  DH=*'l  ::  C  G  ( .+-  .,) .  Gj^ 

«=^-r-l\   Et  partant  JVf ^jV  ou  G^^TTm 
^j^^içsj  tlï2-ï-iry-t-llïL-rr=*AH*H7  *Art.  9T. 

mt      1     tt      yy        m  J  m 

ou  JJH  —  Z)/  ^lll^rr }  d'où  l'on  tire  (en  efïàcant  de 
part  &  d'autre^' — rry  &  rranfpofànt  d'une  part  tous 
les  termes  où  /  fe  rencontre)  cette  équation //-j-îll? 
^xr^e.lifif-j-iip,  laquelle  étant  réduite  en  prapor- 
.  tion ,  donne  MP  x  PN  {yy'^r^^^iry).iA  p  h  p  a 
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{tilT-t-ir*)  ::  KS  (c).  CS  (m).    Ce  qu% il  fallait 
montrer, 

La  démonftrarion  cft  la  même  pour  les  Hyperboles 

oppolées  à  quelques  lignes  près. 

Corollaire.  X. 
Pour  l'Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppose'ss. 

*74«  I  l  fuit  du  Corollaire  précédent. 
i°.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'elles  M2>19 
H  G,  terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles oppofées,  &  qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  points  I %  &  qu'on  mené  par  deux  points  quel, 
conques  A ,  B,  de  la  Se&ion  deux  parallèles  AP ,  i>  D, 
à  l'aiymptote  CSy  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points 
P ,  D:  les  rectangles  Al  iJ  z  ^ i> «  P ^Jêronr  en- 

tr'cux ,  comme  les  rectangles  HD*  D  G  ,i  B  D*  D I 
partant  on  aura  MP*PN.  HD*DG  :  :  AP*PQ. 
BD*DI. 

i°.  Que  s'il  y  a  deux  droites  parallèles  entr'elles  M  JV, 
JfG, terminées  par  une  Hyperbole  ou  par  des  Hyper- 
boles  oppofées  ,  &  qui  rencontrent  une  afymptote  CS 
aux  points  ^./;  &  qu'on  mené  par  un  point  quelcon- 
que A  de  la  Section,  une  parallèle  AOi  CS3  qui  ren- 
contre ces  lignes  aux  points  P ,  o  on  aura  (en  conce- 
vant dans  le  cas  précédent  que  BD  tombe  fur  A  P)  cet- 
te proportion  ,  M  P  «  P  N.  HO  *  OG  :  :  si  P  «  P Q. 
si  0*01  ::  A  P.  PO.  puifque  P  gamOI. 

3°.  Que  s'il  y  a  une  ligne  droite  H  G  terminée  par 
une  Hyperbole  ou  par  des  Hyperboles  oppofées  ^  &  qui 
rencontre  une  afymptote  c  S  en  /  *  &  qu'on  mené  par 
deux  points  quelconques  de  la  Section  A ,  B  ,  deux  pa- 
rallèles A  0  %  B  D ,  à  CS  y  qui  rencontrent  cette  ligne 
aux  points  oyD:  on  aura  H  0*0  G.  H  D*  DG  :x 
si  0*01.  B  D*  D  l.  Cela  eft  encore  une  fuite  du  pre- 
mier cas ,  en  concevant  que  la  ligne  MN  tombe  fur  H  G. 
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COROLLAIRE  XI. 

175-  S  i  l'on  conçoit  qu'une  ligne  droite  M  D  qui  ren-  F  i  c. 
contre  une  Se&ion  Conique  en  deux  points     D,  Te  meu» 
ve  parallèlement  à  elle  même  julqu  a  ce  qu'elle  raie  la 
Section  ,  c'elt  à  dire ,  jufqu'à  ce  qu'elle  devienne  la  tan- 
genre  *Z  S  :  il  eil  clair  que  les  deux  points  d'interitdion- 

,  Z),  fe  réunifient  alors  au  point  touchant  L  s  &  qu'ain- 
fi  on  peut  confiderer  un  point  touchant  comme  deux 

rints  d'incerfechon  qui  tombent  l'un  fur  l'autre.   Or  ce- 
pofé,  on  voit  naître  des  Corollaires  i ,  i,  5,  10,  plu- 
iîeurs  cas  dont  voici  les  principaux. 

i°.  S'il  y  a  deux  tangentes  KSt  L  S,  qui  fè  rencon^ 
rrent  en  un  point  S  ,  &  deux  autres  droites  M  N ,  *A  R  3 
parallèles  à  ces  tangentes  &  terminées  par  la  Scdion, 
Jefquelles  ft  rencontrent  en  un  point  P  -r  je  dis  que 

M P  x  PN.  AP  H  PK  :  :  Jçl\  ZS.  Ceci  a  été  démontré 
dans  le  Théorème  à  l'égard  de  la  Parabole  :  mais  pour 
les  autres  Se&ions  ,  concevant  dans  le  premier  Corollai- 
re que  F  G  tombe  fur  la  tangente  K  S  t  &  B  D  fur  L  S  : 
il  eft  clair  que  les  deux  points  d'interieclnon  F  y  G  >  fe 
réuni  tient  au  point  touchant  K ,  comme  aufli  les  deux 
B  ,  Z> ,  au  point  touchant  L  ;  &  qu'ainlî  les  rectangles 

2Qj«  QG  ,  BJ£*  QP  »  deviennent  les  quarrés  A.  ù : .  l 

i°.  Si  dans  une  Ellipfe  ou  dans  des  Hyperboles  oppo- 
fees,  Ton  mené  une  tangente  T ^parallèle  àKS,  &  qui 
rencontre  5Zau  point  A',  on  prouvera  comme  dans  le 

nombre  précédent ,  que  M  P  *  P  N.  AP  xPRn  TA'  • 

ZJL%  D'où  il  fuit  que  fTs.  ZV  :  :  Tx\  Tx .  Et  AT  S. 
SL  :  :  TX.  LX.  C'ell  à  dire ,  que  Ci  deux  tangentes  pa- 
rallèles KSyTXy  rencontrent  une  troilîéme  tangente* 
ZS  aux  points  S3  AT,  on  aura  KS.  ZS  :  :  TX.LX.  ou. 
KS,  TX.i  ZS  ZA\ 

30.  Si  dans  une  Ellipfe ,  dans  une  Hyperbole  ou  dans» 
des  Hyperboles  ôppolëes,  il  y  a  deux  tangenres  KS,, 
ZS,  qui  fe  Fcncontrent  en  un  point  S\  &  qu'on  mené- 

*  ij 
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deux  demi  diamètres  t  JT,  cz  parallèles  à  ces  tangen- 
tes i  je  dis  quels  feront  entr'elles  comme  ces  deux  de» 
mi  diametres.    Car  felonje  Théorème  Cr\  CZ*  :: 

M  P  h  PW*  *AP"*  P  &  -  KS  .  L  s  ,  félon  le  nombre  pre- 
mier. Et  par  conféquçnt  C  Y.  CZ  ::  K  S.  L  S. 

4e.  S'il  y  a  deux  droites  A RyFG ,  terminées  par  une 
Secîion  Conique ,  iefquel les  rencontrent  deux  tangentes 
AV,  Z0 ,  qui  leur  foient  parallèles,  aux  points  /,  0  -t  je  dis 

que  FO  x  OG.  ZOJ  :  :  Kl\  *AI  *  Ce  qui  eft  évident 
en  concevant  dans  le  premier  Corollaire  que  BD  de* 
vient  la  tangente  L  O  ;  &  itf  N  y  la  tangente  K7. 

50.  S'il  y  a  deux  parallèles  A  2c,  2?Z>,  terminées  par 
une  Seéhon  Conique  ,  lefquelles  rencontrent  une  tan- 
gente K  H  aux  points  1,H>  je  dis  que  Kl  .  ^f/  *  Vie 

~kJÏ.BH  *.  HD,ooR/*.  KH*  ::  AI  «  IR.BH  >  /fZ>. 
Ce  qui  eft  une  fuite  du  fécond  Corollaire,  en  concevant 
que  la  ligne  F  G  tombe  fur  la  tangente  K  H, 

6°.  Si  l'on  fuppofe  dans  le  nombre  précédent  que  la  Sec- 
tion Conique  fait  une  Hyperbole  ,  &  que  la  tangente 
H  K  en  foit  une  afymptote  ;  les  rectangles  B  H  *  H  D% 
AI*  I R  deviendront  égaux  enrYeux.  Car  le  point  tou- 
*  Art.  ioS.  chant  K  fera  *  alors  infiniment  éloigné  des  points  H%  I± 
&  par  conféquent  les  droites  infinies  H  A*. ,  1  K  ,  qui  ne 
différent  enrrelles  que  d'une  grandeur  finie  H I  %  doi- 
vent être  regardées  comme  égales.  Ceci  a  déjà  été  dé- 
montré dans  l'article  57.  de  on  ne  le  répète  ici  que  pour 
fervir  de  preuve  à  ce  que  l'on  vient  de  dire  ,  &  pour 
faire  voir  qu'on  arrive  fouvent  aux  mêmes  vérités  par 
des  routes  bien  différentes. 

70.  S'il  y  a  deux  tangentes  KSt  ZS,  qui  fe  rencon- 
trent en  un  point  S,  avec  une  ligne  droite  AR  termi- 
née parla  Section  ,  para]  le  le  à  l'une  d'elles  L  S  ,  &  qui 

rencontre  l'autre  KS  en  un  point  I  ;  je  dis  que  Kl  . 

A  J x  1 R  :  :!Ts  .  L  s\  Cela  eft  vifible  en  concevant 
dans  le  fécond  Corollaire  que  les  lignes  FG9  B  D ,  tom- 
bent fur  les  tangentes  K  S  ,  l  S. 

- 
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$°.  S'il  y  a  dans  uneEllipfeou  dans  les  Hyperboles oppo- 
sées deux  tangentes  parallèles  K/y  T qui  rencontrent 
aux  points  /,^unc  ligne  A  R  terminée  par  la  Section  aux 

points  R ,  A  s  je  dis  gue  Kl  .  AI*IR\.  Tr\  RV*VA. 
Cela  fuit  encore  du  fécond  Corollaire  en  imaginant  que  les 
parallèles  MN ,  FO ,  tombent  fur  les  tangentes  T  ^  Kl. 

9°.  S'il  y  a  dans  une  Parabole  deux  parallèles  M  2sTt  F  i  c.  94, 
c  H ,  donc  l'une  foie  tangente  en  C,  &  l'autre  foie  ter- 
minée par  la  Parabole  t  ôc  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  A,  2?,  de  la  Se&ion,  deux  diamètres  A  i7, 
BO  qui  rencontrent  ces  lignes  aux  points  F,  o  :  il  eft 
clair  en  concevant  dans  les  deux  premiers  nombres  du 
Corollaire  fixiéme  que  EL  tombe  fur  la  tangente  CH  $ 
t°.  Que  M  F  h  fjV.  CO  ::AF.  BO.  i°.  Que  fi  1  on  pro- 
longe FA  jufqu'à  ce  quelle  rencontre  la  tangente  CH. 
en      on  aura  MF  x  FN.  C«gJ  :  :  A  F.  A  Q. 

io°.  S'il  y  a  deux  parallèles  MN KT%  dont  l'une  K  T  Fi  g. 
touche  une  Hyperbole  en  K  &  rencontre  une  de  (es 
afymprotes  en  S ,  &  l'autre  jW  iV  eft  terminée  par  l'une 
ou  par  l'autre  des  Hyperboles  oppofées ,  &  rencontre  la 
même  afymptote  en  i^j  &  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  ^sf,  de  la  Section  ,  deux  parallèles  A  P, 
i?7\  à  l'afymptote  C5,  lefquelles  rencontrent  ces  lignes 
aux  points  P,  Ti  on  aura  (en  concevant  dans  les  trois  nom- 
fcres  du  Corollaire  dixième ,  que  la  fecante  G  H  rombe 

fur  la  tangente  R  T)  i°.  Le  re&angle  MP  h  PN.  ~kt*  :î 
AP  H  PQ^BT  h  TS.  i°.  En  prolongeant  P  ^  jufqu'à  ce 
«qu'elle  rencontre*  KT  en  R  ,  le  redangle  MPx  P2ST. 

K  R  :  :  A  P.  A  Rx  30.  Le  quarre  X  T  .  kH*  : ,57"  x  7*5. 
AR*RS. 

n°.  S'il  y  a  dans  les  Hyperboles  oppofées  deux  tan-* 
genres  parallèles  KR.LF ,  qui  rencontrent  une  afymp-: 
tote  CS  aux  points  5,  Vs  &  qu'on  mené  par  deux  points 
quelconques  A^  B,  de  la  Se&ion,  deux  parallèles  ARt 
Bli  l'afymptote  es  lefquelles  rencontrent  ces  tangentes 

P  11J 
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aux  points  R,  F  ion  aura  (en  concevant  dans  les  deux 
prenuera  nombres  du  Corollaire  dixième  y  que  les  deux 
Secanres  M  NyGH>  tombent  fur  les  deux  taogentes  KR± 

ZF)  i°.  Le  quarré  K~k\  Z        A  R  x  â  S.  M  F  *  F"  fT. 

x°.  Le  quarré  K  R \  L  E% :  :  A  R.  A  £. 

PROPOSITION  XIV. 
Problème. 

176.  D  ec  1.1  E  une  Ellipft  ou  deux  Hyperboles  oppo* 
no.ôc  101.  <fr«i  paralleUyramme  donné  FGHK,^  dont 

L'un  de  fis  diamètres  A  B  parallèle  aux  deux  cotez.  FK,GH, 
foit  à  fin  conjugué  DE,  en  la  rai  fin  donnée  de  m  à  n, 

Ayant  mené  les  lignes  AI>XD£,  qui  coupent  par  le 
milieu  les  côtés  oppofés  du  parallélogramme  donné 
*Art.  14^.  F  G  H  K  ,  il  eft  clair  *  qu'elles  feront  fur  deux  diamètres 
conjugués  de  la  Section  qu'on  demande  ,&  qu'ainfi  leur 
point  d'interfedion  en  fera  le  centre  3  puifque  felon  Tune 
des  conditions  du  Problême,  les  parallèles  FG,  K  Ht 
doivent  être  terminées  par  la  Se&ion  ,  auffi  bien  que  les 
deux  autres  parallèles  FK,  CH.  Or  cela  pofc ,  fi  l'on 
prend  A  B  ,  Z) E ,  pour  ces  deux  diamètres  conjugués,  & 
qu'on  nomme  (les  points  Z,  0y  coupant  en  deux  parties 
égales  les  lignes  F  G  ,KH ,  )  les  données  CZ  ou  CO^). 
ZF  ou  o  K  ,  b  j  &  l'inconnue  C  A  ou  C B ,  t  j  on  aura 
*-Arû.  41»  i°  Lorfque  *la  Section  eft  uneEIIipfe ,  BL  n  ZA  [  tt — ta). 

&  5S'        LF  (bb)  ::  A  Ji  .  D  E* '  ::  mm.nn.   Et  partant  tt 


a  a 


tn  mi?  ù 

*Art.  lu  H  •  i°.  Lorfque  Ma  Sedion  doit  être  deux  Hyper- 

boles  oppofées ,  CZ  Zf.  CA  *  (  a  aZ+ 1 1).  Tf  (bb)::  AB%. 
De  ::  mm.  nn  ,  ce  qui  donne  tt=aa  ******  ou  tt 

a-,  Ravoir  U^aa^^tt  Jorlque  la  ligne 


B  eft  un  premier  diamètre  ,  &  tt=*mmhb t  asi  \orf, 
o,ue  c'ell  un  leçojwL  D'où,  l'on  tire  la  conftrudion  fui* 
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vante  que  je  diftingue  en  trois  difièrens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  la  Se&ion  eft  une  Ellipfe  }  foit 
fait  un  triangle  re&angle       T  dont  l'un  des  côtés 

^r»CZ  ,  &  l'autre  5K«  Z  L  F  -,  &  foie  décrit  du 

demi- diamètre  c A  «7 V ',  qui  foit  à  Ton  demi-conju- 
gué  C  D ,  comme  m  eft  à»,  une  Ellipfe  :  Je  dis  qu'elle 
(àtbferaau  Problême.  Car  i°.  Le  diamètre  A  B  paral- 
le  aux  côtés  FK,  GH,  eft  a  fon  conjugué  De,  en  la 
raifon  donnée  de  m  à  ».  i°.  A  caufe  du  triangle  TS  V 

redangle  en  S  ,  le  qaarré  ou  CA  (tt)z=*TÏ% 

{aa)^Tr\^^-)       partant  BL  *  L*A{tt—aa) 

c'eft  pourquoi  Ton  aura  B  ZxZ  A 

L  F~  (hb)w  mm.  nn  ::  ~d  a  .  DE.  D'où  Ton  voie  que 
Z  F  eft  une  ordonnée  au  diamètre  ^tf  #  j  &  qu'ainû  la 
Sedion  paiTe  par  le  point  /*.  On  prouvera  de  même  que 
la  Sedion  paiera  par  les  points  G  ,  Fi  ,  a:  5  puàfque 
CLmmLF^OK^OH.&Cq-aeCO^C'L, 
Second  cas-.  Lorfque  k  Sedion  doit  être  deux  Hyper. 

boles  oppofées ,  &  que  CL  eft  plus  grande  que  Z  L  F  : 

ifoit  formé  un  triangle  t$V  redangle  en  S,  dont  l'un 

des  côtés  srs~'lLF,Zt  l'hypothenufe  VT-*CLS 

&  foient  décrites  du  premier  demi  diamètre  c  A=*TS, 
qui  foit  à  fon  demi,  conjugué  C  D ,  comme  m  eft"à  » ,  deux 
Hyperboles  oppofées.  » ; 

Troîfiïme  Lorfque  la  Sedîoo  doit  être  deux  Hy- 
perboles ojxpofëes  ,  6c  que  ci  eft  plu*  petite  que 

*  L  F  :  on  formera  un  triangle  TS  V  redangle  en  T  dont 

Von  des  côtés  TS~*CL  ,  &  rhypotbenufe  sr*m?  Z  Fi 

On  décrira  en  fuite  du  fécond  demi-diametre  CAo^TV, 
qui  foit  à  fon  demi- conjugué  CD,  comme  m  eft  à  »  ,  deux 
Hyperboles  oppofées. 

La  démonstration  de  ces  deux  derniers  cas  eft  fera- 


nm  Litre  Qu  at  r  i  r*i  b. 

blable  à  celle  du  premier  ,  mais  il  faut  remarquer 
brfque  C  L  «  2  z  f  ,  le  Problème  eft  irapoffible. 

CanoLt  ai  I* 

177 •  C  o  m  m.e  la  pofirion  des  deux  diamètres  corn- 
jugués  A  B  ,  DE  ,  eft  déterminée,  auflilucn  que  leur 
grandeur  >  puifque  félon  les  conditions  du  Problême  il* 
doivent  couper  par  le  milieu  les  côtés  oppofés  du  paral- 
lélogramme ,  &  qu'on  ne  trouve  pour  le  demi  diamètre 
CA  ou  c  B  qu'une  feule  valeur  :  il  s'enfuit  qu'il  ne  peut 
y  avoir  qu'une  feule  Section,  qui.  fatisfaflè. 

Co  ROLLAl  RE  IL 

178.  D  e.l  a  on  voit  comment  on  peut  décrire  une 
Section  Conique  autour  d'un  parallélogramme  donne 
IGHIC^  &.  qui  paire  par  un  point  donné  M» 

Car  ayant  mené,  les  deux  diamètres  conjugués  A  By 
DE ,  qui  coupent  par  le  milieu  les  cotés  oppofés  du 
parallélogramme  t  &  du  point  donné  JWP  l'ordonnée 
MP  au  diamètre  A  B  y  laquelle  rencontre,  les  côtés  opT 
pofés  FKy  G  H  y  aux  points  R ,  &  la  Section  (  que  je 
fuppofe  décrite)  au  point  N  -t  H  eft  clair  que  PN=*P  M, 
&  qu'ainfi  RN^QM,  puifque  P  Rw^P  Le  rectan- 
gle R  M*  MQJçtz.  donc  égal  au  rectangle  RM*  R  N. 

*  Art.U^  Or*  F  R  *  R  K.  M  R  *R     o\x  R  M  *M  ^^B^llÈ*'. 

Et  par  tonfequent  la  raifon  du  diamètre  A  £>  parallèle 
aux  côtés  FK\GH y  à  fon  conjugué  D£,  eû  donnée  i 
puifque  les  rectangles  fR  *  RK  ^R  M  **M:Q^,  font  don- 
nés. De  plus  la  Section  fera  une  Ellipfe  ,  lorfqu'enrre 
les  deux  ordonnées  M  P  ,  ko  ,  au  diamètre  A  B  ,  qui 
tombent  du  même  côté  du  centre  C ,  celle  qui  eft  la  plus 
proche  du  centre  eft  plus  grande  que  la  plus  éloignée; 
&  au  contraire  deux  Hyperboles  oppofees  ,  lorfqu'clle. 
eft  plus  petite.  D'où  l'on  voir  que  cette  queftion  fe  rc 
auic  au  Problême  précédent. 

Si 
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Des  trois  Sections  Coniqjjes.  m 
Si  le  point  donné  M  tomboit  fur  l'un  des  côtés  du 
parallélogramme  ,  prolongé  à  difcrétion  j  il  eit  clair 
cjue  ce  Problème  feroit  alors  impoflîbie  ,  puifque  ce 
côté  renconrreroic  la  Section  en  crois  diiFerens  points  j  ce 
qui  ne  peut  *  être.  +Art.  14p. 

Corollaire    II  T. 

*79*  D  e-l  k  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 
une  Se&ion  Conique ,  qui  ait  pour  diamètre  une  ligne 
.A  B  donnée  de  pofition  ,  pour  centre  le  point  donne  C, 
&  pour  deux  ordonnées  à  ce  diamètre  les  droites  M  P> 
K  o. 

Car  ayant  pris  fur  le  diamètre  AB  la  partie  CL 
égale  à  Co ,  &  mené  L  F  parallèle  &  égale  à  OK  }  il  eft 
clair  qu'elle  fera  *  une  ordonnée  au  diamètre  A  B  ,  &  *Art.+M$ 
qu'ainfi  prolongeant  Ko  en  H ,  &  F  L  en  G  ,  en  forte  85,c^ 
que  0  HasaOK  v  &  LG=* L  F%  les  droites  égales  &  pa- 
rallèles KH  ,  FG  %  feront*  deux  doubles  ordonnées  au  *J*rt>  H4» 
diamètre  »AB*  D'où  l'on  voit  que  la  Section  doit  être 
décrite  autour  du  parallélogramme  F  G  H  K  ,  &  paiTer 
par  le  point  donné  M  j.  ce  qui  fê  fera,  par  le  moyen  du 
Corollaire  précédent. 

Comme  cette  queftion  fe  réduit  à  celle  du  Corollaire 
précédent ,  qui  fe  réduit  au  Problême  ;  fit  que  félon  le 
Corollaire  premier ,  on  ne  peut  trouver  qu'une  feule  Sec- 
tion qui  y  fâtisfaûe  :  il  s'enfuit  de  même  qu'on  ne  peut 
décrire  qu'une  feule  Se&ion  qui  remplifle  le*  conditions» 
de  ce  dernier  Corollaire. 

PROPOSITION  XV. 

T 

* 

Problême. 


- .  • 


180,  De'c  rire  une  Se  ci  ion  Conique  qui  paffe  par  f  i  g.  ioi. 
j  points  donnés  F,  M  ,  K ,  G ,  N  •>  &  démontrer  qu'il  n'y  &  ioj. 

*  y  1 


cinq 

en  peut  avoir  qiïune  feule. 


I 
I 


in  Livre  Quatrie'mi. 

Ayant  joint  quatre  des  points  Jonnes  par  deux  lignes 
droites  F  G ,  M  qui  fe  rencontrent  au  point  A,  on 
mènera  par  le  cinquième  point  donne  A  deux  droites 
K  D,KH ,  parallèle*  aux  droites  t  G.  M N ,  &  qui  les 
rencontrent  aux  points  E ,  Q.  On  prendra  fur  ces  deux 
lignes  prolongée? ,  s'il  elr  nccctfairc,  les  points  D,H% 
tels  que  MK  *  R  N.  G  A'  «  RF  :  :  ME*  EN.  KE«  ED.  Et 
F  R«  RG.  MK  *  RN  i  :  FQ^h  qg.  HQ  *  QK.  en  obfer- 
vant  que  les  points  A',i),ou  A',  ff,  doivent  tomber 
<le  part  &  d'autre  du  point  de  rencontre  fi,  ou  lorf- 
que  les  points  M ,  Ny  ou  t ,  G,  tombent  aulE  de  parc 
&  d'autre  de  ce  même  point  $  &  au  contraire.  On  mè- 
nera enluire  par  les  points  de  milieu  des  parallèles  D  /C, 
FGy  &  AI  TV ,  A"  H  ,  le$  droites  i.  / ,  ^  i?  ,  qui  s'entre- 

*  Art.  179.  coupent  au  point  C.    On  décrira  enfin  #  la  Section  Co- 

nique qui  a  pour  diamètre  la  ligne  A  B  donnée  de  pofi. 
tion,  pour  centre  le  point  donne  C ,  &  pour  ordonnées 
les  deux  droites  M  P ,  KO.  Je  dis  qu'elle  (atisfera  au 
Problême,  &  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  celle-là. 

*  Art.  \6<.     Car  ^es  deux  points  D ,  H  ,  feront  *  à  la  Section  qui 

pafle  par  les  cinq  points  donnes  F ,  M  y  K ,  G  y  2/  i  àt 

*  Art.  i4$#  ainfi  les  lignes  LI,AB,  en  feront  #  deux  diamètres, 
€0*147.      qui  en  détermineront  par  confequent  le  centre  par  leur 

point  d'interfeclion  C.  Il  eft  donc  évident  que  la  Section 
Conique  qui  pade  par  les  cinq  points  donnés ,  doit  avoir 
uéceflairement  pour  diamètre  la  ligne  A  b  donnée  de 
pofition ,  pour  centre  le  point  €  ,  &  pour  ordonnées  au 
diamètre  ui  B  les  droites  MP ,  ko.  Or  comme  il  n'y  a 
qu'une  feule  Scdion  Conique  qui  putfle  remplir  ces  con- 
ditions, il  s'enfuit  que  ce  fera  celle  qu'on  demande,  5c 
qu'il  ne  peut  y  avoir  que  celle-la. 

S'il  arrive  que  les  diamètres  ^  B ,  ZI,  foient  paraL 

*  Art.  *47.  leles  entr'eux  i  la  Section  fera  alors  *  une  Parabole  qu'on 

décrira  par  l'article  170. 
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LIVRE    GIN  Q_U  I  E'  M  E. 

De  la  comparai/on  des  Stéïions  Coniques  entr- 
elles  y  &  de  Leurs  Segmens.- 

L  E  M  M  £  I. 

S  i  la  différence  de  deux  quantités  diminué  continuel- 
lement ,  en  forte  quelle  devienne  enfin  moindre  qu'aucune gran* 
deur  donnée  j  je  dis  que  dam  cet  état  t  ces  deux  quantités  fe- 
ront égales. 

Car  û  elles  ne  I'étoient  pas ,  on  pourroit  affigner  entr'- 
clles  quelque  différence  j  ce  qui  eft  contre  l'hypothefe. 

Lemme  II. 

182.  S  1  rai  fin  de  deux  quantités  eft  telTe  que  tante* 
cèdent  demeurant  toujours  le  même  ^fa  différence  avec  fin  con- 
fequent  diminué  continuellement ,  en  forte  qu'elle  devienne  enfin 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée  j  je  dis  que  dans  cet  état , 
ces  deux  quantités  feront  égales. 

Car  par  le  Lemme  *  précédent ,  l'antécédent  fera  égal  +Art>  18t. 
à  fon  confequent  5  &  ainfi  les  quantités  dont  ils  expri- 
ment le  rapport ,  feront  égales. 

î;  Lemme  III, 

•  183.  S-it onfoppofe  fur  une  lime  courbe  quelconque  ABG  F 1  «.  104,* 
un  arc  M  N  infiniment  petit ,  c'ejf  à  dire ,  moindre  qu'aucune 
grandeur  donnée  j  &  qu'on  imagine  par  les  extrémités  de  cet  arc 
les  ordonnées  MP,N(^,i  l'axe  ou  diamètre  ACy*vec  les 
parallèles  MR,NS,4fp  diamètre  :  je  dis  que  les  parallélo- 
grammes P  QR  M  ,  P  QN  S  ,  peuvent  être  pris  chacun  pour 
tefpace  P  QN  M  renfermé  entre  les  ordonnées  P  M  ,  QN  ,  la 
petite  droite  P  Q,  &  le  petit  arc  de  la  courbe  M  N. 

Tous  les  points  d'une  ligne  courbe  ou  s'éloignent 
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xi+  Livre  Cinqjjie'me. 

continuellement  de  plus  en  plus  de  Ton  diamètre ,  ou 
bien  s'en  approchent  continuellement  de  plus  en  plus  $ 
ou  enfin  cette  ligne  courbe  eft  compofée  de  plufieurs 
portions,  dont  les  unes  s'éloignent  de  plus  en  plus,£c 
les  autres  s'approchent  de  plus  en  plus  de  Ton  diamètre. 
Car  il  eft  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  portion 
dans  une  ligne  courbe ,  dont  tous  les  points  foient  éga- 
lement éloigne*  de  fon  diamètre  }  puilqu'alors  cette  por- 
tion ne  feroit  plus  courbe ,  mais  une  ligne  droite  paral- 
lèle a  ce  diamètre. 

Suppofons  i°.  Que  l'arc  MN  foit  fur  une  cour- 
be A  M  B  dont  tous  les  points  s'éloignent  de  plus  en 
plus  de  ion  diamètre  A  C.  Si  Ton  prend  du  cote  du 
point  N  l'arc  MO  d'une  grandeur  finie  ,  &  qu'ayant 
nommée  l'ordonnée  O  F  parallèle  à  Mï  ,  on  tire  fes  droi- 
tes  o  D  ,  M  E ,  parallèles  au  diamètre  *A  c  -y  il  eft  clair 
que  l'efpace  Curviligne  P  F  o  M  fera  plus  grand  que  le 
parallélogramme  inicrir  P  F  E  M  ,  &  moindre  que  le 
parallélogramme  circonferir  P  J  OD.  Or  fi  Ton  ima- 
gine que  le  point  0  fe  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le 
point  M  ,  il  eft  vifible  que  le  parallélogramme  M EOD 
qui  eft  la  différence  des  parallélogrammes  inscrits  &  cir- 
conferits  à  l'arc  OM  ,  diminuera  continuellement  jufqu'i 
ce  qu'enfin  il  devienne  nul  ou  zéro  dans  l'inftant  que  le 
point  0  parvient  en  M.  D'où  il  fuit  que  lorfque  le  point 
O  eft  arrivé  en  .A^c'eft  à  dire,  infiniment  près  de  M  % 
le  parallélogramme  MEOD ,  qui  devient  M  RN S ,  fera 
moindre  qu'aucune  grandeur  donnée.  Il  eft  donc  évi- 
i8t,  dent  félon  le  Lemme  *  premier ,  que  les  parallélogram- 
mes P  Q^R  M  y  P  J%JVS  ,  deviennent  alors  égaux  entr- 
eux  ;  &  par  confequent  aufli  égaux  chacun  à  l'efpace 
curviligne  P QM.  N.  Donc  &c. 

Suppofons  i°.  Que  le  petit  arc  M  ÎV  foit  fur  une 
courbe  B  M  O  dont  tous  les  points  approchent  de  plus 
en  plus  de  ceux  de  (on  diamètre  c  C.  Il  eft  vifible  que 
la  démonftration  demeure  la  même  que  pour  le  premier 
cas ,  en  obfervant  fimplement  que  le  parallélogramme 
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De  là  comparaison  des  Sections  Coniq^i^ 
«circonfcrit  P  QjtfS  devient  infcnc  en  ce  cas- ci. 

Suppofons  3°.  Qu'une  ligne  courbe  telle  que  A  B  G , 
foit  compofée  de  plufieurs  portions  dont  les  unes,  com- 
me ^,5,  s'éloignent  de  plus  en  plus  du  diametre  *A  G  > 
&  les  autres  au  contraire  ,  comme  B  G ,  s'en  approchent 
de  plus  en  plus.  Je  dis  que  les  points,  comme  B%  qui  fepa- 
rent  ces  portions ,  ne  peuvent  tomber  fur  les  arcs  M  Ni 
car  fi  cela  étoit  le  point  B  feroit  plus  près  du  point  M  que 
«*eft  le  point  N  j  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition.  Il  eft 
<ionc  évident  que  ce  dernier  cas  eft  neceflàireraent  ren- 
fermé  dans  l'un  ou  dans  l'autre  des  deux  premiers. 

Corollaire  L 

184.  De  la  il  fuit  que  û  l'on  mené  par  tout  où  l'on 
voudra  une  ordonnée  C  B  parallèle  à  P  M ,  &  qu'on 
imagine  que  la  portion  de  courbe  ~A  B  foit  divifee  en 
une  multitude  infinie  d'arcs  infiniment  petits  ,  tels  que 
M  Ni  l'efpace  *A  c  B  renfermé  par  les  droites  si  C,  c  B9 
&  par  ki  portion  de  courbe  A  B ,  fera  égal  à  la  fomme 
de  tous  les  parallélogrammes  tels  que  P  Q^R  M  ou 
PQNS.  Il  s'enfuit  de  même  que  l'efpace  MPCB  ren. 
fermé  par  les  droites  M  P  %  PC,  CB>  &  par  la  portion 
de  courbe  MB ,  fera  égal  à  la  fomme  de  tout  ce  qu'il  y 
aura  de  ces  parallélogrammes  dans  cet  efpace  -t  &  de 
même  dans  toute  l'étendue*  de  la  courbe  s*BG. 

Corollaire  II. 

S  '1  l  y  a  une  figure  quelconque  CMDOC  ren.  Fie.  roj. 
fermée  entre  deux  parallèles  C E tD Fy  &  qu'on  imagine 
par  tout  où  l'on  voudra  entre  ces  parallèles  deux  droi- 
tes MO ,  N£>  infiniment  proches  l'une  de  l'autre  ,  & 
<jui  leur  foient  auflj  parallèles  $  je  dis  que  l'efpace 
OMNL  qu'elles  couperont  dans  la  figure  C M DOC ,  fe- 
ra égal  au  rectangle  d'une  d'elles ,  comme  de  M  o ,  par 
leur  diftanec  M  R  ou  OS.  Car  menant  la  perpendicu* 
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laire  AB  fur  les  parallèles  C£,  DF  y  laquelle  rencon- 
tre les  parallèles  MO  , N L ,  aux  points  P%  j£j  il  eft  clair 
+Art.  183.  par  le  Lemme  *  que  l'efpace  PMNQ^cd  égal  au  rectan- 
gle P  M  R  &  l'efpace  VOL  «gju  redangle  PO  S  Q^y 
&  par  coniequent  que  l'efpace  0  MNL  eft  égal  au  rec- 
tangle O  M  RS  ou  0  M*  P  Q 

COIOILAUÏ  III. 

186.  I  l  fuit  du  Corollaire  précédent  ,  que  s'il  y  a 
deux  figures  quelconques  CMDOC>  EGFHE  ren- 
fermées entre  deux  parallèles  C£,  D  F  t  &  qui  foient 
telles  qu'ayant  mené  entre  ces  paraJleles  par  tout  où 
l'on  voudra  une  ligne  M  H  parallèle  aux  droites  CE, 
D  F  s  les  parties  M  o  ^  G  H  y  de  cette  ligne  comprifes 
dans  les  figures  CM  DO  C ,  E  G  F  H  E  ,  foient  tou- 
jours entr'elles  en  raifon  donnée  :  il  fuit, dis- je,  que  ces. 
deux  figures  (  j'entends  les  efpaces  qu'elles  compren- 
nent) (ont  auffî  entr'elles  en  raifon  donnée.  Car  imagi- 
nant une  autre  parallèle  N  K  infiniment  proche  de  M  H, 
&.  tirant  une  perpendiculaire  B  fur  les  parallèles  CE, 
D  F ,  laquelle  rencontre  les  parallèles  MHt  NK^auz, 
*  Art,  185.  points  P,  Qi  il  eft  clair  par  le  Corollaire  *  précédent  que 
l'efpace  OMNZcù.  égal  au  redangle  O  M  *  PQ*  &  de 
même  que  Pefpace  G  H  K I  eft  égal  au  reàangle 
GH*  PQ.  Ces  deux  efpaces  feront  donc  entr'eux  com- 
me MOcR.  à  G  H  }  &  comme  cela  arrive  toujours  en 
quelque  endroit  qu'on  mené  la  droite  M  H ,  i\  s'enfuit 
que  la  fomme  de  tous  les  petits  efpaces  MNZO ,  c'eft 
à  dire,  l'efpace  CM  DOC  fera  à  la  fomme  de  tous  les 
petits  efpaces  GHKI,  c'eft  à  dire ,  à  l'efpace  E  G  F  HE, 
en  la  raifon  donnée. 

On  prouvera  de  même  que  la  partie  MDO  de  la  figure 
C  M  D  O  C ,  eft  encore  i  la  partie  correfpondante  G  F  H 
de  l'autre  figure  E  G  F  H  E ,  en  la  raifon  donnée  :  comme 
auffi  les  parties  reliantes  CM  O ,  E  G  H. 

Il  eft  vifible  que  lî  la  raifon  donnée  eft  celle  d'égalité , 
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-c'eft  a'dire  ,  que  fi  les  parties  M  o  ,  G  H ,  de  la  droite 
M  H  ,  font  toujours  égales  entr'elles  j  les  efpaces 
c  M  DO  f,  £  G  F/f  £,  &  leurs  parties  correipondances 
JVfDO ,  OfH ,  &  C-MO  ,  EGH  y  feront  égales  entr'elles. 

L  E  m  m  e  IV. 

^87»  Si  f*PP°fe  fur  une  ligne  courbe  quelconque  un  arc  Fie.  10$. 
infiniment  petit  MN  î  imagine  les  tangentes  MT,  NT, 

qui  fe  rencontrent  au  point  T ,  la  foutendante  MN,  &  la 
droite  N  S  perpendiculaire  fur  M  T  prolongée  :  je  dis  quon  peut 
prendre  pour  Varc  MN  fa  foutendante  MN  youla  fomme  des 
deux  tangentes  MT,NT,«i  enfin  la  droite  M  S. 

Toute  ligne  courbe  eft  néceflàirement  ou  toujours 
concave  vers  un  certain  endroit,  ou  compofée  de  plu- 
sieurs portions  dont  les  unes  erant  concaves  vers  une 
certaine  part ,  les  autres  le  font  vers  le  côté  oppofé.  Or 
4es  points  qui  feparent  ces  portions* ne  peuvent  point  fe  +j1rt.  183. 
trouver  fur  les  arcs  infiniment  petits  M  N  :  puifqu'ils  fe-  »•  h 
roient  plus  près  du  point  M  que  n'eft  le  point  N  ■>  ce 
<qui  eft  contre  la  fuppofition.  On  peut  donc  toujours 
fuppofer  que  Tare  M  M  fait  partie  d'une  courbe  ou  por- 
tion de  courbe  qui  eft  toujours  concave  vers  un  certain 
côté. 

Maintenant  fi  Ton  prend  fur  la  courbe  du  côté  du 
point  N ,  l'arc  MO  d'une  grandeur  finie,  &  qu'on  tire 
la  foutendante  0  My  la  tangente  O  G ,  fit  la  parallèle  O  D 
i  N  S  :  il  eft  clair  i°.  A  caufe  du  triangle  M  DO  rectangle 
en  D ,  que  la  tangente  MDek  moindre  que  la  foiirendaa- 
te  M  0,&  à  plus  forte  raifon  moindre  que  l'arc  M  NO  s  de 
forte  que  l'arc  M  NO  &  fa  foutendante  MO  font  plus 
grands  chacun  que  MDyàL  chacun  moindre  que  la  tomme 
des  deux  tangentes  MG,oG.  i°.  A  caufe  de  la  concavité 
de  l'arc  M  NO  vers  le  même  côté  ,  fi  Ion  mené  par  un 
point  quelconque  N  de  l'arc  M  o  une  tangente  TR> 
les  points  7*,  H,  où  elle  rencontre  les  tangentes  M  <  /\ 
o  G,  feront  ûcuez  entre  les  points  M  ,G,  &  o  ,G >ainû 


n8  Livre  Cinq^uie'me» 

l'angle  OCD,  qui  eft  externe  au  triangle  TGR3  eft  plu* 

grand  que  l'angle  RTG  ou  NTS. 

Ceci  luppofé,  lî  l'on  mené  les  droites  M  E,  M  F,  pa- 
rallèles aux  tangentes  O  G  y  NT ,     qui  rencontrent  la. 
droite  D  0  aux  points  £ ,  F  j  &  qu'on  imagine  que  le  point 
O  Te  meuve  fuivant  la  courbe  vers  le  point  M  :  il  eft  viiîble 
que  l'angle  OGD>  ou  fon  égal  £AfO,  diminuera  continuel- 
lement jufqua  ce  qu'il  s'cvanouilîe  dans  l'inftant  que  le 
point  O  parvient  en  M  *  puifqu'alors  la-  tangente  o  G  fe 
confond  avec  la  tangente  MD  :  d'où  il  liw  que  la  ligne 
M  £  diminue  continuellement ,  julqu'à  ce  qu'enfin  elle  de- 
vienne égale  à  M  D  dans  cet  inftant.  Donc  lorfoue  le 
point  o  eft  arrivé  en  iV\c'eft  â  dire ,  infiniment  près  di» 
point  M ,  la  ligne  ME,  alors  en  M  /,  ne  fera  pour  lors 
différente  de  la  tangente  M  D ,  que  d'une  grandeur  moin- 
»  Art.  xZu  dre  qu'aucune  donnée  }  &  par  conféquent  *  les  lignes 
TN ,  TS,  dont  elles  expriment  le  rapport ,  feront  égales- 
entr'elles.  Les  deux  tangentes  MT.TN  jprifesenfemble, 
feront  donc  égales  a  la  droite  M  S,  comme  aufli  à  l'arc 
M  N ,  &  à  la  ioûtendante  M  N.  Ce  qu'il  failoit  démontrer. 

Corollaire  h 

188.  Puisque  l'angle  FMD,.ou  fon  égal  NTS,  eft 
infiniment  petit  dans  la  luppofition  que  le  point  N-  foit 
infiniment  près  du  point  M  ,  il  s'enfuit  que  dans  le  trian- 
gle MTU,  l'angle  interne  NMT>  qui  eft  moindre  que 
l'extérieur  NTS,  fera  auflî  infiniment  petit,  c'eft  à  dire, 
moindre  qu'aucun  angle  donné  j  &  qu'ainu*  on  ne  pour- 
ra mener  par  le  point  M  aucune  ligne  droite  qui  tombe 
dans  l'angle  TM  N.  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  lignes 
MT%  N  M  ,  fe  confondent  entr'elles ,  &  qu'ainfi  on  peut 
regarder  une  tangente  comme  une  ligne  droite  qui  pafle 
par  deux  points  d'une  ligne  courbe  infiniment  proches 
l'un  de  l'autre. 
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Corollaire  II. 

189.  S  1  l'on  imagine  qu'une  ligne  courbe  quelcon- 
que foie  divifee  en  une  mulirude  infinie  d'arcs  infiniment 
petits  tels  que  M  N  j  il  eft  clair  qu'en  prenant  au  lieu  de 
ces  arcs  leurs  foûtendantes ,  on  verra  naître  un  Polygo- 
ne d'une  infinité  de  côtés ,  chacun  infiniment  petit ,  que 
l'on  pourra  prendre  pour  la  ligne  courbe  :  puifqu'elle  *  »  A 
n'en  différera  en  aucune  manière.  De  plus  les  petits 
côtés  de  ce  Polygone  étant  prolongés  de  part  &  d'au- 
tre, feront  les  tangentes  de  cette  courbe  $  puiTqu'ils  paC 
fent  chacun  par  deux,  de  Ces  points  infiniment  proches 
i!un  de  l'autre. 

Remarque*. 

N  doit  faire  ici  attention  que  l'idée  ou  no- 
tion qu'on  a  donnée  des  tangentes  des  Sections  Coniques, 
ne  convient  qu'aux  lignes  courbes  qui  font  toujours  con- 
caves dans  toute  leur  étendue  vers  le  même  côté  ,  com- 
me font  *  ces  Sections  ;  au  lieu  que.  cette- dernière  notion  *  ^rt  l6  - 
eft  générale  pour  toutes  fortes  de  lignes  courbes.  Aufli  61. 11+. 
eft  ce  elle  qui  fert  de  fondement  a  la  méthode  des  tan- 
gentes que  j'ai  expliquées,  dans  mon  Livre  des  Infiniment 
fetits  ,  6c  oue  j'ofe  aflurer  être  la  plus  fimple-&  la  plus 
générale  qu'on  puiflè  fouhaiter.  On  en  verra  un  foible 
échantillon  à  la  fin  de  ce  Livre» 

Définitions: 

1* 

Deux  fegmens  de  lignes  courbes  quelconques  J^Z>,  Fic#  10  ;y. 
b*d,  font  appellés  Semblables  >t  lorfqu'ayant  inferit  dans  ïo8. \o<,J 
l'un  d'eux  une  figure  rediligne  quelconque  S  M  NO D , 
on  peut  toû jours  inferire  dans  l'autre  une  figure  reâili- 
gne  femblable  bmnod. 

1. 

Deux  Sedions  Coniques  font  appellées  Semblables  •> . 
lorfqu'ayant  pris  dans  l'une  d'elles  un  fegment  quelcon-- 

R. 
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que  BAD>  on  peut  toujours  ailigoer  dans  l'autre  un  fêg- 
ment  femblable  bad 

3- 

On  appelle  diamètres  Semblables  A  P  >apy  dans  dif- 
férentes Sedions  Coniques ,  ceux  qui  Font  avec  leurs  or- 
données PM,pm,  les  mêmes  angles  .AP  Myapnu 

Corollaire. 

I5U.  Plus  chacun  des  côtés  BM ,  M  KT^  kcbm^ 
mny  &c.  devient  petit  -,  plus  leur  nombre  augmente  ,  6c 
plus  aufli  les  figures  reûilignes  femblables  B  MN  OD4 
bmnod,  approchent  des  fegmens  B  A D,  bad,  aufquels 
elles  font  infcrites  ;  de  forte  qu'elles  leur  deviennent  en- 
«Art.  i*?.  fin  égales  *  lorfque  chacun  des  côtés  eft  infiniment  petit, 
&  que  leur  nombre  par  conféquent  eft  infini.  D'où  il 
fuit  que  les  fegmens  femblables  B  AD ,  b  ad ,  font  en- 
treux  comme  les  quarrés  de  leurs  foûrcndances  B  D,bd^ 
qui  font  des  côtés  homologues  j  &  les  portions  des  cour, 
bes  B  AD  >bad-,  comme  ces  foûtendantes. 

PROPOSITION  I. 

Theotcme. 

4  s— 

F 1  c.  107.  I9Zt  Soient  deux  Paraboles  A  M ,  a  m ,  qui  ayent 
deux  diamètres  fembUblts  A  L  ,  a  L ,  fituès  fur  la  même  droi- 
te ,  en  forte  que  leurs  ordonnées  PM,pm,  f oient  parallèles  en- 
tr  elles  j  &  [oit  marque  jitr  cette  droite  au  dedans  des  Parabo- 
les un  point  fixe  L,,  tel  que  L  A  foi  ta  L  a ,  comme  le  paramè- 
tre KG  du  diamètre  AL  de  la  Parabole  AM>efi  au  paramè- 
tre a  g  du  diamètre  a  L  de  la  Parabole  a  m.  Je  dis  que  fi  l'on 
mené  du  point  fixe  L  à  un  point  quelconque  Ni  de  la  Parabole 
A  M  ,  une  ligne  droite  L  M  i  elle  renconmra  foutre  Parabole 
a  m  en  un  point  m  tel  que  L  M.  L  m  ::  L  A.  L  a. 

Ayant  mené  l'ordonnée  MP  ,  &  nommé  les  données 
LA  %a3La0b7AG  les  indéterminées  ^Pyx} 
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P  Myy  >  on  auraZ  A  {a).  La,(b)  ::  AG  [p).ag=tl. 
Or  fi  l'on  prend  fur  le  diamètre  aL  de  la  Parabole amy 
la  partie  &  qu'on  mené  l'ordonnée  pm  j  il  eft 

clair  *  que        =»  p*  *  "g  (-^p  j  ^"Tp  en  mettant  *Art.t%& 
pour /x*  fa  valeur^  j  &  qu'ainfi/>M-sl£.  Donc 
(^). (4— x).  Lp  (b—iïy  Ec  par  con- 

féquent  la  ligne  Z  Af  paflèra  par  le  point  »*  extrémité 
de  l'ordonnée pm,  ce&  à  dire,  qu'elle  coupera  la  Para- 
bole a  m  en  ce  point.  Donc  à  caufe  des  triangles  fembla» 
bles  L  PM,  Lpm,  on  aura  L  M.  Lm  ::  PM  {y),  pm 

( )  :  :  ZA  {a).  La  {b).  Ce  qu'il  falioit  démontrer. 

Corollaire    I.  , 

I9h  S  1  l*on  prend  dans  la  Parabole  A  M  un  feg; 
ment  quelconque  B  AD  j  &  qu'ayant  mené  les  droites 
L  B  ,  Z  D  qui  rencontrent  l'autre  Parabole  a  m  aux 
points  b ,     on  tire  la  foûtendante     :  je  dis  que  le  feg- 
ment     d  de  la  Parabole  *»r,  eft  iêmblable  au  feguienc 
B  A  D  de  la  Parabole  ^  .M.  Car  ayant  infcrit  dans  le 
lègment   B  A  D   une  figure   rediligne  quelconque 
BMNOD  ,  il  eft  clair  que  fi  l'on  mené  les  droites 
X  M  •>  L  Ny  L  o  ,  qui  rencontrent  l'autre  Parabole  aux 
points  m  ,  a ,  0  j  les  triangles  L  B  M ,  L  b  m  >  L  M  N  Y 
Zmn>  L  Na  tLno  ,  ZO  D,Lod  rL  BD  ,Z6d ,  feront 
femblables  5  &  qu'ainfi  les  côtés  B  M  ^  bm  \  M  H  ,mn  s. 
&  o  ,ne  -y  QDyod  *  BDjbd-,  feront  parallèles,  &  tou- 
jours en  même  raifbn  chacun  à  fôn  correfpondant  $ 
puifque  toutes  les  droites  L  B,  Z  M ,  L  Ny  L  o  ,  l  D  y. 
lont  coupées  en  même  raifon  aux  points  b ,  m ,  n,  o,JL 
D'où  l'on  voit  que  les  figures  re&iligncs  B  M  NO  D 
bmnod,  font  femblables.  Or  comme  il  eft  évident  que 
cette  démonftration  fubfifte  toujours ,  telle  que  puifle 
êrie  la  figure  rediiignc  inicrite  dans  le  fegroenc  BAD  yj 


tji  Itvri  Ci  m  q^u  r  e'm  b. 

*  Def.  i.    il  s'enfuit  que  les  fegmens  B  A  D,  èadt  *  font  fembla- 

«•  jDtf  ».   b,es  5  &  Par  con^ucnc  *  9ue  les  Paraboles  , 
*"  le  font  auffi. 

COHOLIAIRB  IL 

I94*  D  e.l  A  il  eft  .évident  que  fi  l'on  mené  par  le 
point  L  une  double  ordonnée  EF  dans  la  Parabole  *am^ 
laquelle  rencontre  l'autre  Parabole  a  m  aux  points  e  f- 
les  fegmens  E  A  F  ,eaf  ydcs  deux  Paraboles  A  My  amt 
feront  femblables  entr'eux. 

CoROLLAl  R  B  III. 

1*5*  Toutes  les  Paraboles  font  femblables  ea- 
-tr'elles  s  car  fi  Ton  prend  fur  deux  diamètres  femblables 
de  deux  différentes  Paraboles ,  les  parties  A  LyaL^<y± 
foient  entr'elles  comme  les  paramètres  ^  G ,  </g  $  &  fi  Toa 
conçoit  que  le  diamètre  La  foit  lîtué  fur  le  diamètre 
L  A  :  en  forte  que  les  points  X  ,  L  ,  tombent  l'un  fur 
l'autre  ,  &  que  leurs  ordonnées  P  m  ,  pw,  foient  parai» 
leles  entr'elles  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point  fixe 
L  à  un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  A  M ,  une 
ligne  droite  LM  ;  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Pa- 
rabole a  m  en  un  point  m  tel  que  LM.  Lm  LA.  La* 
"Art.  ipj.  Donc»&ç. 

Corollaire  IV. 

15*.  De.laU  fuit  que  fi  Ton  prend  fur  deux  dit. 
mètres  femblables  de  deux  différentes  Paraboles  ,  les 
parties  A  L ,  aL  ,  qui  foient  entr'elles  comme  les  para^ 
mètres  de  ces  diamètres  ,  &  qu'on  tire  par  les  points 
L ,  les  doubles  ordonnées  E  F,  */:  les  fegmens  E  A  F9 
eaf,  des  deux  .Paraboles  A  M~  t  amy  feront  femblables 
Cntr'eux. 

Corollaire  V. 

!97-  S  i  deux  fegmens  B  AD%bad,  font  femblaMes 
ÉQtfeux ,  &  que  l'un  d'eux  B  A  D.t  foit  le  fegmenr  d'une 
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'Parabole  i  je  dis  que  l'autre  bad  fera  le  fegment  d'une 
•  autre  Parabole, 6c  qu'ainfi  il  n'y  a  entre  toutes  les  cour- 
bes imaginables  que  des  Paraboles  qui  puiJent  être  fem- 
blables  à.  une  Parabole  donnée.  Car  fi  l'on  place  le  petit 
fegment  bad  au  dedans  du  grand  B  A  D  ,ea  forte  que 
les  foûtendantes  bd ,  B  D  ,  foient  parallèles  j  &  qu'on 
infcrive  dans  l'un  &  l'autre  deux  figures  re&ilignes  quel- 
conques femblables  BMNOD  ,bmnod:i\  eft  clair  que  les 
côtés  homologues  BMybm>  M  N  ymny  ôcc.  de  ces  deux 
figures  feront  parallèles  :  puifque  les  angles  DBM  ydbmy 
BMNy  bmn  y&c.  font  égaux  entr'eux.  Or  menant  LM^ 
LNy  £0,par  le  point  de  concours  L  des  deux  droites 
Bby  Ddyqm  joignent  les  extrémités  des  foûtendantes 
parallèles  B  D  y  bd,  qui  font  les  deux  côtés  homologues 
donnés  i  ces  droites  LM  3  LNy  LO  ,  paflèront  par  les 
points  correfpondans  my  »,<»,où  elles  feront  divifées  en 
m  ême  rai  Ton  que  L  B  l'elî  en  by  ou  L  D  en  d  }  puifque 
BD.  bd.:  LB.Lb.'.B  M.bmw  L  M.Lmw  MN.Mnw 
L  N '  Ln::2f0.  no::  LO.  LowOB.od. 

Maintenant  fi  l'on  mené  par  Je  point  L  le  diamètre 
LA  de  la  Parabole  A  M  >y  qu'on  le  divife  en  4  ,  en  la 
même  raifon  que  L  B  l'eft  en  b  y  ou  L  D  en  dy  &  qu'on 
décrive  *  du  diamètre  du  paramètre  ag  qui  foit  * -<^/. 

au  paramètre  A  G  du  diamètre  ^4  L  de  la  Parabole  A  My 
comme  Z<*  eft  à  Z^,tine  Parabole  dont  les  or- 
données ^a*  foienr  parallèles  aux  ordonnées  P  M  de  l'au- 
tre Parabole  :  il  eft  évident  *  qu'elle  paffera  par  tous  les  *  ^r/. 
points  «,■«,»,  </,  qui  dfcifent  dans  la  raifon  donnée 
de  BD  â  bd  toutes  les  droites  LB,  LMy  LN \LO  yLD. 
Orcommece  raifonnement  fubfifte  toujours  tel  que  puilTe 
être  le  nombre  des  côtés  des  figures  re&ilignes  fembla- 
bles BMNODy  bmnodyUde  telle  grandeur  qu'ils  puif- 
fent  être  i  il  s'enfuit  que  la  Parabole  a  m  paffe  par  tout 
par  où  le  fegment  bad  paffe,  &  qu'ainfi^e  Jegmenteneft 
une  portion.  CV  qu*  il  fallait  dénw/itrer. 


1)4  L  I  7  B.  E    Cl  NQJ7  I  E'M  E. 

PROPOSITION  IL 
Theorcmc. 

Fie.  10S.  l9%'  Son  une  F.Hipfe  ou  Hyperbole  A  M  qui  ait  pour 
rq5>.  un  de  [es  premiers  diamètres  la  ligne  AH,^f  pour  paramètre 

de  ce  diamètre  la  ligne  AGie?  ayant  pris  fur  ce  diamètre 
( prolongé  dans  l'Hyperbole )  un  point  fixe  L ,  &  divi/é  en 
même  raifon  aux  points  a ,  h  ,  (es  parties  L  A  ,  L  H.  Sott 
une  autre  EÛipfe  ou  Hyperbole  a  m  qui  ait  pour  premier  dia- 
mètre la  ligne  a  h ,  pour  paramètre  de  et  diamètre  la  ligne  a  g 
qui  foit  à  A  G  comme  ah  eft  AH,  &  dont  les  ordonnées 
p  m  [oient  parallèles  aux  ordonnées  PM  ^  l'autre  Setlion 
A  M.  Je  dis  que  fi  ton  mené  du  point  fixe  Là  un  point  queL 
conque  M  de  la  Section  klA^une  ligne  droite  quelconque  L  M  j. 
elle  rencontrera  £ autre  SeHion  a  m  ,  en  un  point  m  tel  que 
L  M.  Loi::  LA.  La  :  c'eft  à  dire  que  toutes  les  droites  tirées 
du  point  fixe  L  aux  points  de  la  Seflion  A  M  yfont  divifées  en 
mime  raifon  par  la  Seflion  a  m. 

Il  faut  prouver  que  L  M.  L  m  :  :  L  A.  L  a. 
Ayant  mené  l'ordonnée  MP,  &  nomme  les  données 
ZA,a  j  La  .byAH.it^U  les  indéterminées  AP.xi 
PMyy  }  on  aura  LA  {a).  La  (b)  ::  ZH.  Lh  ;: 

ZH^+LA  ou  AH  {it}.  Lb^La  ou  ah^tlL. 
Or  fi  l'on  prend  fur  le  diamètre  a  h  de  la  Se&ion  a  m  la 
partie  ap^bJLy  &  qu'on  m§ne  l'ordonnée  pm  }  il  eft 

Mrf.4HJ.  clâir*  AP*PH  {itx-=+xx).TM%  (yy)::  ^  H. 
li.&nS.  AG  ::  ah.  agi:  apnph  ^tÈllJlJ^tlliyJm*  ^ihy  % 

qu'ainu>«  —  il.  Donc  PM  (y).pm(tZ)::LP  {a^x). 
Lp  {b  —  tiy  Et  par  conféquent  la  ligne  Z  M  paUera 

par  le  point  m  extrémité  de  l'ordonnée  pm,  c'eft  à  dire 
qu'elle  coupera  la  Section  a  m  en  ce  point.  Donc  à  eau. 
te  des  triangles  femblables  LPM  ,  Lpm  >  on  aura. 
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ZM.Lm::  PM  [yYfm  (^)  ::  LA  {a),  la  (6).  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire  L 

*99*  S  i  l'on  prend  dans  la  Section  A  M  un  /ègmenc 
quelconque  BA  2),&  qu'ayant  mené  les  droites  LB9 
D  y  qui  rencontrent  l'autre  Se&ion  «maux  points  b ,  d  y 
on  tire  la  foûtendante  b  à  :  je  dis  que  le  fegment  bad  dç 
la  Section  am  çù.  femblable  au  fegment  i?^  D  de  la  Sec. 
tion  ^       &  partant  que  fi  l'on  mené  par  le  point  L  une 
double  ordonnée  E  F  dans  la  Se&ion  A  M  ,  laquelle  ren- 
contre l'autre  Se&ion  aux  points  e     les  fegmens  EAF, 
ea /*,  des  deux  Ellipfes  ou  des  deux  Hyperboles  AMiami 
feront  femblables  entr'eux.  Cela  fe  prouve  de  même  que 
.pour  la  Parabole  dans  les  articles  19).  &  194. 

Corollaire  II. 

200.  Toutes  les  Ellipfes  ou  Hyperboles  A  M  , 
amt  qui  ont  deux  diamètres  femblables  A  H,  ah,  en  me*  , 
me  raifon  avec  leurs  paramètres  AG,agy  font  fembla- 
bles entr'elles.  Car  fi  Ton  prend  les  parties  AL,  a L,t 
qui  foient  entr'ellcs  comme  les  diamètres  A  H  >ah ,  & 
que  Ton  conçoive  que  le  diamètre  ah  /bit  fitué  fur  le  dia- 
mètre A  H ,  en  forte  que  les  points  L ,  L ,  tombent  l'un 
fur  l'autre,  &  que  les  ordonnées  pm,  P M  ,  foient  pa- 
rallèles entr'elles  :  il  eft  clair  qu'ayant  mené  du  point 
fixe  X.  à  un  point  quelconque  M  de  la  Sedion  ^  M  une 
ligne  droite  I»  M  ,  elle  rencontrera  toujours  l'autre  Sec- 
tion a  m ,  en  un  point  m  tel  que  L  M-  Lm::  LA.  La, 
Donc  *  &c.  199. 

Corollaire  III. 

e-l  a  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  Ellipfes 
«ou  deux  Hyperboles  AM,amy  dont  deux  diamètres  fem- 
blables A  H  ,ahy  foient  en  même  raifon  avec  leurs  pa- 
ramètres A  G  iag  j  &  qu'ayant  pris  les  parties  A  L,uLy 
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qui  foient  entr'elles  comme  les  diamètres  AHya  h  ,  en 
tire  par  les  points  L  ,  L  ,  les  douoles  ordonnées  £  F  ,  efi 
il  eft  évident,  dis  je,  que  les  fegmens  EAF,eaf^  des 
d*ux  Se&ions  A  M  >*m,  font  femblables  entr'eux. 

Corollaire  IV: 

102.  Si  deux  fegmens  BAD,  bad,  font  femblables 
entr'eux  $  &  que  l'un  d'eux  foie  le  fegment  d'une  Ellip- 
fe  ou  d'une  Hyperbole  ^  ,  qui  ait  pour  un  de  fes  dia- 
mètres quelconques  la  ligne  AH  dont  le  paramètre  eft 
A  G  >Je  dis  que  l'autre  fera  le  fegment  d'une  autre 
Iillipfeou  d'une  autre  Hyperbole  amt  qui  aura  pour  l'ua 
de  les  diamètres  femblables  à  A  H\  la  ligne  ah  qui  fera 
en  même  raifon  avec  fon  paramètre  agt  aue  AH  avec  le 
fien  >f  G.  Car  ayant  place  le  fegment  lad,  au  dedan* 
du  fegment  B  A  Z>,  en  forte  que  la  foûtendante  b  à  foit 
parallèle  à  la  foûtendante  B  D ,  &  que  les  lignes  BbyDd, 
concourent  en  un-  point  L  du  diamerre  -^Ff  (ce  qui  eft 
toujours  poffible) ,  &  inferit  dans  l'un  &  l'autre  deux  £. 
gures  rectilignes  quelconques  femblables  j  on  prouvera 
comme  dans  la  Parabole  article  157.  que  les  droites  L  Mt 
L  Ny  LO ,  paieront  par  les  points  correfpondans  myn% 
c,  où  elles  feront  divifees  en  même  raifon  que  LB  l'cft 
en  b ,  ou  L  D  en  </. 

Maintenant  fi  l'on  divife  les  parties  LA  ,  LH\  du 
diamètre  A  H  aux  points  en  même  raifon  que 

* Art*  161.  L  B  l'eft  en  b}  &  qu'on  décrive  *  du  diamètre      &  da 
paramètre  <*g  qui  foit  au  paramètre  A  G  du  diamètre 
»  comme  La  eft  à  A-^,  ou  aki  AH tune  Ellipfe  ou 
une  Hyperbole  a  m ,  dans  les  ordonnées  pm  foient  paral- 
lèles aux  ordonnées  P  M  de  l'autre  Ellipfe  ou  Hyperbo- 

*  Art.  198.  le  A  M  :  il  eft  évident  *  qu'elle  paflèra  par  tous  les  points 
by  m ,  n,  0  ,  </,  qui  divifent  dans  la  raHon  donnée  de  bd 
à  BD  toutes  les  droites  L  B  ,  JLJW  ,  L  Ny  ZO,  £J>. 
Or  comme  ce  raifonnement  fubfifte  toujours  tel  que 
puiflè  être  le  nombre. des  côtés  des  figures  re&ilignes. 

femblables, 
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femblables  B  M  NO  D ,  bmnoà  ,  &  de  telle  grandeur 
qu'i's  puiflent  être  5 il  s'enfuit  que  l'Ellipfe  ou  l'Hyperbo- 
le am  palTe  par  tous  les  mêmes  points  par  lefquels  pafls 
le  fegment  bdtàc  qu'ainfi  ce  fegment  en  eft  une  portion* 
Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire.  V. 

203.  IL  eft  donc  évident  que  fi  deux  Ellipfes  ou  deux 
Hyperboles  A  Af,  am%  font  femblables  ,&  qu'on  pren» 
ne  dans  la  Se&ion  ^4  M  un  de  iès  diamètres  quelconques 
^4  H  -yi\  y  aura  toujours  dans  l'autre  Section  a  m  un  dia- 
mètre a  h  femblable  à  A  H ,  qui  aura  avec  fon  paramètre 
*g  la  même  raifon  que  A  H  avec  le  fien  AG:&  qu'ain* 
û  les  diamètres  femblables  A  H  ,  ah ,  feront  en  même 
raifon  avec  leurs  diamètres  conjugués.  Or  comme  dans 
one  Ellipfè  ou  Hyperbole  il  ne  peut  y  avoir  *  que  deux  *'Jtrt,  66.  - 
difïèrens  diamètres  conjugués  qui  fallènt  entr'eux  les  me-  <0\i»&. 
mes  angles ,  &  que  ces  diamètres  ne  différent  que  par 
leur  pofition,  leur  grandeur  demeurant  la  même  j  il  s'en- 
fuit que  dans  les  Ellipfes  ou  les  Hyperboles  femblables 
tous  les  diamètres  conjugués  qui  feront  les  mêmes  angles, , 
feront  entr'eux  en  même  raifon  j  obfervant  de  prendre 
pour  les  antécédens  de  ces  deux  raifons  les  plus  grands 
de  ces  deux  .diamètres  conjugués,  &  pour  conféquens- 
les  moindres. 

PROPOSITION  III.'- 

Théorème. 

204»  Si  £on  mené  dans  une  Seflion  Conique  deuxparaL  Fie.  no,- 
le/es  quelconques  B  D  y  E  F,  terminées  par  la  Se 1 lion  \  &  qu'on  uu 
joigne  leurs  extrémités  par  deux  droites  B.E ,  D  F  \je  dis  que 
Us  fegmens  B  ME  B  ,  DMFD,  compris  par  des  portions  de 
la  Seïlïon      par  les  droites  qui  joignent  les  extrémités  despa-- 
rallcles  >  feront  égaux  entr'eux. 
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Car  ayant  prolongé  les  foûtendantes  B  E ,  D  F ,  juC 
qu'à  ce  qu'elles  fe  rencontrent  en  un  point  G  ,  &  ayant: 
«me né  par  ce  point  &  par  le  point  de  milieu  H  de  la  li- 
gne B  23,  la  droite  G  H  i  il  eft  clair  qu'elle  divifera  par 
le  milieu  en  &  la  parallèle  £  F  à  2?D,  comme  aulii  par 
le  milieu  en  P  un  autre  parallèle  quelconque  -O  O  i  la 
même  ligne  BD.    Donc  la  ligne  H  K  fera  un  diamètre 

*  Art.x+t.  *qUi  aura  pour  ordonnées  de  part  &  d'autre  les  paraile- 

les  BD,E F }  &  partant  fi  Ton  mené  par  un  de  Tes  points 
quelconques  P  une  parallèle  i  ces  lignes ,  elle  rencontre- 

*  Art. 144.  ra  *  la  Section  en  deux  points  M%  M  3  également  éloignés 

du  point  P  j  d'où  l'on  voit  que4es  parties  M  0,0  M,  de 
la  même  parallèle  M  M  à  B  D ,  comprifes  dans  les  feg- 
mens BMEB  y  DMFD ,  font  toujours  égales  entr'elles, 
en  quelque  endroit  que  puifle  tomber  cette  parallèle  en. 

*  Art.  île.  tre  les  lignes  BD,EF.  Il  eft  donc  évident  *  que  ces  deux 

fegmens  feront  égaux  entr'eux. 

Si  les  foûtendantes  B  E DF,  étoient  parallèles  entr'el- 
ies ,  il  faudrait  mener  par  le  point  de  milieu  .£/  de  la  ligne 
B  D  une  droite  H  K  parallèle  à  ces  foûtendantes  ,  fie  la 
.démonftration  demeurerait  toujours  la  même» 

C  O  ROLLAIRE  ï. 

Fi  c.  no.  Puis  qjje  P  M  eft  toujours  égale  a  />  M }  il 

s'enfuit  i°.  Que  les  Trapefês  Coniques  KHBR ,  KHDF, 
font  égaux  entr'eux.  i°.  (  Lorfque  la  ligne  B  D  au  lieu  de 
rencontrer  la  Se&ion  en  deux  points  la  touche  en  un  point 
*A)  que  lesTrilignes  Coniques  A KEy  AKF^ font  égauxj 
qu'ainfi  les  fegmens  AEMA ,  AFMA,  le  font  auflï^ 
puifque  le  triangle  eft  diviféendeux  parties  égales 

par  le  diamètre  AK  qui  pafle  par  le  milieu  âeEF. 

Corollaire  ZI. 

f  j«.  ictf.  S  1  la  Section  étant  une  Parabole, une ElIipJe, on 

une  H  yperàole ,  l'on  mené  par  les  extrémités  des  parallèles 
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S  D,  £  F ,  les  droites  B  F ,  D  £ ,  qui  s'entrecoupent  en- 
tre ces  parallèles  *  les  fegmens]  BFDstB  y  DEBAD  ,  fe- 
ront égaux  entr'èux.  Car  les  triangles  BFD ,  BED ,  qui 
font  entre  les  mêmes  parallèles  B  D^EF ,  &  qui  ont  la 
même  bafe  B  D ,  font  égaux  entr'èux  >  &  partant  fi  l'on* 
ajoute  d'une  part  le  fegment  DM  £  D  plus  le  fegment 
B^iDB ,  &  de  l'autre  BMEB  égal  au  fegment  DMFDr, 
plus  auffi  le  même  fegment  B^éDB  j  les  touts  BFDAB , 
DEB^dD ,  .feront  égaux  entr'èux. 

Corollaire  III. 

*7*>»  D  w.  a  on  .voit  comment  on  peut  couperpar  Fie,  nu 
un  point  donné  D  fur  une  Se&on  Conique ,  cfeux  leg- 
mens  DGED  rDFBD, égaux  chacun  a  un  fegment  donné 
MEDB.  Car  ayant  tiré  les  droites  £D  mené  5  G 

parallèle  à  DE^UEF  parallèle  à  2*Z>,  lefquelles  ren.; 
contrent  la  Sedion  aux  points  G ,  F >il  eft  clair* en  joi-  ».^r/.x©*. 
gnant  la  droite  DFy  que  le  fegment  DFBD  eft  égal  au  fer- 
ment BEDB ,  à  caufe  des  parallèles  D  i? ,  £  F }  &  de  mê- 
me  en  joignant  D  G ,  que  le  fegment  DGE  D  eft  égal  au 
fegment  B  £  DB,  à'eaufe  des  parallèles  B  G ,  DE. 

Si  le  point  donné  tomboit  fur  l'une  des  extrémités  du 
fegment  donné  qûe  je  fuppofe  être  â  prefent  DG  EDy  il 
fau droit  mener  par  l'autre  extrémité  G ,  une  parallèle  G  F 
A  la  tangente  qui  paflè  par  le  point  D  j  &  tirant  par  le  point 
,F  où  cette  parallèle  rencontre  la  Seûion ,  &  par  le  point 
donné  D±  la  foûtendante  D  F,  il  eft  clair  que  le  fegment  ' 
Ji  t  BD  fera  égal  au  fegment  donné  DGED. 

Il  eft  vifible  qu'il  ne  peut  y  avoir  dans  ce  dernier  cas 
que  le  feul  fegment  DFB ZXjui  foit  égal  au  fegment  don- 
né  DGED  *  puifque  tout  autre  fegment  qui  aura  pour 
l'une  de  fes  extrémités  le  point  donné  Z>,  fera  plus  grand 
x>u  moindre  que. le  fegment  DJ  BD>  felon  que  fon  autre  ex- 
trémité fera  plus  proche  ou  plus  éloignée  du  point  Z>que 
ja'cft  le  point  F.  D'où  il  fuit  que  fi  deux  fegmens  DGE  d, 
DFJD,  qui  ont  une  extrémité  commune  0  ,  font  égaux 

S  ij 
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entr'eux  j  &  que  fi  l'on  mené  par  le  point  D  une  parallèle 
à  la  droite  G  .F  qui  joint  leurs  autres  extrémités ,  elle  fera 
tangente  en  D. 

C  O  R  O  L  L  A  I  RE  IV. 

208.  o 

n  tire  du  Corollaire  précédent  une  manière 
toute  nouvelle  &  fort  ailée  de  mener  une  Tangente  par  un 
point  donné  D  fur  une  Section  Conique  donnée. 

Car  ayant  tiré  par  ce  point  deux  droites  quelconques 
D  B  y  D  £ ,  qui  rencontrent  la  Section  aux  points  fi,£,on 
mènera  par  le  point  B  une  parallèle  B  G  à  D  E ,  &  par  le 
point  E  une  parallèle  EF  à  HO,  lelquelles .rencontrent 
la  Section  aux  points  G,  que  Ton  joindra  par  une  ligne 
droite  G  Fs  à  laquelle  on  tirera  par  le  point  D  une  paral- 
lèle qui  fera  la  tangente  cherchée  ;  puifque  les  fegmen* 
DG  £  D,D  F  BD>  étant  égaux  chacun  au  même  fegmeni 
BEDB  ,  le  feront  entr'eux. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème 

F  l  e.  113.       209*  S  *i  î-^  *        irw  ,        ftne  Hyperhcle^ 

114.  &  115.  w  ^tm  ies  j~iypery0les  opposées  deux  Ityncs  droites  BD,  EF, 
parallèles  entre/les  &  terminées  par  la  Seîiion  j      ^«'aa //rr 
du  centre  C  /«  demi  diamètres  C  B  ,  C  E ,  C  D  ,  C  F ,  /r/  6>f- 
Elliptiques  ou  Hyperboliques  Q  B  E ,  C  D  F  >  feront  égaux 
entr'eux. 

Car  menant  par  les  points  de  milieu  H ,  des  droi- 
tes B  D  ,  E  P ,  le  diamètre  c  /C  ,  les  triangles  c  H  B  , 
C  H  D  f  &  C  K  E ,  CK  F,  feront  égaux  entr'eux  j  puif- 
qu'ilsont  le  même  fommet  C,&  que  leurs  bafes  HB, 
Ji D,èc  KE >KF,  font  égales.  Par  confequent  {fi$.  1  14  ) 
X  £/  B  L-\-C  B  E^C  A  E  —  C  H  B=C  K  F  —  C  H  Dz=* 
*=KHDF-t-CDFy&  113.115.)  KHBE—CBB 
^^tCHB  ^.CK  £«  H:  CHD"=+  C  KF^KHDF^ 
CD  F,  Donc  puilque  les  Trapeiés  Coniques  KHBEP 
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KHDF,  font  *  égaux  ,  il  s'enfuie  que  le»  Secteurs  Ellip-  *  Art,  10;. 
tiques  ou  Hyperboliques  CBE,  CD  F,  le  feront  aufli. 

Corollaire  L 

210.  S  1  la  Section  eft  une  Ellipfe,  ou  une  Hyperbo-  pIC# 
le  j  &  que  la  ligne  BD  parallèle  2  devienne  tangen-  114. 
te  en  A  y  il  eft  clair  que  Jes  Secteurs  CA  E  ,  CA  F  %  fe- 
ront égaux  entr'eux.  Car  prolongeant  le  demi,  diamètre 
C  A  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la  ligne  E  F  au  point  K , 
cette  ligne  fera  coupée  en  deux  également  en  ce  point  î 
&  par  conféquent  les  triangles  C  K  E  ^  CKF%  feront 
égaux.  Or  les  trilignes  Coniques  AKE  ,  AKF,\c  font 
**  auflî.  Donc  &c.  *  Art. 

Corollaire  II. 

2".  De  -la  on  voit  que  pour  divifêr  en  deux  par- 
lies  égales  un  Secteur  Elliptique  ou  Hyperbolique  quel- 
conque CE  F  }  il  n'y  a  qifà  mener  le  demi  diamètre  C  A 
qui  divife  par  le  milieu  en  K  la  foûrendante  E  F  de  ce 
Secteur.  Ce  qui  donne  encore  les  Secteurs  CBE,  CDF, 
égaux  enrr'eux,  en  fuppofant  B  D  parallèle  à  E  F.  Car 
ayant  de  cette  manière  les  Secteurs  c  A  E ,  CA  f ,  & 
CAB  ,  CA  D  ,  egaux  entr'eux  ,  les  Secteurs  CBE% 
CDF ,  qui  en  font  les  différences  ,  doivent  aufli  être 
légaux  entr'eux. 


PROPOSITION  V* 
Théorème, 

m«  S  o  1  T  un  demi. cercle  A  D  H,  qui  ait  pour  (liante-  F 1  c.  i«p#  •  ^ 
?tre  le  premier  ou  g*tnd  axe  AH  d'une  demie  EUipfe  A  B  H  j 
/bit  menée  par  un  point  quelconque  P  de  taxe  AH  }  une  per- 
pendiculaire à  cet  axe ,  qui  rencontre  l' EUipfe  au  point  M  ,  <^ 
k  cercle  au  point  N  i  par  où  &  par  le  centre  C  (oient  tirées 
les  droites  C  M  »  C  N.    Je  dis  que  le  SeUeur  Elliptique 

S  iij 
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C  A  M  eft  au  Sefieur  circulaire  CAN,  comme  la  moitié  C  B 
du  fettt  axe  de  fE/lipfe  y*f  *  la  mime  GA  eu  CD  du 

grand.     

*  Art.  4*.  Car  par  la  propriété  *  de  l'Ellipfe  P  M% .  CB%  :: 
^  AP*PH.  ^JC*CH  ou  l  ^  ,  &  par  la  propriété  du 

cercle  P~N.  C~D  :  :  A  P*P  H,  A  C  »  -CH  ou  C  ^  . 
Donc  7TÂî\  Tb  :  :  CÏ*.  ou  P  M*.  ~P~N  :  :  FÎT. 

• 

c5\  Et  en  tirant  les  racines  quarrées,  P  M.PTïwC  B. 
CD  ou  c Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quel- 
que  endroit  que  tombe  la  perpendiculaire  P  MN ^  il 
»  .  r8<  s'enfuit  *  que  l'efpace  Elliptique  entier  A  B  H  A  eft  au 
*  demi  cercle  ADHA,t*.  la  portion  APM  de  cet  ef- 
pace  à  la  portion  A  P  N  du  demi  cercle ,  comme  C  5 
eft  à  CD  ou  à  CA.  Mais  le  triangle  rectangle  CPM  eft 
au  triangle  rectangle  c  P  N  qui  a  la  même  hauteur,  com- 
me la  bafe  P  M  eft  à  la  bafe  P  N>  c'eft  à  dire  ,  comme 
cileft  àCD  ou  à  c  A  -,6c  par  coniêquent  l'efpace Ellip- 
tique APM  plus  ou  moins  le  triangle  c  P  M  (  plus  lorf- 
que  APeÙ.  moindre  que  ^C,&  moins  lorfqu'elle  eft  plus 
grande)  c'eft  à  dire  ,  le  Se&eur  Elliptique  CA  M  fera  à 
fefpace  circulaire  A  P2>ry>\us  ou  moins  le  triangle  CPNy 
c'eft  à  dire,  au  Secteur  circulaire  CAN ',  comme  CB  cftîL 
CD  ou  à  C ^.  C<r  #«7/ 


Corollaire  I. 

113.  Comme  le  Secteur  de  cercle  CAN  eft  égal  au? 
rectangle  de  l'arc  parla  moitié  du  rayon.  CA  ou  CD^ 
il  s'enfuit  que  le  Secteur  Elliptique  CAMcd  auffi  tlgal  au 
rectangle  4e  ce.  même  arc  A  N  par  la  moitié  de  CB, 

Corollaire  IL 

2*14-  Si  l'on  mené  par  «n  point  quelconque  G  du 
grand  axe  AH  autre  que  le  point  />,  une  perpendicu- 
laire à  cet  axe ,  qui  rencontre  l'Ellipfc  au  point  £  ,  &  lfc 
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«cercle  au  point  /  5  je  dis  que  les  Se&eurs  Elliptiques 
s4CE,  ACM,  font  entr'eux  ,  comme  les  Sedeurs  cir- 
culaires A  CF,  A  CN.  Car  sic  M.  ACN-.-.CB.CD. 
Et  de  même  ACE.  ACF  C  B.  CD.  Et  partant  ACM. 
ACN::  A  CE.  A  CF.  Et  ACM.  ACE  ::  ACN.  ACF. 
D'où  Ton  voit  que  pour  trouver  un  Seâeur  Elliptique 
ACM ,  qui  foit  au  Se&eur  Elliptique  ACE  en  raifon  don- 
née $  il  n'eft  queftion  que  de  trouver  un  Se&eur  circulai- 
re ACN  oui  foit  en  raifon  donnée  au  Seâeur  A  CF ,  ou 
ce  qui  eft  la  même  choie  ,  de  divifer  en  raifon  donnée 
«Tare  AN  F  ou  l'angle  A  CF. 

PROPOSITION  VI. 
Theorcmc. 

2.15»  S*it  y  et  deux  demi.  Hyperbole*  A  M  ,  AN  ,  ou  Fi  g.  «7, 
23  M ,  DN,  qui  ayent  pour  centres  le  même  point  C,  pour  un  n8. 
de  leurs  demi  diamètres  la  même  droite  CA,<^  pour  les  deux 
•  demi-diamètres  conjugués  au  demi- diamètre  CA,  deux  droi- 
tes quelconques  C  B ,  CD,  fi  tué  es  fur  la  même  ligne  j  ^  ^*'<?j» 
w*/tr  /><*r  sir  point  quelconque  P  demi -diamètre  C  A  f  pro- 
longé s* il  eft  nece faire  J  une  droite  parallèle  À  CD,  laquelle 
rencontre  les  Hyperboles  aux  points  M ,  N  par  le  [quels  & 
par  le  centre  C  ,  foient  tirées  les  droites  C  M  ,  C  N  :  je  dis 
que  les  Setleurs  Hyperboliques  C  A  M ,  CAN»<wCBM, 
CD  N  ,  feront entr'eux  comme  les  demi  diametres  conjugués 
•CB.CD. 

On  aura  par  la  propriété  *  des  deux  Hyperboles  *  Art.  tu 

»  efjr  n8. 

A  M ,  A  N \  ou  B  M,  D  N,  ces  deux  proportions  P  M  » 
Tlf  :  :  C~Pt.  ~Z+  C\A%.  CA"  ::  P~N .  C~D.  Et  par  confè- 
rent P  m*.  PN  ::  CB  .  CD.  Et  en  prenant  les  racines 
quarrées  ,P  M.  P  N  :  :  c  B.  c D.  Or  comme  cela  arrive 
«toujours  eu  quelque  endroit  que  tombe  la  parallèle 
PMN '>  il  s'enfuit  *  que  les  efpaces  Hyperboliques  APM>  *  Art.  iSf. 
si  PN^  ou  C  P  MB  yC  P  ND ,  font  entr'eux  comtne  C  B 
à  CD.  Adais  les  triangles  CP  M  %CP  N ,  font  ea- 


■ 
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tr'eux  ,  comme  leurs  bafes  P  M ,  P  Nt  (  puifqu'ils  font: 
ficuces  entre  le>  mêmes  parallèles  CD,  PAr),ou  com- 
me les  demi  diamètres  conjugués  CB ,  Ci>.  Et  par  con- 
féquent         117.)  CB.  CD  ::  CPM—^tP  M.  C  PN 

^  ^  P  N      C  ~A  M.  c  A  N.   Ou  bien  f/g- 

CD  ::  C  P  M  B—C  P  M.  C  P  N  D  —  C  P  N  :  :  CAjW.. 
C  Z>       CV  f  *  V  //#wr  démontrer. 

Corollaire. 

S»  les  deux  demi  diamètres  conjugués  C-^r. 
€  D  ,  font  égaux  entr'eux  ,  l'Hyperbole  A  N  ou  D  N 
fera  équilatëre.  Et  fi  l'on  avoit  trouvé  le  moyen  de 
quarrer  les  Secteurs  Hyperboliques  c  AN  y  ou  CDNt 
on  auroit  aulïï  la  quadrature  des  Sedeurs  C^Af ,  ou 
CB  Ai  y  qui  ont  pour  bafes  des  portions  y#jW,ou  ifjlf 
d'une  autre  Hyperbole,  dont  le  demi  diamètre  conju« 
gué  C  B  peut  être  pris  de  telle  grandeur  qu'on  veut  9 
puifque  le  rapport  des  Secteurs  Hyperboliques  C^i M%  • 
C  si  Ny  ou  CD  iv~,  CB  Ai  y  étant  exprimé  par  les  droites 
C  P  ,  C  £ ,  eft  donné.  D'où  l'on  voit  que  fi  l'on  avoit  la 
quadrature  de  l'Hyperbole  équilatére  ,  on  auroit  aulE 
celle  de  toutes  les  autres  Hyperboles  :  de  même  qu'- 
*vto.  m.  ayant  *  la  quadrature  du  Cercle,  on  auroit  celle  de  tou* 
tes  les  Ellipfes.. 

PROPOSITION  VIL 

r 

Théorème. 

fj  c.  11p.  217.  S  1  ton  prend  fur  «ne  afymptote  C  N  £une  Hypen 
bole  E  B  P  F  ,  deux  parties  C  K  ,  C  L  ,  qui  foiene  entre  Un 
en  même  rai  [on  que  deux  autres  parties  quelconques  C  G , , 
C  H,  de  la  même  ajymptote  j  (£•  qu'ayant  mené  les  para  lie- 
les  GF,HD,KB,LE,4  C  autre  afymptote  CPJe/qmeL 
les  rencontrent  P  Hyperbole  aux  points F ,  D,B,  E ,  on  tire 
ks-  demi,  diamètres  C  F ,  C  D  ,  C  B ,  C  E  :je  dis  que  Us  deux 

Setlenn 
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SeBeurs  Hyperboliques  C  B  E  ,  C  D  F ,  feront  égaux  entr'eux. 

Ayant  mené  les  deux  droites  B  D ,  E  F  t  qui  rencon- 
tre ne  les  alymptotes  aux  points  M ,  O  ,  2V,  P  j  les  paral- 
lèles KB^  HDy  donneront  cette  proportion ,  MB.  MK  :  : 
JDO.  CH.  Les  parallèles  LE,  G  ^donneront  auffi  cette 
autre  proportion ,  NE.  NL  :  :  F  P.  CG.  Et  partant  puif- 
que*  MB  sa  DO  ,  &  N£=*FPy  il  s'enfuit  que  M K=CH,  *  ^r/.  ^ 
&  NL=CG.  Or  par  la  fuppofition  c  G  ou  XiST.  c/f  ou 
KM:  :CK.  CL  ::*  L  E.  KB.  Et  partant  ZN.  LE  ::  JCÀdf.  Mrt.ioo, 
Xi?.  Donc  les  lignes  NE\  M  B ,  c'eft  à  dire,  les  deux 
droites  £  F,  2? Z>,  dont  elles  font  parties ,  feront  parallè- 
les entr'elles.  Donc  *  les  Secteurs  Hyperboliques  C  $      +Art.  aep, 
CDf,  font  égaux  entr'eux.  C*  qu'il  faltoit  démontrer. 

Corollaire,  L 

2.18.  S  1  les  parties  CKSCL%  de  l'afymptore  C^,, 
font  en  même  raifon  que  deux  parties  quelconques 
es,  CT  de  l'autre  afymptote  C  P  j  &  qu'on  mené  les 
parallèles  Z  £,  à  l'afymptote  CP,  &  les  parallèles 
SDS  TF ,  à  l'autre  afymptote  CiSTj  il  eft  clair  que  les 
Se&eurs  Hyperboliques  CD  c  BEy  feront  auffi  égaux 
entr'eux.  Car  ayant  mené  les  parallèles  FG%  DH>  à 
l'afymptote  c/>,  on  aura  *CG.  CH  ::  HD  ou  C£  I0C» 
CF  ou  C7"»  ::  C2C.  CL.  Donc  &c  * 

Corollaire.  II. 

S-1?»  S  1  Ton  prend  fur  la  même  afymptote  la  partie 
CK  troifiéme  proportionnelle  à  deux  parties  quelcon- 
ques CG,  c  H  ?  on  prouvera  par  on  raifonnement  fem. 
blable  à  celui  du  Théorème  que  la  ligne  BF  eft  paral- 
lèle à  la  tangente  qui  pafle  par  le  point  D  ;  &  qu'ainfi  *  »  Art.  ne. 
les  Secteurs  Hyperboliques  CF  D  ,  c  D  B  ,  font  égaux 
entr'eux.  D'où  il  fuit  que  fi  l'on  prend  fur  une  afymp* 
tote  autant  de  parties  qu'on  voudra  C  G ,  c  HtC  K , 
CX,&c.  en  progreflîon  géométrique  continue  ,  d'où- 
partent  Jes  parallèles  G  F.,  HD,  KB ,  L  £,ôcc.  à  l'au— 

T. 
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tre  afymptote,  les  Sedeurs Hyperboliques  CFD  ,  CD#, 
,Ci£,  &c.  feront  tous  égaux  cncr'eux. 

Co*OLL AIHE  1IÏ. 

110.  D  E  L  ▲  on  voit  que  (i  CH  eft  la  premier* 
de  deux  moyennes  géométriquement  proportionnelle* 
encre  les  extrêmes  CG,  CL  j  8c  qu'on  tire  les  droites  G<f, 
H  B  >  L  £ ,  parallèles  à  l'autre  afympcote  >  le  Semeur 
.CD F y  fera  au  Sedeur  c  F  E  ^  comme  i  edi  3.  De  mê- 
me, fi  CH  eft  la  première  de  trois  moyennes  propor- 
tionnelles encre  C  G  ,  C  Z.  *,  le  Sedeur  CD  .F  fera  au  Sec- 
teur CFE ,  comme  1  eft,à  4.  Et  en  général ,  fi  la  lettre 
m  marque  un  nombre  entier  quelconque ,  &  que  G  H  (bit 
la  première  d'autant  de  moyennes  proportionnelles  en- 
tre les  extrêmes  C G ,  CL ,  que  le  nombre  m—  i  cannent 
.d'unités  -,  le  Sedeur  CD/,  fera  au  Sedeur  CFE  %  com- 
me i  eft  au  nombre  m. 

ni»  O  n  peut  ici  donner  une  idée  fort  exade  de 
ce  qu'on  appelle  Logarithmes  dans  l'Arithmétique,  & 
«de  l'extrême  facilité  qu'ils  apportent  au  calcul ,  Jorfqu'rt 
s*agic  d'opérer  fur  de  fort  grands  nombres.  Voici  com- 
ment : 

Si  Ton  fuppofè  que  CG  y  exprime  l'unité  que  CL 
étant  décuple  de  C  G ,  c'eft  à  dire ,  10 ,  le  Sedeur  Hyper- 
-colique  Cf-f,  (bit  divife  en  ioooooooooo  parties  égalei 
Et  fi  l'on  compofe  une  table  divifée  en  deux  colomnes, 
dont  la  première  renferme  de  fuite  tous  les  nombres 
•naturels  1 , 1  f  3 , 4 ,  5,  6 ,  &c.  &  l'autre  des  nombres  ar« 
Jificiels  ,  placés  vis-£vis,&  qui  foienc  tels  que  CH ,  ex- 
primant un  nombre  quelconque  naturel  ,  le  nombre  ar- 
tificiel placé  vis.  à  vis  t  exprime  le  nombre  des  parties 
que  Le  bedeur  Hyperbolique  CD  F  contient  par  rap- 
port au  nombre  des  parties  que  contienc  le  Sedeur 
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CXE  ;  les  nombres  artificiels  feront  appellés  les  Loyi- 
tùhmts  des  nombres  naturels  aufqueis  ils  répondent.  Ce- 
la pofé,. 

i°.  Si  Ton  propofe  démultiplier  deux  nombres  natu. 
xels  quelconques  CH ,  CK>  l'un  par  l'autre,  il  n'y  aura- 
qu'à  prendre  dans  la  table  leurs  Logarithmes  qui  expri- 
ment les  Se&eurs  C F D,c FB  ,  &  ajoutant  enfemble  ces 
deux  Logarithmes -,  on  aura  le  Logarithme  qui  exprime 
le  Seûeur  C  FE>  vis-a-vis  duquel  fera  placé  le  nombre  na- 
turel C  L  produit  de  la  multiplication  des  deux  nombres 
CH,CK. 

z°.  Si  l'on  propofe  de  divifer  le  nombre  CL  par  le 
nombre  CK  %  il  n'y  aura  qu'à  retrancher  le  Logarithme 
CF  £  du  Divifeur  C  K  ,  du  Logarithme  C  F E  du  nombre 
à  divifer  C  L  >  pour  avoir  le  Logarithme  C  BE  ou  C  FD 
du  quotient  c 

3°.  Si  l'on  propofe  d'extraire  une  racine  quelconque 
du  nombre  CZ,  par  exemple  la  cubique  ,  il  n'y  aura- 
qu'à  divifer  Ton  Logarithme  C  F  E  en  trois  parties  éga- 
les ,  pour  avoir  le  Logarithme  CFD  vivà-vis  duquel  efV 
placé  le  nombre  QHrqui.dk  la  racine  cubique  cher, 
chée. 

Tout  cela  cft  une  fuite  de  ce  que  les  Scâeurs  Hyper, 
boliques  CFD ,  CBEyfont  égaux  entr'eux  ,  lorfque CG. 
CH  ::  C  AT.  CZ.  Et  que  les  Se&eurs  CFDy  CDB^CBE, 
&c.  fontauffi  égaux  entr'eux,  lorfque  CG.  C  H  ::  C  H. 
CK  ::  CjÇ.  CL  ::  &c.  U  eft  donc  évident  que  par  le 
moyen  de  cette  table  ,  on  pourra  abréger  extrêmement" 
les  opérations  de  l'Arithmerhique ,  lorsqu'il  s'agit  d'opé- 
rer fur  de  grands  nombres  ,  comme  dans  les  calculs  Aù 
cronomiques. 

Comme  Ton  n'a  pû  jufqu'à  prefent  trouver  en  nom* 
bres  exaâs ,  le  rapport  des  Secteurs  Hyperboliques 
CFJ>  yCF B  y  &c.  au  Seûeur  CFE>  on  s'éft  con- 
tenté d'exprimer  ce  rapport  en  nombres  fort  appro- 
ehans  }  &  par  le  moyen  de  ces  nombres  qu'on  ap- 
pelle AttificuLs ,  &  des  nombres  naturels  qu'on  a  pla» 
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ces  visà.vis ,  on  a  compofé  la  Table  des  Logarithmes  qui  * 
les  propriétés  qu'on  vient  d'expliquer.  Or  dans  la  fuppo- 
fition  que  le  Secteur  CFE  Logarithme  de  CL  (io)contienc 
ioooooooooo  parties  égales ,  on  trouvera  que  le  parai  le- 
logramme  C  G  ET  contient  plus  de  4341944818  de  ces 
partie*,  &  moins  de  4341944819.  D'où  l'on  voit  qu'un 
Secteur  Hyperbolique  quelconque  CS  F ,  eft  au  parallélo- 
gramme CGFTi  peu  près  comme  le  Logarithme  du  nom» 
bre  CK  trouve  dans  la  Table ,  eft  au  nombre  4341944819, 
&  cela  en  prenant  les  Logarithmes  de  dix  caractères  otk- 
jre  le  cara&énftique. 

.  PROPOSITION  VIIL 
Théorème, 

f  i€.  no.       222  •  S'il  y  a  pur  chaque  ajymptote  deux  parties  C  G, 

CL.^-CR,  CS,  quifotent  teïïes  que  fSCG.  //*C  L  :: 

l^Q  R.  f/*CS  j  &  qu'on  tire  les  droites  GF,  LE,  RT, 
S  V,  parallèles  aux  afymptotes  :  je  dis  que  le  Secleur  CFE, 
fera  au  Seïieur  CTV,  comme  m  eft  à  n.  Les  lettres  m  &  n 
marquent  des  nombres  entiers  quelconques. 

m  m  m 

Car  fi  l'on  fait  jfCG.  jfCL  ::  CG.  CH.  Et  fScR. 

j/ÏS.-.CR.  CQ^  Et  qu'on  tire  les  droites  H D , QJfy 
parallèles  aux  alymptotes  »  il  eft  clair  que  les  Secteurs 
»  Art.  11Z.  Hyperboliques  C  F  D ,  CTNy  feront  égaux  *  entr'eux, 
»  Hyp.      puilque*CG.  CH.  :  :  C  R.  C,^  Or  félon  la  nature  des 
Progreffions  géométriques ,  la  ligne  C  H  fera  la  premiè- 
re d'autant  de  moyennes  proportionnelles  entre  CG  Se 
CL  que  le  nombre         contient  d'unités ,  &  de  même 
la  ligne  C  refera  la  première  d'autant  de  moyennes  pro- 
portionnelles entre  CR  &  CS  que  le  nombre  w— ./  con- 
*  Art.  «o.  tient  d'unités.  Donc  *  C  F  E.  C  F  D  :  :  m.  i.  Et  CT  Non 
CFD.  CTVwi.  n.  Et  par  conféquent  le  Secteur  CFE 
eft  au  Secteur  C  Tfen  raifop  compofée  de  m  à  i r ,  &  de 
ià  «,  c'eft  à  dire,  comme  le  nombre  m  eft  au  nombre^ 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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Corollaire. 

2-2.3-  De-la' on  voie  qu'un  Semeur  Hyperbolique 
iCFE  étant  donné  avec  un  point  quelconque  T  de  l'Hy- 

{>erbolc ,  il  ne  faut  pour  trouver  un  autre  point  V  de 
a  même  Hyperbole  ,  tel  que  le  Se&eur  CFE  foit  au 
Secteur  CTV%  comme  m  eft  à  »,  que  prendre  CS  en 

m  m  nu 

forte  que  f^C  G.  ^ C L  :  :     CR.  ff  C S >  ou  (ce  qui  re- 
vient  au  même)  VcG.  ^CL  •.JÇBL  CS.  Ceft  à  dire, 
-qu'il  faut  prendre  C  R=mC  R  «  . 

PROPOSITION  IX. 
Théorème. 

fonmene^par  les  extrémités  K^V,  d'un  Se  fleur  fig,  lllt 
Hyperbolique  quelconque  C  B  F ,  /«  j  B  K  ,  F  G ,  ^m/- 
fr/w  i  ajymptote  C  S ,  terminées  par  f autre  CLsje  dis 
que  le  Sefleur  Hyperbolique  C  B  F  4?  <^  hyperbo- 
lique B  K  Ç  F  <w»/>r*r  entre  les  parallèles  B  K  ,  F  G ,  à  une 
afymptote  CS,  la  partie  G  K  de  l'autre  ajymptote  CL3& 
la  portion  B  F  de  l'Hyperbole. 

Car  Ci  l'on  retranche  des  triangles  égaux  *  CKB  ,  » ^  Jf . 
C  G  F,  le  même  triangle  CG  A  (le  point  ^  eft  le  point 
d'interfe&ion  des  deux  droites  FGyCB)  &  qu'on  ajou- 
te aux  deux  reftes  B  KG  A  ,  C  A  F ,  le  même  efpace  hy- 
perbolique BjiFt  on  formera  d'une  part  Pefpace  BKGFy 
&  de  l'autre  le  Se&eur  CB  F  qui  feront  égaux  entr'eux* 
Ce  qulil  fallait  démontrer. 

Corollaire  I. 

ai5-  S  1  l'on  eut  mené  les  lignes  fig^FO,  parallèles 
à  l'afymptote  CZ,&  terminées  par  i'afymptote  C«S,  on 
auroit  prouvé  de  même  que  le  Se&eur  Hyperbolique 

•   T  uj 
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Cjf  cft  égal  à  l'efpace  hyperbolique  FgOF  $  cTofc 
l'on  voie  que  les  efpaces  ou  Trapefes  hyperboliques 
BKGF ,  B QO F ,  font  égaux  entr'eux. 

COAOLLAIM  IL 

Zi6.  D  e- là  il  eft  évident  que  tout  ce  qu'on  vienrde 
démontrer  dans  les  articles  117, 118  ,  119 , 110,  nr ,  mt 
&  113 ,  des  Seâeurs  Hyperboliques,  fe  doit  auffi  entendre 
de  ces  forces  de  Trapefes  i  puifqu'ils  leurs  font  égaux» 

PROPOSITION.  X, 

Théorème. 

riG.  11t.  ZIJ.  Soient  deux  différentes  Hyperboles  B  M  F, 
HND,  qui  ayent  les  mêmes  ajymptotes  C  L ,  C  S ,  &  (oient 
menées  far  deux  points  quelconques  G ,  K ,  d'une  afymptote 
deux  parallèles  GDF,  K  H  B ,  i  t autre.  Je  dis  que  l'efpace 
hyperbolique  HKGD^  à  tefpace  hyperbolique  B  K  G  F, 
comme  la  puiffance  de  t  Hyperbole  HND,^  à  la  fui  fiance 
de  t  Hyperbole  BMF. 

Car  ayant  mené  par  un  point  quelconque  P  de  la  par- 
tie G  JC,  une  parallèle  aux  deux  droites  GD>  KHy\*. 
quelle  rencontre  l'Hyperbole  B  MF  au  point  M ,  & 
l'Hyperbole  HND  au  point  H  5  &  nommé  la  puif- 
fance  de  l'Hyperbole  HND,  a  a  s  celle  de  l'Hy- 
perbole  BMF^bb  $  &  l'indéterminée  CPyxt  on  aura 

iou  */>i¥=*^,  &  PM=*"i  &  partant  FK  FM  ::  a*,  hb. 

Or  comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la 
ï-Art,  186.  partie  G  K  que  tombe  le  point  F  j  il  s'enfuit  *  que  Tek 
pace  hyperbolique  HK  G  D.  B  K  G  F  ::  aa.bb.  Ce  fm'ii 
fallait  démontrer. 

Corollaire» 

2*8.  L  orsque  les  puiflànces  des  Hyperboles  HKD, 
M  M  F,  font  encr'elles  comme  le  nombre  m  eft  au- nom- 
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?bre  »  i  on  pourra  toujours  trouver  dans  l'Hyperbole 
H ND  un  Trapefe hyperbolique  RSP* régal  â  un  Tra- 
pefe hyperbolique  G  K  B  F  de  l'autre  B  M  t\  les  droites 
CG>CK ,  C  Je ,  étant  données.  Car  il  eft  clair  *  que  le  *^rf.  m. 
Trapefe  GKHD  eft  an  Trapefe  G/C2?f,  comme»  eft  tf*  *ir. 
a  8  j  &  qu'ainfi  toute  la  difficulté  fe  réduit  à  trouver  dans 
la  même  Hyperbole  HN  Dtle  Trapefe  RSf^T»  qui 
/oit  au  Trapefe  G  KH  D  %  comme  le  nombre  n  eft  au 
nombre  »i  ;  &  c'eft  ce  qui  fe  fera  »  en  prenant  C  «S,  telle  *  Art.  nj. 

-que       G.  f/fcJC  ::C  R.CS. 

D  e'f  initions. 
4- 

Soit  une  ligne  droite  indéfinie  ^C,  qui  ait  pour  ori-  Fie.  113. 
gine  le  point  fixe  ./*  *  &  foit  une  ligne  courbe  +A  M  B 
telle  qu'ayant  mené  d'un  de  Tes  points  quelconques  M 
une  droite  -M      qui  fafle  avec  un  angle  donné 

j4P  M  ,  &  ayant  nommé  Jes  indéterminées  ^7^,  x  s 
P M ,  y  -,  on  ait  toujours  ax=yy  (la  lettre    marque  une 
Jtgne  donnée)  :  il  eft  clair*  dam  cette  fuppoikioa  que  la  *  Art.  ^ 
ligne  courbe     M  s  eft  une  Parabole  «,ui  a  pour  dia- 
mètre la  ligne  si<  %  .pour  une  ordonnée  â  ce  diamètre 
la  droite  PM \  &  pour  paramètre  de  ce  diamètre  la  don- 
née  a.  Mais  fi  i  on  iuppoiê  à  prefent  que  la  nature  de  Ja 
-courbe  ~A  M  B  foit  exprimée  par  l'équation  y* «a aaxy 
ou  par  cette  autre  y1  «s ax x  j  cette  ligne  courbe  fera 
nommée  Parabole  cubique  ou  du  troisième  degré  $  parce 
que  celle  des  deux  indéterminées  xou),  dont  la  puifian- 
•ce  eft  la  plus  élevée,  monte  au  troifiéme  degré.  JDe  mé- 
me  fi  l'équation  eft  y*<=Ma' x ,  ou  y*       x*  t\&  ligne  cour- 
be j4  M  B  eft  appeliée  Parabole  du  quatrième  degré  j  parce 
que  l'indéterminée  y  dont  la  purffaïKe  eft  la  plus  haute, 
monte  au  quatrième  degré.  Il  en  eft  ainfi  de  toutes  les 
1  infini. 

Sok  comme  dans  la  définition  précédente  nne  ligne  île.  n^; 
«droite  jA>C  qui  ait  nonr  origine  Je  point  fixe     i  &  foit 
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une  ligne  courbe  S  M  ,  telle  qu'ayant  mené  d'un  de  fc* 
points  quelconques  M  la  droite  M P  qui  faûe  avec  C 
un  angle  donné  APM,&  ayant  nomme 
p  M  t  y  s  on  a*c  toujours  xym*aa  (la  lettre  *  marque 
ioi.  une  ligne  donnée  )  :  il  eft  clair  *  que  cette  ligne  courbe 
fera  une  Hyperbole ,  qui  aura  pour  l'une  de  fes  afymp- 
totes  la  ligne y^C,&  pour  l'autre,  la  ligne  AD  parai, 
lele  à  P  M  ,  &  donc  la  puiflance  fera  le  quarré  a  m.  Mais 
fi  l'équation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  B  M  eft 
xxy=m*%  >  cette  ligne  courbe  fera  nommée  Hyperbole 
cubique  ou  du  troifième  degré  t  parce  que  le  produit  x  xy 
des  deux  indéterminées  x  Uy ,  a  trois  dimenfions.  De 
même,  fi  l'équation  étoit  x* ^=»**5la  ligne  courbe  2? -M 
lêroit  une  Hyperbole  du  quatrième  degré  i  parce  que  le  pro- 
duit x%y  à  quatre  dimenfions.  Il  en  eft  ainfi  de  toutes 
les  autres  à  l'infini. 

Corollaire  L 

0.  U).  2.19.  S  1  l'on  fuppofe  que  la  lettre  m  marque  un  nonv 
«c  1x4.  bre  entier  quelconque  qui  Toit  l'expofant  de  la  puiflance 
de  l'indéterminée  AP  (x)  j  &  de  même  que  la  lettre  n  mai. 
que  l'expofant  de  la  puiflance  de  l'autre  indéterminée 
PM  [y)  :  il  eft  clair  que  l'équation  y  *mxmna—m  (ou 
fimplement y*=*xm ,  en  faifant  pour  abréger  la  donnée 
4eai)  exprimera  la  nature  des  Paraboles  de  tous  les  de- 
grés à  l'infini.  On  voit  de  même  que  l'équation  xmy9sa 
am-¥.n  {ou  fimplement  xmy*  1 ,  en  faisant  aw*i)  expn- 
me  en  gênerai  la  nature  des  Hyperboles  de  tous  les  de*- 
grés  à  Finirai. 

Corollaire  IL 

130.  S  i  Ton  mené  par  l'origine  fixe  A  de  la  ligne 
A  C  une  ligne  droite  indéfinie  AD  parallèle;*  PMi&c  qu'. 
ayant  tiré  M  K  parallèle  à  A  C ,  qui  rencontre  AD  au 
point  /c,  on  nomme  les  indéterminées        x  $  XAi  jf  » 

il 
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ileft  clair  que  l'indéterminée  x  qui  exprimoit  aupara. 
vanc  la  ligne  AP  ou  M  K,  devient  à  prefent y  5  &  qu'au 
contraire/  qui  exprimoit  PM  ou AKt  devient  â  prefenc 
x.  D'où  il  fuir. 

!•  Que  fi  la  courbe  A  M  B  eft  une  Parabole  ordinai-  Fie.  m. 
re  ,  elle  aura  pour  équation  yy^ax  ou  xx=*ay  ,  /èlon 
qu'on  rapportera  les  points  à  ceux  de  la  ligne  JfC  ou 
AD  i  ëc  de  même  que  la  Parabole  cubique  qui  a  pour 
équation  yl=*axx  lorfqu'on  rapporte  fes  points  à  ceux 
de  la  ligne  A  ct  aura  pour  équation  xitm*aay  lorfqu'on 
lés  rapporte  à  ceux  de  la  ligne  AD  5  &  en  gênerai  que 
fi  la  ligne  courbe  A  M  a  a  pour  équation  y 
étant  rapportée  à  la  ligne  droite  A  c,  cette  même  cour- 
be  aura  pour  équation  (I'on  fuppofe  que 

»  furpatfe  «  )  étant  rapportée  à  la  ligne  AD.  . 

1°.  Que  l'Hyperbole  ordinaire  a  toujours*  la  mêmeFi*  114. 
équation  xy^aa ,  foir  qu'on  la  rapporte  a  la  ligne  A  C 
ou  à  la  ligne  AD  }  que  l'Hyperbole  cubique  qui  a  pour 
équation  xxy=*a*  étant  rapportée  â  AC,  aura  pour 


"  y  — -   1  '"rr*^  4«  poilus  a  ceux  de  la 

ligne  A  C,  aura  pour  équation  x"ym »*»"*Morfqu'on les» 
rapporte  à  ceux  de  la  ligne  A.  D. 

Corollaire  III. 

De-la  il  eft  évident  qu'il  y  a  deux  Paraboles 
cubiques  dont  l'une  a  pour  équation  /  m»aax  ou  x'mmaay 
&  l'autre  y1  *=a xx  ou  x'-mayy  .  au  lieu  qu'il  n'y  a* 
qu'une  feule  Hyperbole  cubique  xxy=*u%  ou  xyyJaa*. 
Car  les  indéterminées  x  &  y  ne  peuvent  être  combinées 
que  des-  quatre  premières  manières  pour  exprimer  les 
Paraboles  cubiques  ou  du  troificme  dégré  j  &  des  deux 
fécondes  pour  exprimer  les  Hyperboles  cubiques.: 
Or  comme  les  quatre  premières  égalités  appartien- 
nent à  deux  différentes  courbes  ,  &  les  deux  fecor-< 
<ksi  .la  même  >  il  s'enfuit,  &c  On  peut  trouver  par.. 

V  v 
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la  même  voie  le  nombre  des  Paraboles  ou  des  Hyperbo- 
les du  quatrième, cinquième  degré,  &c. 

Corollaire  IV. 

Fie  u  232. 'No  n-seu  lem  e nt  l'Hyperbole  ordinaire* 
pour  afymptotes  les  lignes  droites  indéfinies  AC  ys4  Dy 
mais  encore  celle  de  tous  les  degrés  a  l'infini.  Car  foie  l'é- 
quation générale  xmy"tSaa""*"'  ou  y «11— (  AP=sx, 

PM*=*y)  qui  exprime  la  nature  de  telle  Hyperbo- 
le qu'on  voudra ,  lorfqu'on  rapporte  fes  points  à  ceux 
dé  la  ligne  A  c  \  '\\  eft  manifefte  que  plus  AP  (x)  aug- 
mente ,  plus  au  contraire/ ,  &  par  conféquent  FM  [y) 
diminue  j  de  forte  que  x  étant  infiniment  grande,  P  M 
(y  )  devient  nulle  ou  zéro  :  c'eft  à  dire  que  l'Hyperbole 
3  M  &  la  ligne  A  c ,  étant  prolongées  l'une  &  l'autre  à 
l'infini ,  s'approchent  toujours  de  plus  en  plus  jufqu'à  ce 
qu'enfin  elles  fê  joignent  dans  l'infini  même  j  ce  qui  conf- 
tituë  l'eflence  d'une  afymptote.  Maintenant  fi  l'on  rap- 
porte les  points  de  la  même  Hyperbole  a  ceux  de  la 
ligne  A  D  ,  on  aura  x" y9 ou  ym=*  H^l  [AK. 

X  M»y)  >  d'où  il  fuit  que  plus  AK  (x  )  devient 
grande ,  plus  au  contraire  KM  {y)  devient  petite,  &  cela 
à  l'infini  ;  &  qu'ainfi  la  ligne  A  D  eft  encore  une  afymp- 
tote de  la  même  Hyperbole. 

PROPOSITION  XI. 

Problème. 

Fie.  115.  2  Soit  propofè  de  mener  <£un  point  dormi  M  fur  U 
féconde  Parabole  cubique  AMB,  dont  la  nature  eft  exprimée 
par  F  équation  y*  »  a  x  x  ,  la  tangente  M  T. 

Ayant  fuppofé  l'arc  MN  infiniment  petit ,  &  mené  JSTQ^ 
parallèle  à  P  M  ,  &  MR  parallèle  à  AC:  le  petit  trian- 
gle MRNkr*  femblable-au  grand  TP  M  }  puifque  le 
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petit  arc  M  N  peut  être  regardé  *  comme  la  prolon.  +  Art  l8g 
cation  de  la  tangente  T  M.  CelapoféjOn  nommera  la 
loûrangente  cherchée  TPy  s  }  &  la  petite  droite  1>  ^ou 

MR>  e  y  ce  qui  donnera  ,  â  caufe  des  trian- 

gles femblables  TP  M  ,MRN.  Or  fi  l'on  met  le  cube 
de  gjî  [y-\-'2)  à  la  place  de /  dans  l'équation / 

~axx  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  *A  M  B  > 
&  à  la  place  de  x xy  le  quarré  de  ^  Q^{x  -^e)  :  il  eft  é- 
vident  qu'on  formera  une  équation  y1  -f-  liïL-^-lLllL 

^~-—*xx-+-icax-\-€ca  qui  exprimera  Je  rap- 
port de  *A  Qjl  QJV.  Et  fi  l'on  retranche  par  ordre  des 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  ceux  de  la 

première,  &  qu'on  divife  enfuite  par  e  ,  on  trouvera  Hl 

■4-  ^ — h  '-77-=  iax  +  eai  dans  laquelle  effaçant  tous 

les  termes  où  e  fe  rencontre ,  parce  que  P  <g  (  e  )  étant 
infiniment  petite  ou  nulle  ,  ces  termes  font  nuls  par  rap- 
port aux  autres  ■>  il  vient  enfin  llL  —  iax  i  &  partant 

JPT  {s)  ï=UL^Lx  en  mettant  pour /  fa  valeur  axx. 
Çe  qu'il  fallut  trouver.  — 

Hem  a  1  qjj  e. 

2-54*  S 1  l'on  fait  attention  fur  le  calcul  précédent,  on 
verra  avec  évidence  qu'en  fubftiruant  à  la  place  de  la  puif- 
(ânce  de  yy  une  pareille  puiffance  de^-f-^-?,  on  n'a  befoin 

que  des  deux  premiers  termes  de  cette  puiffance.  Car 
tous  les  autres  étant  multipliés  par  les  puiffances  de  e , 
ils  renferment  chacun  e, ,  ou  des  puifiances  de  e ,  dans 
la  dernière  équation  que  Ton  trouve  à  la  fin  de,  l'opéra- 
tion j  &  doivent  par  conféquent  être  effacés.  Il  en  eft  de 
même  lorfqu'on  lubftituc  à  la  place  de  la  puiflànte  de  x 
une  pareille  puiffance  de         Mais  fi  l'on  forme  de  fuite- 

V  ij 
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On  trouvera  de  même  que  les  deux  premiers  termes 
d'une  puiflance  quelconque  n  du  binôme  j'-H^,  feront 


COKOLLAI  RE. 

135»  De-la  on  voit  que  pour- trouver  une  expref- 
fion  générale  de  la  foûtangente  PT  (s)  des  Paraboles 
de  tous  les  degrés  à  l'infini  ;  il  n'y  aura  qu'à  fe  fervir  de 
l'équation  générale  ou  <  prenant  a  pour 

l'unité)  /  =  x"  qui  exprime  la  nature  de  toutes  ces  Pa- 
raboles. Voici  comment. 

On  mettra  dans  l'équation  générale/1  =  x"  à  la  pla- 
ce de/*,  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  «de 

^-4-12,  c'eft  à  dire,/-t-^£  i  &  de  même  à  la  place 

de  **,  les  deux  premiers  termes  de  la  puiflance  m  de 
x  +  f,  c'eft  à  dke  ,  xm-\-mexm-1  :  ce  qui  donnera 

/•  -l-  —  x" -L- me  xm—x .  Et  retranchant  par  ordre 
les  membres  de  la  première  équation  de  ceux  de  celle- 
ci,  &  divifant  eniuire  par  *,l'on  aura£2L=r  «x- « 5& 

partant  jh=r  -!21-  =l^en  mettant  pour  /•  fa  valeur 

PROPOSITION  XII. 
Problême. 

Fie.  114*      23^*        E  n  E n  /f/  tangentes  des  Hyperboles  de  tous  Us 
degrés  k  l *  infini. 
Lsl  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo^ 
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(ïtion  précédente  ,  on  mettra  dam  l'équation  générale 
xmy=zam-+*  qui  exprime  le  rapport  de  si  P  \x)  à 
P  M  (y) ,  à  la  place  de  xm  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiffance  m  de  AQ^x-^-e)  c'eft  à  dire,xm-|-m*  x"— *j 
&  de  même  â  la  place  de  /"  les  deux  premiers  termes  de 
la  puiûance  n  de  QN(y-'JL)  c'eft  à  dire  1121:  ce 
qui  par  la  multiplication  donne  cette  autre  équation 
*  .y      m  ey  x  — - —  —  —  ■ .         =r  am  **  •  qui 

exprimera  le  rapport  de  J^JV.  Et  retranchant 

par  ordre  des  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  ceux  de  la  première  }  &  divifant  enfuite  par  eyi 

il  vient  mx?~ ^nJZ^mnt3^%  ^0  5  dans  laquelle 
équation  effaçant  le  terme— mn,x^l  qui  eft  nulparrap- 

aux  deux  autres ,  parce  qu'il  renferme  dans  fon  exprek 
fîon  la  ligne  infiniment  petite  ou  nulle  P  Jï>J,e) ,  on 

trouve  en  tranfpofant  à  l'ordinaire  PT  [s)=  ~lî^- 


» 

-  X. 
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237.  I  l  eft  donc  évident  que  pour  mener  la  Tangen-  p ,  c>  <' 
te  MT  d'un  point  donné  M  fur  une  Parabole  ou  une  Hy-  &  114, 
perbole  de  tel  degré  qu'on  voudra  >  dont  l'équation  eft 
pour  la  Parabole  y     xm  an—m  t  &  pour  l'Hyperbole 
xmy  ;=?         :  il  ne  faut  que  prendre  la  foûtangente 

P7*=:i^P  du  même  côté  du  point  A  par  rapport  au 

point  P  ,  lorfque  c'eft  une  Parabole  j  &  du  côté  oppofé,, 
Jorfque  c'eft  une  Hyperbole. 


v  >% 


Digitized  by  Google 


15S  Livm  Cinqjuib'mi. 


PROPOSITION  XIII. 
Théorème. 

Fig.  125.        258' Soit  comme  dans  la  dt  finition  quatrième  ,  une 
Parabole  AMB  ^  tel  degré  qu'on  voudra ,  dont  la  nature  efi 
exprimée  par  i' équation  yns=»xman~m:  /oit  menée  d'un  de  Je  s 
points  quelconques  B  la  droite  B  C  qui  fajfe  avec  A  C  l'angle 
donné  A  C  B ,  &  foit  achevé  le  parallélogramme  A  C  B  D.  Je 
dis  que  le  parallélogramme  circonfirit  A  C  B  D  efl  à  l'efface 
Parabolique  A  C  B  M  A  compris  par  les  droites  AC ,  C  B ,  & 
par  la  portion  de  Parabole  AMB}  comme  m  -+»  n  eji  à  n. 
Jl  faut  prouver  que  ACBD.  A  C  B  M  A  rim-f-n.n. 
Ayant  fuppofé  fur  la  portion  de  Parabole  A  MB  l'arc 
MN  infiniment  petit,  où  fi  Ton  aime  mieux  ,  indéfini, 
ment  petit  ,  c'ell  à  dire  ,  moindre  qu'aucune  portion 
donnée  de  la  Parabole ,  fi  petite  qu'elle  puifTe  être  j  & 
mené  les  droites  MP.NQ^  parallèles  à5C,  &  MK, 
N  L  ,  parallèles  à  AC;  lefquelles  forment  par  leurs  ren- 
contres le  petit  parallélogramme  MRNS:  on  tirera  la 
tangente  MT  qui  rencontre  le  diamètre  A  C  au  point 
7*,  par  où  Ton  mènera  une  parallèle  à  CBy  qui  rencon- 
tre les  lignes  M  AT,  N  L  ,  aux  points  F ,  G.   Cela  fait , 

+  Aru  189.  on  regardera  *  le  petit  arc  MN  comme  l'un  des  pe- 
tits côtés  du  Polygone  qui  compofë  la  portion  de  Para- 
bole A  MB,  U  la  tangente  MT  comme  le  prolonge- 
ment de  ce  petit  coté  $  de  forte  que  l'on  a  deux  trian- 
gles redilignes  NRM  ,  MPT,  qui  font  femblables: 
c'eft  pourquoi  NR  ou  M  S.  R  M  :  :  M  P.  PT  ou  M  F. 
Et  partant  le  parallélogramme  PMRQ  eft  égal 
au  parallélogramme  FMSG  -,  puifque  les  angles 
P  M  R  ,  /  M  S  ,  font  égaux  ,  &  que  les  côtés  au- 
tour  de  ces  angles  font  réciproquement  proportionnels. 

?Art.  137.  Or  *  MF  ou  PT^AP  ou -M  k.  Donc  auffi  le 

m  m 

parallélogramme  FMSG  ou  fon  égal  P  M  R  gmm 
=  ^KMSZ.  Ec  comme  cela  arrive  toujours  en  queU 
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que  endroit  de  la  portion  de  Parabole  A  MB  que*tom- 
be  le  petit  arc  M  N  j  il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous 
Jes  petits  parallélogrammes  P  M  RQ^  c'eft  à  dire,  *  le  *  Art. 

Triligne  parabolique  A  C  B  M  A  A  D  B  MA  fom- 
me de  tous  les  petits  parallélogrammes  JL  K  M  S  Li  On 

aura  donc  AD B  MA.  AC B  M  A  ::m.n.  Et  par  con- 
féquent  ADBMA+ACBMA  ou  Al  BD.  A^BMA  :  : 
m  -f-  n.  n.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire. 

De-la  il  eft  évident  que  le  Triligne  paraboli. 
que  A  P  M  eft  au  parallélogramme  circonfcrit  A  P  M  K% 
comme  n  eft  à  ai-fc-a  •*  &  qu'ainfi  le  Trapefe  paraboli- 
que MPCB^-JL-ABCD  n—APMK  3  puifque 

ACBMA=>~ — 4 CB D y  &  APM  =  —  APMK. 

PROPOSITION  XIV. 
Théorème. 

240.  Soit  comme  l'on  a  expliqué  dans  la  définition  F 1  g. 
cinquième ,  *>w  Hyperbole  ^MO  de  tel  degré  qu'on  voudra^ 
dont  la  nature  efl  exprimée  par  l'équation  xm  y»  s=r  am*n: 
foit  menée  dun  de  fes  points  quelconques  B  la  ligne  B  C  parai, 
lele  à  Cune  des  afymptotes  A  D ,  &  terminée  par  P  autre  en  C  s 
é-  fiit  achevé  le  parallélogramme  A  C  B  D.  Je  dis  que  ce 
parallélogramme  infcrit  ACBD  efl  à  l'efpace  hyperbolique 
ECBMO  renfermé  par  la  droite  déterminée  B  C  ,  par  la  li- 
gne  C  E  prolongée  a  l'infini  du  côté  de  E ,  &  par  la  portion 
£  Hyperbole  B  M  O ,  prolongée  aujfi  a  P  infini  du  cbté  de  O, 
comme  m  —  n  eft  à  n. 

Il  faut  prouver  que  ACBD.  EC  B  M  O     m  — n.  n. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  propo- 
rtion précédente  ,  on  prouvera  de  la  même  manière 

que  le  petit  parallélogramme  P  M  Rgj=  Z-K  M  S  L. 


i6m  Lit  ni  CivojJtvui. 

Or  cftnme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la 
portion  d'Hyperbole  BMO  que  tombe  le  petic  arc  M2*h 
il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous  les  petits  parallelogram- 
•  Art.  1S4.  mes  PMRQj  c'eft  à  dire,  *  l'efpace  ECB  M  0=, 

.-EADBMO  fomme  de  tous  les  petits  parallélogram- 
me 

mes*  KMSZ.  On  aura  donc  EsiDBM  0.  EÇ  B  MO  :  : 

m.  n  1  &  partant  E  A  DBMO^ECBMO  %ou  A  CB  D. 
ECBMO::  m—n.  ».  C*  j*7/ /fcftir  démontrer. 

Corollaire  I. 

Z41.  D  £.l  a  il  eft  évident  que  le  Trapefe  hyperbo- 
lique CPM  B~'^ti-/*CBD-mz~rn  ^*PMK  3  puif- 
que  E  c  B  M  o  A  c  BD que  par  la  même  ras 

fan  l'efpace  EPMO^JL-APMK. 

COROLLAIR.Î.  IL*' 
241.  X)  E-LA  il  fuit: 

i°.  Que  lorfque  m  furpaflè.»  j  le  rapport  du  parallélo- 
gramme infcrit  si  c  B  D  a  l'efpace  ECBMO  indéfini* 
ment  étendu  du  côté  de£,  fera  toujours  exprimé  par  des 
nombres  pofitifs  s  &  qu'ainû*  on  aura  .toujours  dans  ce  cas 
la  quadrature  abfoluë  de  cet  efpace. , 

a°.  Que  lorfque  m=*nt  ce  qui  arrive  dans  l'Hyperbole 
ordinaire  -y  on  trouve  que  le  parallélogramme  ACBB 
eft  i  l'efpace  hyperbolique  ECBMO,  comme  zéro  eft  i 
l'unité  :  c'eft  à  dire  que  cet  efpace  eft  infini  par  rapport  au 
parallélogramme  infcrit  si  B  CD. 

30.  Que  lorfque  m  eft  moindre  que  n  \  lcparalleloi 
gramme  infcrit  A C  B  D  fera  à  l'efpace  hyperbolique 
ECBMO  comme  un  nombre  négatif  à  un  nombre  po- 
fitif  :  ce  qui  fait  voir  alors  que  la  raifon  de  cet  efpace 
au  parallélogramme  A  CB  D  ,  eft  pour  ainfi  dire  plus 
qu'infinie.  -  Mais  on  doit  remarquer  dans  ce  dernier  cas , 

qW 
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que  l'efpace  hyperbolique  renfermé  par  la  droite  D  B, 
par  l'afymptote  ^4  D  prolongé  à  l'infini  du  côté  de  Z>, 
&  par  l'Hyperbole  OM  B  auffi  prolongée  à  l'infini  du 
côté  de  By  fera  au  parallélogramme  infcrit  slCBl}% 
comme  m  eft  à  22—7» ,  c'eft  à  dire  ,  que  cet  efpace  fera 
quarrable  ;  car  prenant  les  indéterminées  (x)  fur  l'a- 
fymptote A  D  s  au  lieu  qu'on  les  avoit  prifès  fur  l'afymp- 
tote A  c  ,  l'équation  à  l'Hyperbole  deviendra  *  x" ym  ^  Art.t^o, 

PROPOSITION  XV. 

« 

Théorème  v 

i 

243'  Soit  dans  l'angle  droit  CAD  une  ligne  courbe  Fie.  117. 
quelconque  AMR,  dont  l'on  [cache  mener  la  tangente  M  T  j 
(jr  frit  dans  t  angle  D  A  H  qui  eft  à  cote  de  celui-ci ,  une  au- 
tre ligne  courbe  H  F  E ,  telle  qu*  ayant  mené  cTun  dé  [es  points 
quelconques  F  la  ligne  F  M  parallèle  à  A  C ,  qui  rencontre  en 
K  la  ligne  AD,^*  w  M  la  première  courbe  A  M  B  ,  & 
ayant  tiré  la  tangente  MX,  qui  rencontre  A  C.au  point  T  :  on* 
ait  toujours  comme  A  K  eft  à  M  T  ainfi  une  ligne  confiante  a 
qui  demeure  toujours  la  même  en  quelque  endroit  que  tombe  lè 
goint  F  ,  eft  k  K  F.  Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  D  de 
la  ligne  A  D  l'on  mené  une  ligne  droite  E  B  parallèle  À  A  C 
&  terminée  par  les  deux  courbes  j  l'efiace  A  D  E  F  H  [era  ' 
égal  au  rellangle  de  la  courbe  A  M  B  par  la  confiante  a, 

Jlfitut  prouver  que  ADEFHsaAMBx  a. 

Ayant  îupgofé  par  tout  où  l'on  voudra  fur  la  courbe 
\AMB  l'arc  M  N  infiniment  petit ,  &  mené  les  droites 
MF ,  N  G ,  parallèles  à  A  ch  &  qui  rencontre  la  droi- 
te ^  D  aux  points  Ky  L ,  &  la  courbe  HFE  aux  points 
JF  ,  G  ,  on  tirera  les  droites  FS>  MR\  parallèles  iAD\ 
&on  prolongera  R  M  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  AC 
cd  P.  Cela  pofé  ,  les  deux  triangles  redangles  fembla- 
hles  M  P  T  s  M  R  N,  donnent  MR.  M  N  :  :  M  P  ou 
jiK.  ALT\.  a.  K  F,  Et  partant  K  F*  M  R  ,  c'eft  à  dire;  , 

X. 
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le  petit  rectangle  F  K  LSwbM  N  ><  a.  Or  comme  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  Courbe  A  M  £ 
qu'on  prenne  le  petit  arc  M  N ,  il  s'enfuit  que  la  fbm- 
*  Art*  184*  me  de  tous  les  petits  rectangles  K  L  S  F ,  *  c'eft  à  dire,, 
l'efpace  *A  DE  F  M  fera  égal  à  lafomme  de  tous  les  pe- 
tits rectangles  M  Nxa,  c'eft  à  dire ,  au  rectangle  de  la 
courbe  ~A  M  B  par  la  confiante  </.      qu'il failoit  démontrer. 

C  O  R^O  LLAUE  L 

e-l  a  il  eft  évident  que  le  rectangle  de  la 
portion  *A  M  par  la  'confiante  a  ,  eft  égal  a  l'efpace 
^  KF H  >  &  de  même  que  le  rectangle  de  la  portion  M  S 
par  la  même  ligne  a ,  eft:  égal  à  l'efpace  KDE  F. 

Corollaire  IL 

^-45»  S  1  l'on  fuppofè  que  la  Courbe  A  MB  fbit  la 
féconde   Parabole  cubique  ,  qui  ait  pour  équation 

•Art.  ijj, {A  P=*x  ,  P  M=*y)  j  on  aura  *  PT=**-x-% 
&  à  caufe  du  triangle  rectangle  M  P  T .  l'hypothenufe 
M  r=B  ^yy-^r  \xx-  Mais  Par  1*  propriété  de  la  Cour. 
beHFf,  il  faut  que_Af/>  (y).  Jlf 7*  yy-\-*-xx\ 
:  Ce  qui  donne  K  /=»  J  a-\-V^JL    *       J  ayt 

*  en  mettant  pour***  fa  valeury.  D'où  l'on  voit  que 
la  Courbe  H  F  E  eft  dans  ce  cas  une  Parabole  ,  qui  a 
pour  axe  la  ligne  *A  D ,  dont  l'origine  eft  au  point  O, 
pris  de  l'autre  côté  du  point  D  par  rapport  au  point  , 
en  forte  que  ^o=9J^ï&  dont  le  paramètre  —  \a: 
9  Art,  1$.  car  par  la  propriété  de  cette  Parabole  *  Je  quarre  de 
l'ordonnée  K  F  fera  égal  au  rectangle  de  K  o  par  le 

paramètre  ^a,  c*eft  à  dire  en  termes  analytiques,  K  F* 
KssMa-$-\ay.    Or  comme  les  Trapefès  paraboliques 
*  An,       ADEH,AKFHy  font  »  quarrables ,  il  s'enfuit  qu'on 
a  la  rectification  tant  de  la  Courbe     MB  , \jue  d'une 
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de  fes  portions  quelconques  A  M. 

Si  l'on  vent  exprimer  au  jufte  la  valeur  de  la  portion 

A  M ,  on  remarquera  gue  AH  eftse»*  ;  puifque  A  H 
=*AO**a  =x:t  a.  Ain  fi  ayant  nomme  la  tangente  MT3ti 

la  ligne  ^iCou  MP \y  ,  on  aura  K  /*=  — ,  &  leTrape- 
fc  parabolique-  FAKH  ou*^  F  K»  K  O — i  //.^  *A0  +Art.  239» 
^at+iUL^lsa^AM*^  Ceft  à  dire  en  di- 
vifanr  par  <*,  que  la  portion  cherchée  AM^t  /  llf 

—  —  </.  Ce  qui  donne  cette  conftruction. 

Ayant  mené  du  point  donné  M  fur  la  féconde  Pa- 
rabole cubique  A  MB  ,  la  tangente  M T  qui  rencon- 
tre en  i£ja  ligne  A  K  menée  par  l'origine  A  de  l'axe 
A  C  perpendiculairement  à  cet  axe ,  on  prendra  fur  cet- 
te ligne  la  partie  A  V=*~-a  s  &  ayant  tiré  VC  paral- 
lèle à  MT  qui  rencontre  Taxe  en  C,  on  décrira  du  . 
centre  V&c  du  rayon  VA  un  arc  de  cercle  qui  coupe  VC 
en  JC.  Je  dis  que  la  porrion  A  M  de  la  féconde  ParaboJ 
le  cubique  A  MB  fera  égale  à  la-lbmme  des  deux  droi-  r  ,  .  .  * 
tes  M  d,i  CAT. 

Car  à  caufe  des  triangles  femblables  TP  M,TAJ£, 

il  eft  clair  que  M Q=*~  MT  {t ) ,  puifque  AP=*lPTy 

&  à  caufe  des  triangles  femblables  M  P  Ty  VA  C ,  il 
vient  MB  (y).  MT  {t)     A  V( -la).  fc—îl.',  & 

partant  CJT=b  — ' — ~*.  Donc  &c. 

*7 

PROPOSITION  XVI 

„  Theorcmc  i 

2.4^*  S  OIT  une  Hyperbole  èquiUtere  E  A  F,  qm  ait  peur  F 1  c. 
<W2/rtf  C,  &  £^r  U  moitié  de  f on  premier  axe  U 

Xii 
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droite  C  A  j  avec  une  Parabole  IS  C  S  qui  ait  pour  axe  Ut 
ligne  A  C  prolongée  du  cbte  de  C  qui  en  Jera  Congme  ,  &  pour 
paramètre  Je  L'axe  une  ligne  double  de  C  A.   Si  ion  mené  par 
un  point  quelconque  N  de  La  Parabole  N  CS,  une  parallèle 
NE  a  CA,  qui  rencontre  l'Hyperbole  fc  A  F  au  point  E  ,  & 
fon  jùond  axe  C  L  au  point  L  \}e  dis  que  l'efpace  hyperbo- 
lique C  L  E  A  renfermé  entre  les  droites  AC,  CL,  Lh,  & 
la  portion  Eh.  de  l'Hyperbole ,  efi  égal  au  rectangle  de  la  por- 
tion C  N  de  la  Parabole  par  la  droite  A  C. 

Ayant  mené  par  on  point  quelconque  M  de'  la  por- 
tion CN,6q  la  Parabole  ,  une  perpendiculaire  M  G  à  la 
tangente  MT  qui  palîc  par  ce  pome  ,  terminées  l'une 
&  l'autre  par  l'axe  aux  points  6  ,  7,&  une  parallèle 
MB  à  CA>  qui  rencontre  l'Hyperbole  en  if,&  Ion  ie- 
cond  axe  CZ.en  H  :  lés  l:gnes  MG,  H  B  y  feront  éga- 
les entr'elles.  Car  menant  l'ordonnée  MP  à  l'axe  on 
Art,  14.  aura  *  PG^CA  î  &  à  caufe  du  triangle  re&angle 

MPG  Je  quarré  M  G*  «  P  Ai Tg^  C  H       c  J 
Art,  n7.  s=!*     B  ,  à  caufe  de  l'Hyperbole  équilatére  E  A  F  i  & 
partant  M  G     H  B.  Or  les  triangles  rectangles  fembla- 
bles  r/'vM  ,  MPG  y  donnent  jVf /'  ou  Cii.  MT::  PG 
An,  14 j.  ou  c  A.  M  G  ou  Donc  * 


Corollaire  1. 

2,47*  De-la  il  eft  évident  que  le  Trapefe  hyper- 
bolique H  L  E  B  eft  égal  au  rectangle  de  la  portion 
de  Parabole  MN  par  la  moitié  CA  du  paramètre  de 
fon  axe.  ,  * 

Corollaire    I  I. 

248.  Si  l'oo  mené  dans  l'Hyperbole  équilatére 
SA  P  deux  parallèles  quelconques  H  DyE  F  ,U  qu'on 
tire  par  leurs  extrémité*  des  lignes  droites  B  M ,  FAT, 
DR  ,  FSy  parallèles  à  AC ,  lefquelles  rencontrenr  le 
fécond  axe  de  l'Hyperbole  aux  points  H  yL  ,  A' ,  0\ 
la  différence  des  ce&angles  A  Cn  M  JV,  A  C«  RSt  fera 
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égale  (  en  cirant  les  droites  ^fi.DfJâla  différence  de* 
Trapefes  redilignes  H  L  E  B  9K0  F  D.  . 

Car  le  re&angle  A  Cm  m  N  eft  égal  *  au  Trapefe  hy-  *  Art.  147. 
perbolique  H  L  E  B  ;  Ôc  par  confequent  le  rectangle 
*AC*  M  N  plus  le  fegment  hyperbolique  B  E  fera  égal- 
au  Trapefe  rectiligne  M LEB  de  même  le  rectangle 
AC*RS  plus  le  legment  hyperbolique  D  F  fera  égal  au 
Trapefe  rectiligne  KO  F  D.  Donc  puifque  les  deux  feg- 
mens  hyperboliques  EB ,  D  Ft  font  *  égaux  entr'eux,  la  *  Art.  &04. 
différence  des  rectangles  A  c *  M  N y  A  C  *  RSy  fera  éga- 
le à  la  différence  des  Trapefes  rectilignes  HLEB ,  KOFD. 
Ce  qu'il  jalloit  démontrer. 

Corollaire  III. 

149«  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le 
Corollaire  précédent  j  fi  Ton  fait  î  A  C.  L  H  :? 
BH-\-LE.  m  il  eft  clair  que  le  rectangle  AC*m~LH 

x  BH-\-LE  ,  c'eft  â  dire,  égal  au  Trapefe  rectiligne 
HL  EB.  De  même  fi  Ton  fait  iAC.  KO  ::  KD-^-F  o.  n. 
il  eft  clair  que  AC*n  eft  égal  au  Trapefe  rectiligne 
K  O  Fb.  Par  conféquenc  *  la  différence  des  rectangles  •  Art.  14$. 
AC  x  Jtfiv* ,  ^CkAJ,  fera  égale  à  la  différence  des  . 
rectangles  A  c  *  m ,  ^Cx«}  c'eft  à  dire ,  en  divifant 
par  ^C,  que  la  différence  des  arcs  paraboliques  MN, 
R  S  y  fera  égale  à  la  différence  des  droites  m,  ».  D'où, 
Ton  voit  qu  on  peut  trouver  des  lignes  droites  égales  à  la 
différence  d'une  infinité  d'arcs  Paraboliques  tels  que 
MN 9  RS. 
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LIVRE  SIXIEME 
jD*  i  Se  fiions  Coniques  conjiderées  dans  le  Solide. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Z)*r  /raii'  Se  fiions  Coniques  en  généraL 

De' FINITION  s. 

I. 

Fie,  u«*.  par  un  point  fixe  5  élevé  au  deflas  du  plan  d'un 
^  cercle  VXY ,  on  faic  mouvoir  une  ligne  droite  5  Z 
indéfiniment  prolongée  de  parc  &  d'autre  du  point  5, 
aurour  de  la  circonférence  du  cercle  ,  en  forte  qu'elle 
faflc  un  tour  entier  s  les  deux  furfaces  convexes  produi- 
tes par  la  ligne  droite  indéfinie  Sz  dans  ce  roouvemenrv 
font  appellees  chacune  feparément  Surface  Conique  ,  & 
toutes  deux  enfemble  Surfaces  Coniques  oppopes. 

i. 

Le  point  fixe  S  qui  eft  commun  à  l'une  &  à  l'autre 
Surface  Conique  ,  eft  nommé  Sommet. 

y 

Le  Cercle  VXY^  Bafe. 

Ar 

Le  Solide  compris  par  la  bafe  VXY &  par  la  po* 
tion  de  la  Surface  Conique  que  cette  bafe  coupe  depuis 
le  Sommet  S ,  eft  appelle  Cone. 

5- 

La  ligne  S  Amenée  du  Sommet  S  à  un  point  quelcon* 
que  AT  de  fa  baie ,  en  eft  un  des  Côtés. 

6» 

La  ligne  S  o  menée  du  Sommet  S  du  Cone  par  le  cen- 
tre o  de  la  bafe ,  en  eft  Y  Axe. 

On  dit  qu'un  Cone  eft  droit ,  lorfque  fon  axe  eft  pea* 
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pendiculaire  fur  le  plan  de  fâ  bafe  >t  &  au  contraire  qu'il 
eft  fcalene ,  lorfquc  (on  axe  eft  oblique  fur  ce  plan. 

«. 

Si  Ton  coupe  une  Surface  Conique  par  un  plan  F  ^4  G  Fie.  13». 
tjui  ne  pafle  point  par  le  Sommet  5,  &  qui  ne  Toit  point  ijx.  iju 
parallèle  au  plan  de  la  bafe  VJTY  j  la  ligne  courbe 
F  AG  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec  la  Surfa- 
ce Conique ,  eft  appeliée  Settion  Conique. 

Si  l'on  mené  par  lej  Sommet  S  d'un  Cone ,  un  plan 

5  D  £■  parallèle  au  plan  d'une  Section  Conique  5  la  droite 
indéfinie  D  £  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan  avec 
celui  de  la  bafe  du  Cone ,  s'appellera  Directrice. 

10. 

Upe  Section  Conique  FA  G  eft  appeliée  Parabole ,  lorl- 
que  la  Directrice  D  £  touche  le  cercle  qui  eft  la  bafe  du 
Cone  :  zittpfe,  lorfqoelJe  tombe  toute  entière  au  dehors: 

6  Hyperbole,  lorfqu'elJe  le  traverfe. 

Mais  dans  ce  dernier  cas,  il  l'on  prolonge  le  plan  de  Fig.  ij*. 
la  Section  ,  il  eft  vifible  qu'il  rencontrera  la  Surface  Co- 
lique oppofee  t  la  ligne  courbe  KM  H  formée  par  cet- 
te rencontre ,  lèra  nommée  Hyperbole  oppofee  a  la  pre- 
mière FA  G  5  &  les  deux  enfemble  ,  Hyperboles  ou  Sec 
4 ions  oppofee  s. 

iï. 

Si  dans  le  plan  d'une  Section  Conique  il  y  a  une  ligne  F  1  c.  tjo. 
-droite  qui  ne  la  rencontre  qu*en  un  îeul  point  ,  &  qui  I5I*  liu 
-étant  prolongée  indéfiniment  de  part  &  d'autre  n'entre 
point  dedans,  mais  tombe  toute  entière  au  dehors  j  cette 
ligne  fera  nommée  Tangente ,  &  le  point  où  elle  rencon- 
tre la  Section  ,  poi  nt  à* Attouchement. 

Corollaire  I. 

r. 

2fo.  Dans  la  Parabole  tous  les  cotés  -du  Cone  Fie.  ijo. 
ctant  prolonges  indéfiniment  rencontreront  néceffaire- 
ment  ion  plan  .excepté  le  feul  côté  SD  tiré  du  Sommet  S 
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par  le  point  D  où  la  Dire&nce  DE  touche  la  bafe  spuif- 
-  qu'il  n'y  a  que  ce  côte  qui  foie  dans  le  plan  S  DE  paral- 
lèle à  celui  de  la  Se&ion  >  &  que  tous  les  autres  le  coupent 
dans  le  point  S.  D'où  il  eft:  clair  que  la  Parabole  s'étend, 
à  l'infini  ,  &  ne  rentre  point  en  elle  même. 

C  O  &  O  LL Al  HE  IL 

Fie  i|i.  Dans  l'Ellipfe  tous  les  côtés  du  Cone étant 

prolonges ,  sîil  eft  néceflaùe  »  rencontrent  fou  plan  J  puif- 
que  le  plan  S  DB  qui  lui  eft  parallèle  ,  eft.  rencontré  par- 
tous  dans  le  point  S    D'où  l'on  voit  qu'elle  renferme  un. 
efpace  en  rentrant  en  elle  même. 

Corollaire  III: 

Birc.  1x5.      251.  Dan  s  les  Hyperboles  oppofées  tous  les  côtes 
du  Cone  excepté  les  deux  57),  S£,  tirés  du  Sommet  & 
aux  points  D,E,  où  la  Directrice  coupe  la  bafe, étant 
prolongés  indéfiniment  de  part&  d'autre  du  Sommet  5,. 
rencontrent  néceflàiremcnt  leur  plan  >  puifqu'il  n'y  a. 
que  ces  deux  côtés  qui  tombent  dans  le  plan  S  D  E  pa- 
rallèle au  plan  de  ces  deux  Hyperboles ,  ÔC  que  tous  les. 
autres  le  coupent  dans  le  point  6*.  Les  côtés  de  la  por. 
tion  S  D  VE  forment  les  points  de  l'Hyperbole  FA  G, 
&  ceux  de  la  portion  S  D  YE  étant  prolongés  de  l'autre 
côté  du  Sommet  S ,  forment  les  points  de  fon  qppofée 
KM  H.  D'où  l'on  voit  que  les  Hyperboles  oppofées: 
s'étendent  chacun  à  l'infini ,  &  ne  rentrent  point  en  elles, 
mêmes,  non  plus  que  la  Parabole. 

PROPOSITION.  L 

Théorème. 

FxiC  151.       253'  S  i  toneoupedeux  furfaces  Coniques  oppoftes  y  parun- 
p/an  Sam  qui  payant  ' par  leur  Sommet  S ,  entre  au  dedans , 

jf 
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je  dis  qu'il  fotpiera  par  fa  rencontre  avec  ces  deux  Surfaces , 
deux  lignes  droites  Sa,  S  m  ,  indéfiniment  prolongées  de  part 
(jj-  £  autre  du  point  S. 

Car  ioit  a  m  la  commune  Section  do  plan  coupant,  & 
du  plan  de  la  bafe  :  il  eft  clair  qu'elle  rencontrera  cette 
ba.e  en  deux  points  a ,  m  j  puifque  par  la  fuppofition  le 
plan  Sam  encre  au  dedans  de  la  furrace  Conique.  Or  fi 
l'on  mené  les  côtés  SatSm^  indéfiniment  prolongés  de 
parc  &  d'autre  du  lommet  S  j  il  eft  évident  par  la  géné- 
ration des  Surfaces  Coniques  oppofees  que  ces  côtés  fe- 
ront les  deux  communes  Sections  de  ces  deux  Surfaces, 
avec  le  plant  coupant  Sam.   Cefi  ce  qu'il falloit  démontrer, 

Corollaire  I. 

*54-  Comme  la  partie  de  la  ligne  a  m  qui  joint 
les  deux  points  a ,  m ,  de  la  circonférence ,  tombe  au 
dedans  de  la  bafe  ,  6c  que  tout  le  refte  de  cette  ligne 
tombe  au  dehors  5  il  s'enfuit  que  fi  l'on  conçoit  que  le 
plan  Sam  foit  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  Som- 
met £}  la  partie  de  ce  plan  qui  fera  renfermé  dans 
l'angle  aSm ,  &  dans  fon  oppofé  au  Sommet  ,  tombera 
au  dedans  des  deux  Surfaces  Coniques  oppofées  ,  &  que 
tout  le  refte  de  ce  pian  tombera  entre  ou  (  ce  qui  eft  la  • 
même  chofe)  au  dehors  de  ces  deux  Surfaces. 

• 

Corollaire  IL- 

255.  De-la  il  fuit  que  fi  l'on  joint  deux  points  F 1  g.  150; 
quelconques  A  ,  M>  d'une  Section  Conique  par  une 
ligne  droite ,  elle  fera  renfermée  au  dedans  de  la  Sec- 
tion }  &  qu'étant  prolongée  indéfiniment  de  part  àc 
d'autre  ,  elle  tombera  toute  entière  au  dehors.  Car  me- 
nant du  Sommet  S  par  les  points  A%  M ,  les  côtés  S  a% 
Sm,  &  faifant  paflèr  un  plan  par  ces  côtés  5  il  eft  clair 
que  la  ligne  A  M  tombe  dans  la  partie  de  ce  plan  qui 
«ÛV renfermée  dans  l'angle  aSmy  &  que  tout  le  refte 


Digitized  by  Google 


170  1  i  v  &  E  Sixième. 

de  cette  ligne  fe  trouve  dans  la  partie  de  ce  plan  qui  tom- 
be dans  les  angles  à  côté. 

Corollaire  III. 

156-  Si  l'on  mené  par  le  Sommet  5  du  coneune  ligne 
parallelle  à  une  ligne  A  M  terminée  par  une  Seâioa 
Conique  j  il  eft  clair  par  le  Corollaire  précédent  que 
cette  ligne  S  H ,  tombera  dans  l'un  des  angles  à  cote 
de  l'angle  <tSmy  c'eft  à  dire  au  dehors  de  la  iurface  Co- 
nique i  &  qu'ainfi  elle  ira  rencontrer  le  plan  de  la  bafé 
en  quelque  point  hors  la  circonférence  du  cercle ,  ou 
«bien  qu'elle  lui  fera  parallèle. 

Corollaire  IV. 

Fie.  iji-  2.57*  Il  fart  encore  du  Corollaire  premier  que  £ 
l'on  joint  deux  points  quelconques  ^iyMy  de  deux  Hy- 
perboles oppofées  par  une  ligne  droite,  elle  ièra  renfer- 
mée entre  ces  Hyperboles  >  &  qu'étant  indéfiniment  pro- 
longée de  part  &  d'autre  ,  elle  encrera  au  dedans.  Car 
menant  par  le  Sommet  5  les  côtés  Say  S  m,  qui  palTent 
par  les  points  M  ,  &  faifant  paffer  par  ces  côtés  un 
plan  indéfiniment  étendu  tout  autour  du  point  S  j  il  eû 
clair  que  la  partie  de  ce  plan  qui  eft  renfermée  dans  l'an- 
gle A  SAf  où  tombe  la  ligne  *A  jW,  eft  comprifê  entre 
ces  deux  Surfaces,  &  que  la  partie  du  même  plan  qui  eft 
renfermée  entre  les  deux  angles  à  côte  où  fe  trouvent 
les  prolongerons  de  la  ligne  *A  M  ,  tombent  au  dedans 
de  ces  deux  Surfaces.  Or  comme  la  ligne  A  M  cû  U 
commune  Seélion  du  plan  Sa  m  avec  celui  des  deux  Hy- 
perboles oppofees  ,  il  s'enfuit  &c. 

Corollaire.  V. 

x58.  I  l  fuit  aufïï  des  Corollaires  deuxième  &  qua- 
trième ,  qu'une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une 
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Se&ion  Conique,  ou  les  deux  Hyperboles  oppolées,  au 
plus  qu'en  deux  points. 

PROPOSITION    I  r. 

Théorème. 

M 9»  S  1       coupe  tune  ou  l 'autre  des  deux  Surfaces  Co.  F 1  g.  115. 
niques  oppofees  y  par  un  plan  ovxy  parallèle  à  la  bafe 
O  V  X  Y  h  je  dis  que  la  SeUion  qu'il  forme  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique ,  efl  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  ■ 
o^oàee  plan  rencontre  taxe  S  O,  prolongé  de  l  autre  coté  du 
Sommet  S  ,  lorfqu'il  eft  neceffaire. 

Car  (1  l'on  mené  par  un  poinc  quelconque  JT  de  la 
bafe  au  centre  O  le  rayon  X  O ,  &  au  Sommet  S  le  côté 
JTS  qui  rencontre  le  plan  ovxy  au  point  x;les  lignes 
QXy  ox ,  feront  parallèles  entr'elles  j  puifqu'elles  font 
les  communes  Sections  de  deux  plans  parallèles  O  VJCY^ . 
ovxy  y  par  le  même  plan  SOJT  prolongé ,  s'il  eft  ne» 
ceUaire  de  l'autre  côté  du  Sommet.?.  Les  triangles  O SJT,  • 
0  S  x  y  feront  donc  femblabJes^  &  par  conféquent  on  au- 
ra toujours  5 O.  OAT  :  :  S 0.  ox.  Or  les  premiers  termes  • 
de  cette  proportion  étant  par  tout  les  mêmes  >  le  qua- 
trième ox  ne  changera  point  de  grandeur  en  quelque 
endroit  que  tombe  le  point  x.  D'où  l'on  voit  que  la  ligne 
courbe  v  xy  eft  la  circonférence- d'un  cercle  qui  a  pour 
centre  le  point  o. 

COROLLAI  RE. 

260.  X  l  fuit  de-là  qu'on  peut  placer  la  bafe  d'un  cône-' 
en  tel  endroit  qu'on  veut ,  félon  qu'il  eft  plus  commode. 
C'eft  pourquoi  lorfque  la  Seâion  eft  une  Parabole  ou 
une  Hyperbole,  on  la  place  ordinairement  en  forte  qu'el- 
le coupe  la  Sedion  j  mais  lorfque  c'eft  une  Ellipfe  on  la 
place  tantôt  de  manière  qu'elle  la  coupe, &  tantôt  de 
manière  qu'elle  tombe  audefibus. 
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PROPOSITION  III. 
Théorème. 

F  i  c.  ije.  26 1.  Si  dans  le  plan  d'une  Parabole  F  A  G  ,  ton  tire  par 
un  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cone  ,  une 
ligne  droite  indéfinie  A  B  parallclle  au  côté  S  D  qui  faffe  par 
le  point  où  la  Direlirice  D  E  touche  la  bafe  j  je  dis  que  cette 
ligne  A  B  tombe  toute  entière  au  dedans  de  la  Seïfion ,  &  qu'- 
elle ne  la  rencontrera  jamais  quoique  prolongée  à  l'infini  du  co- 
te de  B. 

Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du  cone,  par  la 
ligne  A  B  un  plan  S  A  B  >  il  formera  par  fa  rencontre 
avec  la  Surface  Conique  deux  côtés ,  dont  l'un  fera  tou- 
jours la  ligne  S  D,  puifque  A  B  lui  eft  parallèle  j  &  l'au- 
tre la  ligne  Sa  qui  parte  par  le  point  A.  Oc  le  plan 
DSa  renfermé  encre  les  côtes  SD%'Sa%  prolonges  à 
*  Art.  154.  l'infini  du  côté  de  D  &  tombe  *  au  dedans  de  la  Sur- 
face Conique.  Par  conféquent  la  ligne  A  B  qui  eft  tou\. 
jours  dans  ce  plan  ,  étant  parallelcau  côté  S  D ,  tombera 
toute  entière  au  dedans  de  la  Parabole  ,  &  ne  la  rencon- 
trera jamais  quoique  prolongée  à  l'infini  vers  B. 

PROPOSITION  IV. 

Théorème. 

JF 1  c.  130.I  261,  5  1  dans  le  plan  d'une  Parabole  F  A  G ,  ton  tire 
par  un  de  fes  points  quelconques  A  vers  le  dedans  du  cone% 
me  ligne  droite  A  M  qui  ne  foit  pbmt  parallèle  au  cote  S  D , 
^qui  pajfe  par  le  point  D  ou  la  Dircftricc  D  E  touche  la  bafe: 
je  dts  que  cette  ligne  étant  prolongée  autant  qu'il  fera  necef[aire% 
rencontrera  la  Parabole  en  quelque  autre  point  M. 

Car  Ci  l'on  fait  pafler  par  le  Sommet  S  du  cone  &  par 
cette  ligne  un  plan  SA  M ,  il  eft  clair  qu'il  entre  au  de- 
dans de  la  Surface  Conique ,  &  <}u'il  ne  pafle  poinx  par 
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le  côté  S  Di  d'où  il  fuir  que  ce  pian  forme  fur  la  Sur. 
face  Conique  *  deux  côtés  Sa ,  S  m  j  dont  l'un  Sa  pafTe  *  Art. 
par  le  point  A  \  ôc  l'autre  Sm  n'eft  point  parallèle  au 
plan  de  la  Section,  puifqu'il  n'y  a  (byp.)  que  le  feul  côté 
SD  qui  lui  foit  parallèle.  Par  coniequent  le  côté  S  m 
étant  prolongé  (  s'il  eft  neceflaire)  rencontrera  le  plan  de 
la  Parabole  en  un  point  M ,  par  où  paffe  la  ligne  *A  M 
qui  eft  formée  par  la  rencontre  du  y\z.naSm  avec  celui 
de  la  Parabole.  Or  il  eft  vilïble  que  ce  point  M  eft  un 
des  points  de  la  Parabole  FA  G  }  puifqu'il  fe  trouve  en 
même  temps  dans  le  plan  de  la  Se&ion ,  6c  fur  la  Sur- 
iace  Conique.  Donc  &c. 

PROPOSITION  V, 
Problême. 

263.  M  ener  d'un  point  dannè  A  fur  une  Seftion  Co.  Fis.  13$, 
■nique ,  une  Tangente  A  F.  134. 135. 

Ayant  mené  par  le  point  A  6c  par  le  Sommet  S  du 
cone  »  une  ligne  droite  5  A  qui  rencontre  le  plan  de  la 
bafe  au  point  a ,  on  tirera  à  cette  baie  par  le  point  a  j  la 
Tangente  Eaf  6c  la  ligne  A  F  formée  par  la  rencontre 
du  plan  S  Eaf  { prolongé,  s'il  eft  nécerfaire,  au  delà  du 
Sommet  S)  avec  le  plan  de  la  Se&ion ,  fera  la  Tangente 
qu'on  cherche. 

Car  puifque  la  Tangente  Eaf  tombe  toute  entière  au 
dehors  de  la  bafe  excepté  le  feul  point  a,  il  s'enfuit  que 
le  plan  S  Eaf  prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre 
du  Sommet  S  ne  rencontre  les  Surfaces  Coniques  op- 
pofées  que  dans  la  ligne  Sa  auflï  prolongée  indéfini- 
ment  de  part  6c  d'autre  du  Sommet  S ,  &  que  tout  le 
refte  de  ce  plan  tombe  au  dehors  de  ces  Surfaces.  Par 
conféquent  la  ligne  A  F  formée  par  la  rencontre  de  ce 
plan  avec  celui  de  la  Se&ion  ,  ne  peut  avoir  de  corn- 
mun  avec  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  furfaces  que  le 
iêul  point  A  où  la  ligne  Sa  rencontre  le  plan  de  la 
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Section  ,  &  tombe  toute  entière  au  dehors  excepté  ce 
poinr.  Dooc  &c 

Corollaire  I. 

2.64.  Comme  l'on  ne  peut  faire  paflèr  par  le  point 
a  de  la  balè  du  cone ,  qu'une  feule  Tangente.  £  <*/Y il  s'en- 
fuit auffi  que  d'un  point  donné  A  fur  une  Section  Coni- 
que, on  ne  peut  mener  qu'une  feule  tangente  si  F, 

Corollaire  II. 

2<^5*  D  e-l  a  on  tire  la  manière  de  mener  une  Tan. 
gente  A  F  parallèle  à  une  ligne  droite  MN  donnée  de 
pofîrion  fur  le  plan  d'une  Section  Conique  ou  de  deux 
Sellions  oppofees.  Car  ayant  mené  par  le  Sommet  S  du 
cone,  une  parallèle  SE  à  M  N,  elle  rencontrera  la  Di- 
rectrice D  E  en  un  point  E ,  ou  bien  elle  lui  fera  parallè- 
le ;  puifque  cette  ligne  S  E  fera  parallèle  au  plan  de  la  Sec- 
tion, &  tombera  par  conlêquent  dans  le  plan  S  DE,  Si 
elle  la  rencontre  en  un  point  E  qui  tombe  au  dehors  du 
cercle  qui  eft  la  bafe  du  Cpne  :  ayant  mené  du  point  £  i 
ce  cercle ,  la  Tangente  Eaf,  il  eft  clair  que  le  plan  S  Eaf 
formera  par  fa  rencontre  avec  le  plan  de  la  Section,  une 
Tangente  F  qui  fera  parallèle  à  la  ligne  M  N\  puif- 
que les  deux  Sections  des  plans  *  parallèles 
M  N  si  S  ED  ,  coupés  par  le  plan  touchant  S  Eaf,  foot 
»  Ffyf.     parallèles  entr'elles  auffi  bien  que  *  SE,  M  AT. 

Corollaire  III. 

266.  Les  mêmes  chofes  étant  pofëes'que  dans  le 
Corollaire  précédent. 
Fig.  135.  i°.  Dans  la  Parabole  le  Problême  eft  impo/ïble, 
lorfque  la  ligne  M  N  donnée  de  pofition,  devient  pa- 
rallèle au  côté  S  D  qui  pafle  par  le  point  D  où  la  Di- 
rectrice DE  touche  la  bafe  >  car  alors  le  point  E  tom- 
bant en  D ,  on  ne  pourra  mener  par  ce  point  d'autre 
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Tangente  que  la  Directrice  Z)£:&  comme  le  plan  qui 
pafle  par  Je  Sommet  &  par  la  Directrice  D  E  eft  *  parai-  *.Def.  j, 
Jele  au  plan  de  la  Parabole ,  il  ne  pourra  former  par  fa 
rencontre  avec  ce  plan  aucune  Tangente.  Mais  lorfque 
la  ligne  donnée  de  pofition  ,  n'eft  point  parallèle  au 
côté  5D,  on  pourra  toujours  mener  une  Tangente  A  F 
parallèle  à  cette  ligne, &  jamais  davantage  }  car  alors 
le  point  E  tombant  au  dehors  du  cercle  qui  eft  la  bafe 
du  cone  ,  on  en  pourra  toujours  mener  Eaf \  £  D  L  à 
cette  bafe  j  dont  l'une  E  DL  fe  confondant  avec  la  Di- 
rectrice ,  ne  peut  ièrvir  à  trouver  aucune  Tangente  dans 
le  plan  de  la  Section  $  &:  l'autre  Eaf  étant  différente  de 
la  Directrice ,  fervira  toujours  à  trouver  par  la  rencon- 
tre du  plan  SEafzvcc  le  plan  de  la  Parabole  ,  une 
Tangente  *A  F  qui  fatisfera.  lien  eft  de  même  lorfque 
la  ligne  S  E  eft  parallèle  à  la  Directrice  ;  car  la  Tangen- 
te Eaf  deviendra  alors  parallèle  à  la  Directrice  >  &  com- 
me on  n'en  peur  mener  qu'une  feule  qui  lui  (oit  parallèle, 
puifque  la  Directrice  touche  elle-même  la  bafe  en  un 
point  D  ,  il  s'enfuit  &c. 

i°.  Dans  l'Ellipfè  on  pourra  toujours  mener  deux  Fig.  13 
Tangentes  A  F  ,  B  G ,  parallèles  à  la  ligne  M  K  don- 
née de  pofition  j  &  par  conféquent  entr'elles.  Car  tous 
les  points  de  la  Directrice  D  E  tombant  au  dehors  de 
la  bafe,  on  pourra  toujours  mener  du  point  E  deux  Tan- 
gentes EafEbgyà  cette  bafe  qui  ne  fe  confondront 
point  avec  la  Directrice ,  &  qui  ferviront  à  former  par 
la  rencontre  des  plans  S  Eaf,  SEbg,  avec  le  plan  de 
la  Section ,  deux  Tangentes  A  F ,  B  G  ,  qui  farisferont. 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  ligne  S  E  eft  parallèle  à  la 
Directrice  •>  car  au  lieu  des  Tangentes  £  af,  Ebg>  qui 
partent  d'un  point  E  de  cette  Directrice,  il  n'y  auroic 
qu'a  lui  mener  deux  Tangentes  parallèles  h  ce  qui  eft  toûV 
jours  poflîble. 

30.  Dans  les  Hyperboles  oppofées  le  Problème  .eft  Fie.  i$ 
impoiïible ,  lorfque  le  point  £  tombe  au  dedans  du  cer- 
cle qui  eft  la  -bafe  du  cone  5  puifqu'on  ne  peut  mener 
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alors  aucune  Tangente  de  ce  point  à  la  bafe.  Mais  lors- 
qu'il tombe  au  dehors,  on  pourra  toujours  trouver  deux 
Taneentes  A  F ,  BG  ,  paralle'es  à  la  ligne  M N  donnée 
de  pofition  ^  car  la  Dire&rke  D  E  traverfant  la  bafe  ,  on 
pourra  toujours  mener  du  point  £  deux  Tangente*  £<//» 
£  £g,  à  cette  bafe,  lelquelles  tombent  de  part  &  d'autre 
de  la  Directrice,  ÔC  qui  lerviront  à  former  par  la  rencon- 
tre des  plans  S  £  afy  S  £  bg ,  avec  le  plan  de  la  Section 
deux  Tangentes  ^4  F ,  BG  ,  qui  fatisferont.  Il  en  eft  de 
même  lorlque  la  ligne  5  £  eft  parallèle  à  la  Directrice 
V  E  j  car  au  lieu  des  deux  Tangentes  £  af%  £  4g ,  il  n'y 
aura  qu'à  mener  deux  Tangentes  parallèles  à  la  Direc- 
trice j  ce  qui  eft  toujours  poflible. 

Il  eft  à  remarquer  dans  ce  dernier  cas ,  que  les  Tan. 
gentes  parallèles  *A  F,  B  G  ,  appartiennent  toujours  aux 
Hyperboles  oppofées ,  &  jamais  à  la  môme  j  ce  qui  eft 
évident,  puifque  les  deux  Tangentes  Eaf,  £^g,  delà 
bafe,  tombent  néceilairement  de  part  &  d'autre  de  la. 
Directrice  DE. 

Corollaire  IV. 

26*7.  I  l  fuit  du  Corollaire  précédent  : 
i°.  Que  dans  une  Parabole  ou  Hyperbole,  il  ne  peut 
y  avoir  deux  Tangentes  qui  foient  parallèles  entr'elles; 
&  qu'au  contraire  dans  l'Ellipfe  &  dans  les  Hyperboles 
oppofées,  une  Tangente  ^4  f9  étant  donnée  de  pofition, 
ou  en  peut  toujours  mener  une  autre  BG  qui  lui  Toit  pa- 
rallèle. 

i°.  Que  fi  la  ligne  M  Tf  donnée  de  pofition,  eft  ter- 
minée  par  une  Se&ion  Conique ,  on  pourra  toûjours  me- 
ner dans  la  Parabole  ,  une  Tangente  *A  /  qui  lui  foie  pa- 
rallèle, &  dans  l'Ellipfe  ou  les  Hyperboles  oppofçes  deux 
Tangentes  Aï,  B  g  -y  puifque  la  ligne  S  £  menée  parle 
*<Art%  x$6.  Sommet  S  parallèlement  i  MN  rencontrera*  le  plan  de 
la  bafe  en  un  point  £  hors  la  circonférence ,  ou  bien  loi 
fera  parallèle.  . 
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Définitions 

u. 

Dans  une  Parabole ,  fi  l'on  mené  par  un  de  Tes  points  F  i  g.  13$. 
quelconques  A  vers  le  dedans  une  ligne  A  B  parallèle 
au  côte  S  D  qui  pafle  par  le  point  D  ou  la  DïrecVice  D  £ 
touche  la  bafe  :  cette  ligne  A  B  fera,  nommée  Diamètre  i 
&  le  point  A  en  fera  l'origine. 

13.. 

Dans  l'Ellipfeou  les  Hyperboles  oppofées ,  toute  ligne  Fig.  134, 
droite  AB  >  qui  joint  les  points  d'attouchement  de  deux  »3J* 
tangentes  parallèles  A  F>  BG^cd  appellee  Diamètre  yU 
les  points ,  A ,  i?,  en  font  les  extrémités. 

14. 

Si  par  un  point  quelconque  P  de  tel  Diamètre  *A  B  Fig.  133. 
qu'on  voudra  d'une  Sedion  Conique,  l'on  tire  une  ligne  B3+-  *35- - 
droite  MN  qui  rencontre  la  Section  aux  points  M>  N, 
&  qui  foit  parallèle  à  la  tangente  A  F  qui  paûe  par  l'o- 
rigine A  de  ce  Diamètre  dans  la  Parabole ,  &  par  l'une 
ou  l'autre  de  Tes  extrémités  dans  les  autres  Sections  :  on 
dira  que  cette  ligne  M  N  eft  Ordonnée  de  part  &  d'autre 
au  Diamètre  A  B ,  &  que  chacune  de  les  parties  PM ,  ou 
J>N  3  &  Ordonnée  à  ce  Diamètre. 

«5- 

Lorfqu'un  Diamètre  fait  avec  Tes  Ordonnées  des  an- 
gles droits ,  on  l'appelle  Axe. 

COROLLAI M, 

x6%*  I  i.  fuit  de  la  Définition  douzième  : 
i°.  Que  tous  les  Diamètres  d'une  Parabole  font  pa- 
rallèles entr'eux  ,  puifqu'ils  font  tous  parallèles  au  même 
*  côté  du  cone  S  D  qui  pâlie  par  le  point  D  où  la  Directri- 
ce V  £  touche  la  bafe. 

x°.  Que  par  un  point  donné  fur  le  plan  d'une  Parabo- 
le., on  ne  peut  mener  qu'un  lêul  Diamètre,  puifqu'on  ne 
peut  mener  par  ce  point  qu'une  feule  parallèle  au  côté  : 
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PROPOSITION  VI. 
Problème 

Fis  i\6.  TJn  diamètre  AB  Sefiion  Monique  étant 

\yj.  138.  ,  avec  une  de  fes  ordonnées  P  M  -,  décrire  U  Section. 

Ayant  fait  pafler  par  l'ordonnée  P  M  un  plan  quel- 
conque  autre  que  le  plan  si  PM  ,  on  mènera  dans  ce  plan 
par  le  point  P  une  perpendiculaire  indéfinie  Pa  a  P  Mi 
&  on  décrira  d'un  point  quelconque  C  de  cette  ligne, & 
du  rayon  CM  un  cercle.  Cela  fait , 
F 1  g.  ijtf.-  i°.  Lorfque  la  Sedion  doit  £tre  une  Parat>o1e.  On 
mènera  de  l'un  des  points  a,  D ,  où  le  cercle  coupe  la 
perpendiculaire  Pa  (par  exemple  du  point  a)  par  l'o- 
rigine A  du  diamètre  si  B ,  la  ligne  a  A  qui  rencontre 
en  S,  une  ligne  DS  tirée  de  l'autre  point  D  parallèle* 
ment  i  si  B.  On  décrira  enfuite  une  Turface  Conique 
qui  ait  pour  fommet  le  point  S ,  &  pour  bafe  le  cercle 
D  Ma  M  Je  dis  qu'elle  formera  par  fa  rencontre  avec 
le  plan  A  P  M  ,  la  Parabole  cherchée  M  si  Car 
ayant  mené  par  les  extrémités  du  diamètre  T>a  les  pa- 
ralleles  D  Eyafy  à  P  M  ,  il  eft  clair  qu'elles  feront  tau- 

*  Hyf.      genres  ,  puifque*7>-M  eft  perpendiculaire  (ut  Da.  Or 

le  plan  SD  £  qui  pafle  par  le  fommet  S  du  cone  &  par 

*  Hyf.  la  tangente  D  E ,  eft  parallèle  au  plan  A  P  M,  puifque  • 
*Dcf.io.&  SD  eft  parallèle  à  si  P  yZ>L  D  E<  i  P  My  d'où  il  luit  * 
ii.  que  la  Sedion  M  AN  faite  par  le  pian  si  PM  dans  la 

furface  Conique,  fera  une  Parabole  qui  aura  pour  dia- 
mètre la  ligne  AB.  De  pins  le  plan  touchant  Saf  for. 
MrM«}.  me  dans  le  plan  s*  P  M*  une  tangente  AFy  qui  fera  pa- 
ralle  i  P  M  -,  puifqu'elle  eft  la  commune  Sedion  des 
deux  plans  Sa/y  A  PM  ,  qui  paflent  par  les  parallèles 

*  Def,  14.  af,  P  Af  j  &  par  conféquent  *  la  ligne  P  M  fera  ordon. 

née  au  diamètre  A  B- 
F ,  Qm  ,37#      i°.  Lorfque  la  Sedion  Conique  doit  être  une  EHipfe 
Xj8.         ou  une  Hyperbole.  On  mènera  des  poinrs  <*,  by  où  la 

perpendiculaire  indéfinie  Pa  coupe  le  cercle ,  par  les  ex- 
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«■emités  A , B ,  du  diamètre  A B ,  les  droites  a^i.ba  , 
qui  fe  rencontrent  au  point  &    On  décrira  enluire  un 
cone  qui»  ait  pour  fommet  le  point  5 ,  &  pour  bafe  le- 
cercle  aMbN.  Je  dis  que  le  plan  A  P  M  formera  dans 
la  iurface  de  ce  cone  la  Se&ion  M  AN  qu'on  deman- 
de. Gar  menant  5  D  parallèle  au  diamètre  AB  de  la 
Se&ion ,  &  qui  rencontre  en  D  le  diamètre  a  b  de  la  bafe, 
par  où  &  par  les  extrémités  4 ,  b3  foienc  tirées  les  paral- 
lèles, DE,*/,      ai' jlf-,  il  eft  clair  que  le  plan  5  D  £ 
fera  parallèle  au  plan  A  P  M  ,  &  qu'ainfi  Z)£  *  fera  la*DtfT  9. 
Directrice.    Or  dans  l'Ellip/e  le  point  D  tombe  fur  le 
diamètre  ab  prolongé  hors  le  cercle  y  puifque  le  dia- 
mètre A&de  la  Se&ion,  tombe  dans  l'angle  aSb  fait 
par  les  côtés  du  cone  S*  >  Sb  :  8c  au  contraire  dans 
l'Hyperbole  le  point  D  tombe  au  dedans  du  cercle  i 
puilqu'alors  le  diamètre  A  B  tombe  dans  l'angje  aSB 
oui  eft  a  coté  de  l'angle  aSb.  D'où  il  fuit  félon  la  Dé- 
finition jou  que  la  Se&ion  MA  iVcft  une  Ellipfe  dans 
Je  premier  cas,  &  une  Hyperbole  dans  le  fécond.  De  , 
plus  la  taogente  A  F  qui  paflè  par  l'extrémité  A  du  dia- 
mètres B ,  étant  la  commune  Se&ion  du  plan  touchant 
Saf  &  du  pian  coupant  A  P  ilf,  qui  paffent  par  les  pa- 
rallèles af>  P  M%  fera  parallèle  à  P  M  :  8c  de  même  la- 
cangente  BG  étant  la  commune  Se&ion  du  plan  tou- 
chant Sbg  &  du  plant  coupant  A  PMy  lefquels  paflent 
par  les  deux  parallèles  bgy  P  Af,  fera  auiïi  parallèle  à 
/>M.  D'où  l'on  voit  que  la>  ligne  AB  eft  *  un  diamètre  *Def.i$.& 
qui  a  pour  ordonnée  PM.  i+« 

Il  peut  arriver  dans  l' Ellipfe  que  les  lignes*  S  ,  Bb> 
fbient  parallèles  entr'el les  ^  mais  alors  il  n'y  aura  qu'i 
prendre  pour  le  centre  C  du  cercle  a  M  b  ïf,  tel  autre 
point  qu'on  voudra  de  la  ligne  A  b. 

Db'pimiiion. 

16. 

Si  par  les  deux  points  £,  £  ,  où  la  Dire&rice  coupe  Fie 
la  balc ,  lorfque. la  Se&ion  eft  une  Hyperbole,  on  tire 
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deux  Tangentes  DH  ^  K  }  &  que  par  le  Sommet  S  & 
ces  Tangentes,  on  faffe  pafler  deux  plans  SDH  ,Se  K  : 
les  deux  lignes  droites  indéfinies  CM ,C/C,  que  ces  deux 
plans  forment  par  leurs  rencontres  avec  le  plan  des  Hy- 
perboles ,  font  appellees  Xfymptvtes. 

Corollaire. 

27  °*  S  1  par  un  point  d'attouchement  D,  Ton  mené 
le  côté  DS  prolongé  indéfiniment  de  part  &  d'autre 
du  Sommet  5  :  il  elk  vHîble  que  le  plan  S  DH  ne  peut 
avoir  de  commun  avec  les  deux  furfaces  Coniques  op- 
pofées  que  ce  côté  ;  puifque  tous  les  points  de  la  Tan- 
gente DH  tombent  hors  la  circonférence  de  la  bafe, 
excepté  le  feul  point  D.  Or  le  plan  S  D  £  qui  paffe  pir 
'*  Dtf.  tf.  le  Sommet  5  &  par  la  Directrice  D  E,  étant  *  parallèle 
au  plan  des  Hyperboles  oppofees ,  les  communes  Sec- 
tions S  D  ,  c  H ,  de  ces  deux  plans  avec  le  même  plan 
SDH  feront  parallèles  entr'elles  rc*eft  pourquoi  l'A- 
symptote C  H  tombera  toute  entière  au  dehors  6c  entre 
les  deux  furfaces  Coniques  oppofées,  &  laiiïera  par  con- 
féquent  les  Hyperboles  oppolees  toutes  entières  de  part  & 
d'autre  fans  les  rencontrer.  On  prouvera  la  même  chofe 
de  l'autre  Afymptote  C/C.  Or  comme  les  deux  Afympto- 
tes  CH ,  C/C,  font  formées  par  les  plans  S  D  H  ,5  B  K> 
qui  tombent  de  part  &  d'autre  de  la  même  furface  Coni- 
que  &  de  fon  oppofee  i  il  s'enfuit  que  tous  les  points  de 
l'Hyperbole  FAG  font  compris  dans  l'angle  HCKy%L 
-que  tous  lês  points  de  fon  oppofée  tombent  dans  l'angle 
<]ui  lui  eft  oppofe  au  Sommet. 

P  ROPO  SI  T  TON  VIL 

Tkcofcmc. 

F-i«,  139.       îyi»  S  1  par  un  point  quelconque  B  d'une  slfymptote  C  K, 
(on  mené  une  parallèle  BA  à  (autre  Afymptote  CH-jje  à/s 
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•^qu'elle  rencontrera  l'une  des  Hyperboles  oppofées  en  un  feul 
point  A ,  ejr  qu'étant  prolongée  indéfiniment ,  elle  tombera  tou- 
te entière  au  dedans. 

Puifque  les  deux  lignes  B  .A  ,  5  D ,  font  parallèles  à  ia 
même  ligne  CM  t  elles  le  feront  entr'elles  j  &  ainfi  elles 
fe  trouveront  dans  un  même  plan  ,  lequel  entrera  au  de- 
dans des  deux  furfaces  Coniques  oppofées ,  puifqu'il  pafle 
par  l'un  de  leurs  côtés  SD ,  &  qu'il  fait  un  angle  avec  le 
plan  S  D  H  qui  la  touche  dans  ce  côté.  Le  plan  des  pa- 
rallèles B  A  y  SD  ,  formera  donc  dans  les  deux  furfaces 
Coniques,  deux  côtés,  dont  l'un  eft  le  côté  SZ>,&  l'autre 
le  côté  Say  qui  coupera  nécessairement  la  ligne  B  A  en 
quelque  point  puifqu'il  eft  (itué  dans  le  plan  qui  pailè 
par  les  parallèles  SD,  AB,  &  qu'il  coupe  SD  en  S. 
l)onc  puifque  le  point  -4  fe  trouve  en  même  temps  dans 
l'une  des  furfaces  Coniques  &  dans  le  plan  des  Hyperbo- 
les, il  appartiendra  à  l'une  de  ces  Hyperboles,  De  plus 
puilque  la  ligne  B  A  étant  prolongée  indéfiniment  du  cô- 
té du  point  A}  tombe  toute  entière  dans  le  plan  DSa 
renfermé  entre  les  côrez,  DSy  Sa ,  lorfque  le  point  A 
appartient  à  l'Hyperbole  FA  G ,  &  dans  fon  oppofé  au. 
Sommet  ASd\or(qui\  appartient  à  l'Hyperbole  oppo- 
fée  i  il  eft  viiïble  qu'elle  tombera  toute  entière  au  dedans 
de  l'une  des  deux  furfaces  Coniques  ,  &  par  conféquent 
aufli  au  dedans  de  l'Hyperbole  qui  en  eft  la  Sedion.  Ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

Co  &  o  llaire. 

272.  D  e-l  a  on  voit  qu'entre  une  Hyperbole  F^G 
&  fon  Afymptote  C  H  \  on  ne  fçauroit  faire  paffer  au- 
cune ligne  parallèle  à  cette  Afymptote.  Or  comme  la 
ligne  B  lepare  l'Hyperbole  qu'elle  rencontre  en  deux 
.portions  indéfinies  ,  dont  l'une  tombe  néceflairement 
toute  entière  dans  l'efpace  compris  entre  les  parallèles 
BA,  C  H  i  il  s'enfuit  que  plus  CB  deviendra  petite  , 
.plus  le  point  A  avancera  dans  cette  portion  ,  &  cela 
«toujours  de  .plus  en  plus  jufqu'à  ce  que  CB  devienne 
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plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée.  C'eft  à  dire, 
qu'une  Hyperbole  &  fon  Afy.mptote  étant  l'une  &  l'au- 
tre continuée  indéfiniment  ,  elles  s'approcheront  tou> 
jours  de  plus-en  plus ,  en  forte  que  leur  diftance  deviendra, 
enfin  moindre  qu'aucune  donnée ,  fans  pouvoir  ocao* 

*  ^.i7o.  moins  •  jamais  le  rencontrer. 

PROPOSITION  VIIL 
Problème 

Fie.  140.  173«  Lbs  Afymptotes  CH,  CK,  d'une  Hyperbole 
F  A  G  étant  données  avec  un  de  fes  points  quelconques  F ,  dé- 
crire ?  Hyperbole. 

Ayant  mené  par  le  point  donné  F,  une  ligne  droite 
quelconque  HK  terminée  par  les  afymptotes,  on  fera 
pafler  par  cette  ligne  un  plan  quelconque  autre  que  le 
plan  HCK,  dans  lequel  on  tirera  par  le  point  de  mi. 
lieu  P  de  H  K  une  perpendiculaire  indéfinie  M  N  à 
cette  ligne  ;  &  on  décrira  d'un  de  fes  points  quelconques 
O  comme  centre  ,  &  du  rayon  o  un  cercle  F  M  N. 
On  mènera  des  points  H y.K  v  deux  Tangentes  H  Dt 
JC£,à  ce  cercle  i  &  par  les  points  d'attouchemens  D> 
E  ,  deux  parallèles  DS ,  E  S  ,  aux  Afymptotes  CH,  ca%. 
lefquelles  (e  rencontreront  en  un  point  S  j  duquel  com- 
me Sommet ,  on  décrira  une  furface  Conique  qui  ait 
pour  bafe  le  cercle  F  MN.  Je  dis  que  cette  furface  Co. 
nique  formera  par  fa  rencontre  avec  le  plan  H  C  K  y  l'Hy. 
perbole  requife  FA  G. 

Il  eft  clair  par  la  propriété  du  cercle  F  MN\  Ie.  Que 
la  corde  /  G  eft  divifée  par  le  milieu  au  point      par  le 

*  Hyf*      diamètre  M  N  qui  lui  eft  *  perpendiculaire }  &  partant, 

puifque  par  la  conftruftion  PH^PK  ,  il  s'enfuit  que 
/H-G  K%  G  H  =*PK  j&  par  conséquent  GH*HF 

=-FK*  K  G.  1°.  Que  G  H  *  HF***H  d\  &  FK  *  KG 

rxxKE  ,  &  qu'ainfî  HD*»K  £.  30.  Que  fi  l'on  prolon- 
ge les  Tangentes  HD%ke9  juiîju'à  ce  qu'elles  iê  ro. 
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contrent  en  an  point  Qj  les  parties  D      E  Q^,  feront 
égales  entr'eUes.  Ce  qui  donne  D  Q.  E  Jgj  :  D  H.  E  K. 
D'où  l'on  voit  que  la  ligne  DE  qui  joint  les  points  d'ar- 
touchemens  des  deux  Tangentes  HD^KE,  fera  paral- 
lèle a  la  ligne  HK,&  le  plan  SDE  au  plan  CH 
c'eft  pourquoi  la  ligne  D  £  fera  *  la  Direétrice  >  &  com-  *  £^  ^ 
me  elle  coupe  la  bafê  en  deux  points ,  la  Section  Coni- 
que F*A  G  *  fera  une  Hyperbole.  De  plus  il  eft  évident  »  Def.i: 
que  cette  Hyperbole  parfera  par  le  point  donné  puik 
que  ce  point  eft  commun  tant  à  la  furface  Conique , 
qu'au  plan  M C  K  qui  eft  celui  de  l'Hyperbole  j  &  qu'elle 
4ura  pour  afyraptores  les  lignes  C  H ,  C/f ,  puifqu'elles 
font  *  les  communes  Sections  des  plans  touchans  SDHt*  D£  *$• 
5  £  /c ,  &  du  plan  de  l'Hyperbole. 

S'il  arrivoit  que  les  Tangentes  Z)H,  E*C,fuflènt  pa- 
jalleles  entr'eUes ,  on  verroit  alors  tout  d'un  coup  que  les 
lignes  DE  ^  H  féroient  parallèles  entr'eUes ,  puifque 
ces  Tangentes  font  égales  i  &  le  refte  fe  démontreroit  de 
.la  môme  manière  que  ci-deflùs. 

PROPOSITION  IX. 

Théorème. 

^74*  S  'i  *•  y  ■*  de**  lignes  droites  M  N  ,  A  B  ,  termi-  Fie.  141. 
mets  par  une  ScHion  Conique  ou  par  ks  Seflions  oppofces ,  leC  H1» 
quelles  fe  rencontrent  en  un  point  P  j  &  qui  [oient  parallèles  k 
deux  astres  lignes  ,  S  E ,  S  D  ,  données  de  pofttion  :  je  dis  que 
le  reîiangle  M  P  *  P  N  eft  au  reflangle  A  P  *  P  B ,  en  raifon 
donnée  j  ceft  k  dire  que  la  raifon  de  ces  deux  reU angles  demeure 
toujours  la  même ,  en  quelque  endroit  que  puifient  tomber  les  deux 
lignes  M  N ,  A  B. 

Ayant  mené  par  les  parallèles  S  B ,  MNy  &  5  D ,  tf, 
-deux  plans ,  ils  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe ,  deux 
lignes  droites  En  m ,  Dba>&  dans  la  furface  Conique 
les  côtés  SMm^SNniS^da,SBl>>i&  leur  commune 
interfe&ion  fera  la  ligne  S  Pp,  qui  rencontre  le  plan  de 
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la  bafe  au  point  p,  où  les  deux  droites  Em,  Da,  s'en-» 
trecoupent  j  par  lequel  je  mené  dans  le  plan  SMN  la» 
droite  H  K  parallèle  à  M  N,  &  dans  Je  plan  S  si  B  la  . 
droite.  F  G  paraljele  à  si  B.  Cela  po(e. 
*  Les  triangles  femblables  S  P  M  ,SpH  ,  S  P  N,  Sp  K . 
SVsiySpt'i  SPB  ,SpG,  donnent.  Ai /'«./W.  Hp*p  K. 

:iTP%.Tp::  si  P*  P  B.  Fp*pG.  Et  partant  on  aura 
M  P  *  P  N.  si  P  *  P  B  Hp*pK.  Fp*pG.  Or  la  rai- 
fon  de  Hp  *p  K  à  Fp  *?  G  ,  eft  compofce  des  deux  rai- 
fons  de  Hp*p.  K  à  mp*pn  ,  &  de  mp*pn  ou  par  la 
propriété  du  cercle  ap*pb  à  Fp  *p  G.  Mais  â  eaufe  des 
triangles  femblables  Hpm ,  S  Em,  U  Kpn  ,  S  En  ,\\ 
vient  H  p.  mp  ::  SE.  m  E.  Et  p  K.  pn  :  :  S  E.  En.  Et  en 
multipliant  les  Antecedens  &  les  Confequens  de  ces  deux 

raifons,  Hp*pK.  mp* pn  ::  S  E  .mE*  En  .  on  prouvera 
de  même  à  caufe  des  triangles  femblables  Ipa,  S  Va, 
&  Gpb,  SDb,  que  Fp*pG  ::aD*Db.  SD> 

Il  eft  donc  évident  que  la  raifon  de  MP*  PNi  siP  *  PB, 
eft  compofêe  des  deux  raifons  de  SE*  à  mE*  En,  &  de 
aD*Dbi  TB* -,  lefquelles  par  la  propriété  du  cercle  qui 
eft  la  bafe  du  cone  ,  demeurent  toujours  les  mêmes  en 
quelque  endroit  que  tombent  les  droites  M  7f,  siB ,  par- 
ce que  les  points  E  ,  D  ,  ne  changent  point.  Donc  le 
reftangle  MP*PN  eft  au  re&angle  si  P  *  P  B  en  rai. . 
fon  donnée.   Ce  qu'il  fatloit  démontrer. 

s 

Corollaire. 

Fig.  143.      2/75.  D  e  l  a  on  voit  que  fi  dans  une  Section  ConU 
«44-         que  ,  où  entre  les  Sections  oppofées  r  il  y  a  deux  lignes  > 
droites  M  N,0  R,  parallèles  entr'elles  &  qui  rencon- 
trent aux  points  P ,  Q,  u°e  troifiéme  ligne  droite  si  B 
auffi  terminée  par  la  Seâion  j  on  aura  M  P  *  P  iv\ 
O  £*QJL     AP*PB.  signgj. 

PftOP, 
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PROPOSITION  X, 
Théorème. 

Si  par  un  point  quelconque  A  ctune  Parabole  ou  '  «  «•  M* 
</W  Hyperbole  M  AN  tire  une  ligne  droite  Ah  paral- 
lèle au  coté  du  cone  S  D  ,  mené  dans  la  Parabole  parle  point 
Y)  où  la  Direflrice  touche  la  bafe  ,  &  dans  P  Hyperbole  par 
Pun  des  deux  points  on  elle  la  rencontre  >  &  que  par  un  point 
quelconque  P  de  cette  ligne ,  l'on  tire  une  ligne  M  N  paraL 
le  le  à  une  ligne  S  E  donnée  de  pofition ,  &  terminée  par  la 
Se  f lion  ou  par  les  Se  fiions  oppofees  ,  avec  une  autre  ligne  F  G 
parallèle  à  la  ligne  O  a  commune  Se  f  lion  du  plan  S  A  &  avec 
celui  de  la  bafe ,  &  terminée  par  les  cotés  Sa ,  SD  :  je  dis 
que  la  r ai  fin  du  reliante  M  P  x  P  N  reîlangle  F  P  h  P  G 
ejl  donnée  ,  c'efî  a  dire  quelle  demeure  toujours  la  même  y  .  en 
quelque  endroit  de  lu  ligne  A  B  que  tombe -le  point  P. 

Ayant  mené  par  les  parallèles,  SE ,  MN ,  un  plant 
il  formera  dans  celui  de  la  bafe  une  ligne  droite  .£  a  *wj 
dans  la  furface  Conique  les  côtés  S  M  m ,  S  Nn  j  U  dans 
le  plan  SDa  la  ligne  S  P  p  qui  rencontre  la  bafe  au 
point  ;,où  les  lignes  £w,  D*r  s'entrecoupent ,  par 
lequel  je  mené  dans  le  plan  S  M  N  la  ligne  HK  paral- 
lèle à  MZT:  Cela  pofé,  les  triangles  femblables  S  PM\ 
SpHiSPN,  SpK,SPF,  Spa_i  SPG%  SpD  .don* 

fieront  M  P  *  P  N.  H p*p  K  S l>\  s/.  :  t  F  P*P  G. 
ap  *pD  ,  ou  par  la  propriété  du  cercle  mp*pn.  Et  par- 
tant on  aura  M  P  *  P  N.  FP* PGix  Hp*p  K.mpnpn. 
Mais  la  raifon  de  Hp*p  K  à  mp  eft  compofee  de 
deux  raifons  de  H  p>Lpjn%  &  de  p  K  à  pu ,  c'eft  à  dire , 
sL  caufe  des  triangles  femblables  Hpm ,  SEm  %  &  Kpn, 
S  En,  des  deux  raifons  de'»"5*s  a  &  de  S£  à  £  w  }ôc 
par  conféquent      ^  *  p  K.  mp  *  pn  ,  ou  Ai  P  *  <P  JVT. 

:F>jp  ±P  G  ::S  E  .mE  wE  n.  Donc  puifque  leipoint  £  ne 
change  point  en  quelque  endroit  que  l'on  prenne  le 
point  P  ,  &  que  tous  les  rectangles  EmKEn  font  égaux  . 

A  a 
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par  la  propriété  du  cercle  i  il  s'enfuit  que  M  P  n  P  2tf  eft 
i  FP  nPG  en  rai  Ton  donnée.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 

Corollaire. 

Fie.  14*.      277.  il  eft  évident  que  fi  par  un  point  quel- 

"  conque  A  d'une  Parabole  ou  d'une  Hyperbole  M  AK% 
4'on  mené  dans  la  Parabole  un  diamètre  A  B  ,  &  dans 
l'Hyperbole  une  parallèle  ABi  l'une  de  fes  Afympto- 
tes  }  &  que  par  deux  points  quelconques  P ,  ^  de  la  li- 
gne ^i?,  l'on  tire  deux  parallèles  M  Ny  0  iC,  ter  mi* 
nées  par  la  Sedion  ou  par  les  Sedions  oppofées ,  on  aura 
MP*P  W  OgjgR.-.^P.  Ag^ 

Car  menant  le  plan  SAB  qui  forme  par  fâ  rencon- 
tre avec  la  furface  Conique  les  côtés  SD ,  entre 
lesquels  le  côté  SD  paflera  par  le  point  où  la  Directri- 
ce touche  la  bafê  lorfque  la  Section  eft  une  Parabole ,  & 

f>ar  l'un  des  deux  points  où  la  Oiredrice  la  rencontre 
orfque  c'eft  une  Hyperbole  }  &  tirant  dans  Je  plan 
SDa  par  les  points  P  ,  les  droites  FG ,  T ' V pa- 
rallèles à*  D*i  :  il' eft  clair  par  la  Proposition  précéden- 
te que  MPmPW.  >  PnPG  ::  0  £Jl.  T (£h  QP0. 
Et  qu'ainfi  M  P  *  PK.  OQ*QR.ih  P*P  G.TQ*  QJT. 
Or  les  parties  P  G ,  QJ^y  des  lignes  F  G ,  TV%  font  éga- 
les entr'elles  i  puifque  les  lignes  A.  5,  SD,  font  parai- 
leles.  Et  partant  M  P  *  P  N.  0  Qj*  QR  ::F  P.  T  Qj: 
A  P.  A  g^i  caufe  des  triangles  femblables  APF^ 
AQT-  Donc  ficc. 

.CHAPITRE  II. 

De  CEllipfe  en  particulier. 

» 

DEFINITIONS. 

'7- 

fie  147.  Si  une  ligne  droite  indéfinie  Sz  qui  eft  hors  le  plan 
d'un  cercle  VJCY Ce  meut  par  un  de  fes  points  AT  au- 
tour de  la  circonférence  de  ce  cercle  toujours  parallc- 
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lement  à  elle-  même ,  jufqu'a  ce  qu'elle  foie  revenue  au 
même  point  d'où  elle  étoit  partie  :  la  furrace  convexe 
décrite  par  cette  ligoe  5  z  dans  ce  mouvement ,  eft  ap- 
pellee  Surface  cylindrique. 

18. 

Cette  ligne  5  z  en  chaque  différente  pofition ,  en  eft 
toujours  appellce  le  Cèté. 

Le  cercle  VXr,  la  Bafe. 

20. 

La  droite  indéfinie  co  menée  du  centre  c  de  la  bafe 
parallèlement  aux  côtés ,  en  eft  Y  Axe. 

XI. 

Le  folide  indéfini  compris  Dar  la  bafe  VXYbL^vt  la 
Surface  cylindrique ,  eft  appellé  Cylindre. 

xx. 

Si  l'on  coupe  un  Cylindre  par  un  plan  qui  ne  Toit  point 
parallèle  à  les  côtés ,  ni  au  plan  de  fa  bafe  5  la  ligne 
courbe  AMBN  formée  par  la  rencontre  de  ce  plan 
avec  la  Surface  cylindrique  ,  eft  appellé  Setlion  cylin- 
drique. 

PROPOSITION  XL 

I  ■ 

!        2TJ  8.  S  1  ton  coupe  un  cylindre  par  un  plan  U  x  y  parallèle  Fi  0.  147. 
am  flan  de  la  bafe  V  X  Y  j  la  Setlion  v  x  y  fera  un  cercle  qui 
amra  pour  centre  le  point  coè  ce  plan  rencontre  l'axe ,  &  pour 
Tjtyon  une  ligne  c  x  égale  au  rayon  CX  de  la  bafe. 

Car  menant  par  un  point  quelconque  x  de  la  Sec- 

fc    tjon  vxy  un  côté  x  X" de  la  Surface  cylindrique, il  fera 

parallèle  *  a  Taxe  Ce  :  c'eft  pourquoi  on  pourra  faire  paf-  *Dtf.v>. 
fer  un  plan  par  ces  deux  lignes ,  qui  formera  par  (à  ren- 
contre avec  les  deux  plans  parallèles  CVXY^cvxy , 
deux  droites  CATy  ex  s  parallèles  entr'elles  $  &  qui  fe- 
ront de  plus  égales ,  puifqu'ellcs  font  renfermées  entre. 

A  a  ij 
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les  parallèles  ccy  Xx.  Or  comme  cela  arrive'toôjours 
en  quelque  endroit  de  la  Section  vxy  qu'on  prenne  le 
point  x ,  il  s'enfuit  que  toutes  les  lignes  ex  menées  du 
point  r,aux  points  x  de  la  Section  vxy,  font  égales  aux 
rayons  CX  de  la  bafe  :  c'eft  à  dire  que  la  Section  vxy 
fera  la  circonférence  d'un  cercle ,  qui  aura  pour  centre 
le  point  c ,  où  le  plan  vxy  rencontre  Taxe  du  cylindre," 
&  pour  rayon  une  ligne  ex  égale  au  rayon  C-iTde  la  ba- 
fe. Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

PROPOSITION  XII. 

Théorème. 

Fi*.  i-fS-     179*  Toute  EUiffe  peut  être  regardée  comme  une 
Seîlion  cylindrique. 

Ayant  mené  dans  la  bafe  du  cone  où  eft  produite 
une  Éllipfè  quelconque  ,  le  diamètre  ab  qui  rencontre  à 
angles  droits  au  point  D ,  la  Directrice  D  £  ,  foient  tirés 
fur  la  furface  Conique  les  côtés  Sa,  S6,  qui  rencon- 
trent le  plan  de  l'Ellipfe  aux  points  A  ,  B  j  &  dans  les 
plans  parallèles  AMBtSDE>  les  droites  AB  ,  «S"D. 
Ayant  pris  D-f  moyenne  proportionnelle  entre  aD  tD6t 
&  mené  à  S  F  les  parallèles  A -G  yBH  ,  foit  décrit  fur 
le  plan  de  la  bafe  du  cone,  un  cercle  qui  ait  pour  diamè- 
tre la  ligne  G  H  ,  &  une  furface  cylindrique  qui  ait  pour 
bafe  ce  cercle  ,  &  pour  côtés  les  droites  A  G ,  B  H, 
Cela  pofé. 

Je  dis  que  fi  par  un  point  quelconque  P  de  la  ligne 
A  B  %  l'on  tire  a  la  Directrice  D  E ,  une  parallèle  qui 
rencontre  la  furface  Conique  en  M ,  &  la  Cylindrique 
en  o  -,  les  points  M,  0,  fe  confondront  l'un  avec  l'au- 
tre &  n'en  feront  qu'un  feul. 

Car  ayant  fait  palier  par  cette  parallèle  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  des  deux  bafes  tant  du  cone  que  du  cy- 
*Art.  itf,  lindre  ,  il  formera  fur  la  furface  Conique  *  un  cercle 
K  M  L  dont  le  centre  fera  la  commune  Section  de  ce 
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plan  avec  l'axe  du  cone ,  &  lur  la  furface  Cylindrique*  *Art.  178. 
un  autre  cercle  QJd  R  dont  le  centre  fera  la  commune 
Section  de  ce  même  plan  avec  l'axe  du  cylindre.   Or  le 
plan  Sa  b  pafle  *  par  l'axe  du  cone,  &  le  plan  A  GHB  *Def.  9. 
(•qui  ne  fait  qu'un  Je  ni  plan  avec  celui  du  triangle  Sab) 
par  l'axe  *  du  cylindre  •>  &  par  conlëquenc  les  lignes  *Def.xQ. 
KL  ,  QRy  communes  Sections  de  ces  deux  plans ,  a vec  le 
plan  parallèle  (  à  la  bafe  )  qui  palle  par  la  ligne  PO  M ,  fe- 
ront les  diamètres  de  ces  deux  cercles  ,  &  cette  ligne 
PO  M  fera  perpendiculaire  à  ces  diamètres,  puifqu'elle  eft  *  *  Hyp. 
parallèle  à  D  E  qui  eft  *  perpendiculaire  iabkiGH  qui  *  Hyp. 
ne  font  *  qu'une  même  ligne ,  à  laquelle  les  diamètres  KL  ♦  Hyp. 
&  QJt  qui  ne  font  auflî  qu'une  même  ligne ,  font  paral- 
lèles.  De  plus  les  lignes  A  B  ,  SD  ,  étant  formées  par 
les  rencontres  du  même  plan  Sbazvec  deux  plans  pa- 
rallèles entr'eux  }  fçavoir,  le  plan  S  D  E  Si  celui  de  PEU 
lipfe ,  feront  auffi  parallèles  entr'elles.    Ceci  bien  en- 
tendu. 

i°.  Dans  le  cone ,  à  caufe  du  cercle  K  ML^  on  aura 

P  M  —  KP  h  PL  j  8c  à  caufe  des  triangles  femblables 
AP  K  ,  SDa.bc  PPL.  SDby  il  vient  A  P.  KP  :: 
SD.  aD.  Et  P  B.  PL  ::  S  P.  D  h.    D'où  il  fuit  que 

A  P  k  P  B.  KPxPL  OU  P  M  ::  S  D  .  a  D  X  D  b. 

Dans  le  cylindre ,  à  caufe  du  cercle  QO  R ,  on  aura 

7>o*=£P  H  PU  *  &  à  caufe  des  triangles  femblables 

PBR,  SDF  t  on  formera  ces  deux 
proportions  ^      j^P  ::  SD.  D  F.  Et  P  B.  P  R  :  :SD. 

D  F .  D'où  il  fuit  que  AP  *  P  B.  QP  x  P  R  ou  PO  :  : 

SÎ5\  57  ou  aD*Db.  Donc  P  Af*  =  jFtV  ,  & 
p  M—P  o.  Donc  les  points  M  >  0 ,  (e  confondent  l'un 
avec  l'autre  >  &  n'en  font  qu'un  feul.  Donc ,  puifque  cela 
arrive  toujours  en  quelque  endroit  de  la  ligne  A  B  que 
l'on  prenne  le  point  P  ,  il  s'enfuit  que  le  plan  de  l'Ellipfe 
rencontre  les  furfaces  Coniques  &  Cylindriques  dans 
les  mêmes  points  ,&  qu'ainfi  toute  Ellipfe  peut  toujours 
itre  regardée  comme  une  Se&ion  cylindrique. 

A  a  ,uj 


ijo  Livre  Sixie'me. 

Avertissement. 

Comme  un  Cylindre  eft  moins  compofc  qu'un  cone,, 
en  ce  que  cous  Tes  côtés  font  parallèles  cntr'eux  j  au  lieu, 
que  dans  le  cone  ils  aboutirent  tous  au  même  point  qui 
en  eft  le  Commet  $  on  a  pris  le  parti  de  regarder  dans  ce 
Chapitre ,  l'Ellipfe  comme  la  Se&ion  d'un  cylindre.  Ce 
qui  fait  qu'on  peut  démontrer  tout  à*  la  fois  les  proprié- 
tés de  tous  fes  diamètres  $  &  que  fê  fervant  enfuite  dans 
le  cone  (  comme  l'on  verra  dans  le  Chapitre  fuivant  ) 
de  plans  Elliptiques  au  lieu  de  circulaires ,  on  prouvera, 
les  mêmes  chofe  dans  la  Parabole  &  Hyperbole  avec 
une  extrême  facilité. 

PROPOSITION  XIII. 

Theorcmc. 

Fig.  14 280.  Tous  les  diamètres  tune  EUipfe  paffent  par  un 
feul  &  unique  point ,  qui  eft  celui  oà  le  plan  de  CElltpfe  ren- 
contre taxe  du  cylindre  5  &  y  font  coupés  en  deux  parties 
égales. 

Et  réciproquement  toutes  les  ligues  qui  pajfent  par  ce  point , 
ejr  qui  font  terminées  de  part  &  £  autre  par  C EUipfe  j  y  font 
coupées  en  deux  également ,  &  en  font  des  diamètres» 

On  nomme  ce  point  le  centre  de  I'Ellipfe. 

i°.  Soit  ^4  B  un  diamètre  quelconque ,  &  c  le  point 
où  le  plan  de  I'Ellipfe  rencontre  l'axe  du  cylindre.  Si 
Ton  mené  les  lignes  Aay  Bb%  parallèles  à  Taxe  Ce  y  il 
♦  Def.  10.  eft  clair  *  qu'elles  feront  des  côtes  de  la  furface  cylindri- 
que ,  &  que  les  deux  plans  fAa3  GBbyqui  paffent 
par  ces  deux  lignes,  &  par  les  deux  tangentes  AFy£G%, 
qui  félon  la  définition  des  diamètres ,  doivent  être  pa- 
rallèles entr'elles,  feront  parallèles  entr'eux  ,  &  touche* 
ront  la  furface  cylindrique  dans  les  côtés  A  a,  Bh\ 
d'où  il  fuit  que  ces  deux  plans  formeront  dans  le  plan 
de  la  bafe  deux  lignes  af,  bg ,  parallèles  entr'elles  x  & 


Digitized  by  Google 


■ 


Dis  trois  Sections  Conio^en  général.  191 

<jui  coucheront  la  bafe  aux  points  a,bt  où  les  côtés  Aa, 
£b,  la  rencontrent.  Or  il  eft  démontré  dans  les  Ele- 
mens  de  Géométrie ,  que  la  ligne  a  b  qui  joint  les  points 
d'attouchement  de  deux  tangentes  parallèles  af%  bg} 
d'un  cercle  ,  pafle  par  fon  centre  c.  Partant  le  plan 
si*bB  paflèra  par  Taxe  ce  du  cylindre  $  &  la  ligne  A  B% 
qui  eft  la  rencontre  de  ce  plan  ave^  celui  de  l'Elhpfe, 
paflera  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le  plan  de 
i'Ellipfe.  De  plus  i  caufe  des  parallèles  Aay  Bb^  CV$ 
il  eft  évident  que  le  diamètre  A  B  de  I'Ellipfe ,  eft  divu 
fé  en  deux  également  au  point  c  i  puifque  le  diamètre 
ab  du  cercle  l'eft  au  point;  qui  en  eft  le  centre,  ce  qu'il 
fallait  démontrer  en  premier  lieu, 

i°.  Si  Ton  mené  par  les  extrémités  si  ,2? ,  d'une  ligne 
quelconque  si  B ,  qui  pafle  par  le  point  Coù  le  plan  de 
rEllipfe  rencontre  l'axe  Ce  du  cylindre,  les  lignes  Aa% 
B  b  y  parallèles  à  cet  axe  $  il  eft  clair  felon  la  définition  17. 
de  la  fur  fa  ce  cylindrique,  qu'elles  en  feront  des  côtés,  & 
que  le  plan  AabB  paflera  par  l'axe  Ce  du  cylindre. 
D'où  l'on  voit  que  la  ligne  ab  commune  Section  de  ce 
plan  &  de  celui  de  la  bafe ,  pafle  par  le  centre  c  de  la 
bafe  i  &  qu'ainfî ,  puifqu'elle  y  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement, la  ligne  siB  la  fera  auflî  au  point  c.  De  plus 
les  tangentes  *f3bg%  qui  patient  par  les  extrémités  du 
diamètre  a  b  étant  parallèles  entr'elles  $  les  plans  touchans 
fau*,gbBi  feront  parallèles entr'eux ,  &  formeront  dans 
ie  plan  de  rEllipfe  deux  lignes  parallèles  si  f,  BG,  qui 
la  toucheront  aux  extrémités  AyB,ât  la  ligne  si  B , 
qui  en  fera  par  conféquent  un  diamètre.  C'efi  ee  qu'il 
fallait  démontrer  en  fécond  lieu. 

Corollaire. 

il  eft  évident  que  par  un  point  donné 
fur  le  plan  d'une  Ellipfe  autre  que  le  centre ,  on  ne  peut 
/aire  paûer  qu'un  feul  diamètre* 
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PROPOSITION  XIV.. 
Théorème, 

F  i  «.  149.  282. 1"  ouï!  ordonnée  MPN  </f  part  &  d autre  à* 
un  diamètre  A  B ,  efi%upée  en  deux,  également  par  ce  diamètre- 
en  un  point  P. 

Et  réciproquement  JÏ  une  ligne  quelconque  MPN  terminée 
par  une  Ellipfe  &  qui  ne  pajfe  point  par  le  centre  C ,  efi  coupée 
en  deux  également  en  P  ,  par  un  diamètre  A  B  ^  elle  fera  ordon- 
née de  part  &  tfautre  à  ce  diamètre. 

Ayant  mené  par  les  points  A ,  B  ,  M ,  JV\  les  côtés 
Aa,Bbs  M  m%  Nn>  parallèles  à  l'axe  Ce  du  cylindre, 
&  qui  rencontrent  le  plan  de  la  bafe  aux  points  a ,  b ,  m ,  n  -t 
la  ligne  Pp  commune  Se&ion  des  deux  plans  Aab  B , 
MmnN ,  fera  parallèle  aux  côtés  du  cylindre,  puifaue 
tous  les  côtés  (ont  parallèles  entr'eux.  De  plus  le  plan- 
AabB  paUera  par  l'axe  Ce  du  cylindre,  puifque  le  dia- 
mètre A  B  pafle  par  le  point  C  où  cet  axe  rencontre  le 
plan  de  l'Ellipfe  $  &  il  formera  par  conféquenc  dans  le 
plan  de  la  bafe  une  ligne  ab  qui  paflera  par  le  centre  c, 
c'eft  à  dire ,  un  diamètre.  Cela  pofé. 

Puifque  par  la  fuppofition  la  ligne  Ai  P  2/  eft  ordon- 
née de  part  &  d'autre  au  diamètre  A  B ,  elle  fera  parai- 
lele  aux  tangentes  A  F,B  G  ,  qui  pafTent  par  les  extré- 
mités de  ce  diamètre  -,  &  par  con/équent  les  plans  tou- 
chans  F  Aa,  G  Bbt  feront  parallèles  au  plan  M  mn  I/. 
Les  lignes  que  ces  trois  plans  forment  dans  le  plan  <le 
la  baie  }  fçavoir  les  deux  tangentes  a /,  bg ,  &  la  ligne 
«»,  feront  donc  parallèles  entr'elles  j  &  ainfi  la  ligne 
mn  fera  perpendiculaire  au  diamètre  sb,  qui  la  divife- 
ra  par  conféquent  en  deux  parties  égales  au,  point  p. 
D'où  il  fuit  â  caiife  des  parallèles  Mm^  />/>,  Mn ,  que 
la  ligne  MM  fera  auffi  divifce  en  deux  parties  égale» 
au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe  ,  on  mènera 

dans 
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dans  le  plan  de  l'Ellipfe  deux  tangentes  AT ,  fi  G,  *  pa-  »  ^r*.  1*7, 
rallelcs  à  M  2/  j  &  ayant  tiré  par  leurs  points  d'artou- 
chemens  le  diamètre  A  £ ,  il  eft  clair  félon  les  définitions 
13.  fie  14.  que  cette  ligne  MN  fera  ordonnée  de  part 
&  d'autre  à  ce  . diamètre ,  8c. par  conféquent  (  félon  ce 
qu'on  vient  de  démontrer)  coupée  en  deux  également 
en  ?  par  ce  même  diamètre.  Or  comme  Ton  ne  peut 
mener  par  le  point  V  ♦  qu'un  feul  diamètre  ,  il  s'enfuit  •  Art.  xlw 
que  fi  une  ligne  MN  terminée  par  une  EHipfe,  &  qui 
ne  paflè  point  par  le  centre  c ,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement en  P  par  un  diamètre  A  B elle  lui  fera  ordonnée 
de  part  fie  d'autre. 

PROPOSITION  XV. 

Théorème. 

S  '*  !<  y  a  d*11*  une  Eftpfe  deux  diamètres  A  B  ,  D  E  j  F 1  o.  14*» 
dont  Cun  £eux  D  Efoit  parallèle  aux  Tangentes  A  F,  B  G  , 
qui  paffent  par  les  extrémités  de  C  autre  AB:;>  dis  réeciprû- 
quement  que  le  diamètre  A  B  fera  para  lie  le  aux  Tangentes  qui        ■   .  ' 
paffent  par  les  extrémités  du  diamètre  D  E. 

Les  deux  diamètres  AB  +  Z>£  ,  font  appellés  Conju. 
gués  l'un  a  l'autre. 

Ayant  mené  par  les  points  ^,B,Z>,  E  -,  les  côtés 
JayBb>  Dd,  Ee ,  du  cylindre,  le fquels  rencontrent  le  plan 
de  la  bafe  aux.  points  a,  by  d,  e  $  les  plans  Aab  B  j  . 
JXde  E  ,  paieront  par  l'axe  ce  xlu  cylindre ,  puifque  les 
Jignes  AB^DE,  font  des  diamètres  de TElkpfe  j  & 
formeront  par  conféquent  dan*  le  plan  de  la  bafe,  deux 
diamètres  ab  y  de.  Or  le  plan  touchant  F^é a  étant  pa- 
rallèle au  plan  Dde  E,  formera  dans  le  plan  de  la  bafe 
une  Tangente  af  parallèle  au  diamètre  de  ,  lequel  dia- 
mètre  fera  par  conféquent  perpendiculaire  fur  le  dia- 
mètre ab.  Srdonc  l'on  mené  par  l'une  des  extrémités  d 
du  diamètre  de  une  Tangente  dh  au  cercle  ,  elle  fera 
parallèle  au  diamètre  abt  fie -le  plan  b  d  D  parallèle  au 

Bb 
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plan  AabB  :  c'eft  pourquoi  les  communes  Sedions  de 
ces  deux  plans  avec  le  plan  de  l'Ellipfe ,  fçavoir  la  Tan- 
gente D  H  &  le  diamètre  A  B,  font  parallèles  entr'el- 
tes.  On  prouvera  la  même  chofeà  l'égard  de  la  Tangen- 
te qui  paflè  par  l'autre  extrémité  E  du  diamètre  D  E, 
Donc  &c. 

Corollaire  I. 

184»  De-la  il  eft  évident  que  s'il  y  a  deux  dia. 
mètres  conjugues  A  B  ,  D  E ,  dans  une  Ellipfe  $  les  deux 
plans  qui  paflent  par  ces  diamètres  &  par  Taxe  Ce  du  cy. 
iindre  ,  formeront  dans  le  plan  de  la  bafe  deux  diame* 
très  ab^de^  qui  feront  perpendiculaires  entr'eux  :  ce  qui 
eft  réciproque. 

Corollaire  II. 

185.  I  l  fuit  encore  de  cette  Propofirion  que  Ci  par 
un  point  quelconque  P  d'un  diamètre  AB ,  on  mené 
.une  ordonnée  MP  Nde  part  &  d'autre, elle  fera  paraU 
leîe  au  diamètre  D  E  qui  lui  eft  conjugué  *  &  qu'ainfî 

*  on  aura  *  MP«PN  ou  P  M.  DC«C£  ou  JÇ*  :: 

AP*PB.  AC*CB  ou  ^Tc*.   Ce  qui  donne  P  M*. 

A  P*  PB  ::  DC*.  ~AC  ::  4D  c*  ou  i)t*  J^Tc*  on 

y4  2?  .  Ceft  à  dire  que  le  quarré  d'une  ordonnée  quel- 
conque M  P  à  un  diamètre  A  B  ,  eft  au  rectangle 
*  fait  des  parties  de  ce  diamètre ,  comme  le  quar» 
ré  du  diamètre  Z>£  qui  lui  eft  conjugué ,  eft  au  quarré  du 
diamètre  AB. 

PROPOSITION  XVI. 

Théorème. 

Fi  c.  150.  S  1  par  *n  point  quelconque  M  tune  EUipfè  A  M  B, 

ton  mené  une  Tangente  F  M  G  qui  rencontre  aux  points  F ,  G, 
deux  autres  Tangentes  A  F ,  B  G ,  parallèles  entrcMes  ; 
que  F  M.  M  G  :  :  AP.BG. 
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Ayant  mené  par  les  points  d'attouchemens  A  ,  B  ,  M, 
les  cocés  Aa>  Bb,  Mm  t  du  cylindre,  &  fait  palier  par  ces 
côtés  &  par  les  Tangentes  A  F,  BG,  F  G ,  les  crois  plans 
FAa,GBb%  F- M  m  %  ou  GMmh\[  eA  clair  que  les  com- 
munes Se&ions  Ff,  Ggy  des  deux  premiers  plans  avec 
le  troifiéme ,  feront  parallèles  tant  entr 'elles ,  qulvec  les 
côtés  du  cylindre  $  car  les  deux  plans  F  Mm ,  FA  a,  paf- 
fant  par  les  côtés  Mm,Aa,  qui  font  parallèles  entr'eux, 
leur  commune  Seclion  F /fera,  parallèle  à  ces  côtés  •  & 
par  la  même  raifon  G  g  commune  Section  des  deux  plans 
G  Bb  ,  G  Mm,  fera  parallèle  aux  côtés  Bb,  Mm.  De 
plus  les  lignes  aft  bv ,  que  forment  les  plans  touchans  pa- 
raileles  FAa,  GBb,  dans  le  plan  de  la  bafe,  en  feront 
des  Tangentes  parallèles  \  les  parties  fmrmgy  de  la  troi- 
fiéme Tangente  formée  dans  le  plan  de  la  bafe  par  le  troi- 
fiéme plan  touchant  F  Mm,  ou  G  Mm,  feront  égaies  (  par 
la  propriété  du  cercle)  aux  Tangentes  af,kg  h  Ravoir  » 
fm  ifa,t£.mgà  gb.   Cela  pofe. 

A  caufe  des  lignes  Aa,Ff,  Mm,Gg,Bb  }  &  AP9, 
BG  y  &C  étft  bg,  qui  font  parallèles  entr'eUés,  on  aura 
FM.  M  G  -.  i/moufa.mgoiè  gb     F  A*  G B%  Ce  qu'il 
falLoit  démontrer. 

Corollaire  I. 

2^7*  S  i  l'on  mené  par  les  points  d'attouchement 
A,     des  deux  Tangentes  parallèles  entrelles  A  F ,  BG9  » 
un  diamètre  AB  qui  rencontre  en  T  la  Tangente  F  M  G. 
&  qu'on  tire  1  ordonnée  M  P  à  ce  diamètre  :  il  eft  évi- 
dent que  A  P.  PB  ::  FM.  M  G  :  :  A  F.  B  G  ::  AT. 

BT.  Et  qu'ainfi  P  B— A  P.  PB  :t  B  T  4T  ou 

AB.  BT. 

Corollaire  II. 

2.88.  D*-l  a  on  tire  la  manière  fuivante  de  mener 
d'un  point  donné  M  fur  une  Ellipfe  la  Tangente  MT, 
un  diamètre  AB  étant  donné  avec  la  polîtion  de  les 

Bbij 
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De  Tune  des  extrémités  B  du  diamètre  AB ,  foit  tirée 
au  point  donne] AI  la  droite  B  M.  Puis  ayant  mené  l'or- 
donnée M  P  au  diamètre  A  Bt&  pris  lûr  ce  diamètre  da 
côté  6c  B  la  partie  égale  à  PA>  foit  tirée  M  K 
parallèle  à  P  M  ,  rencontrant  la  ligne  «  en  /C,  par  où 
&  par  fautre  exrremité  A  foit  menée  flf.  Soit  enfin 
tirée  MT  parallèle  à  AK%  elle  fera  la  Tangente  qu'on 
.  cherche. 

Car  a  caufe  des  parallèles  MP ,  WiC,  &  A  KyMT> 
l'on  aura  BP.PH.  ou  TA::  P  M.  M  K ::  BT.  TA. 

Corollaire   I  M. 

l&9*  S  'i  l  y  a  dans  une  EHipfe  deux  Tangentes  MT, 
^r,  qui  fe  rencontrent  en  un  point  T }  je  dis  que  le 
diamètre  ^12*  qui  pafle  par  le  point  P  milieu  de  la  ligne 
MN  qui  joint  les  deux  points  d'attouchement,  panera 
auflî  par  le  point  T.  Car  P  U  eft  ordonnée  au  diamètre 
*Art.  .i%7.  AB  de  même  que  P  Mi  &  par  conféquent  »  les  Tangen- 
tes MTt  NT,  iront  chacune  rencontrer  ce  diamètre 
en  un  point  T,  tel  que  PB  —  AP.  PB  ::  AB.  BT>  c'eft 
à  dire  dans  le  même  point. 

Corollaire  IV. 

,  _  2i$0,  •§  i  ]"on  joint  dans  une  EIHpfe  les  points  d'at- 

toucheroens  3f ,  N>  de  deux  Tangentes  M  F>  N Z, 
par  une  Hgne  droite  M  Ni  Se  qu'il  y  ait  une  troifiéme 
Tangente  FA  t  parallèle  a  M  N  :  je  dis  que  les  parties 
FA ,  A-L-ê*  cette  dernier  Tangente,  prifês  entre  fon 
point  d'attouchement  A  &  les  deux  premières,  feront 
égales  entr'elles.  Car  ayant  mené  par  le  point  d'attou- 
chement A  le  diamètre  A  B ,  il  eft  clair  que  la  ligne 
MN  eft  ordonnée  de  part  &  d'autre  à  ce  diamètre, 
puifqu'elle  eft  parallèle  à  la  Tangente  FL  qui  pafle  par 
Ion  extrémité  A  j  &  qu'ainfi  il  la  coupe  par  le  milieu  en 

*Art.  x8<j(.  P,&  paflè  *  par  conféquent  par  le  point  de  rencontre 
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T  des  deux  Tangentes  M  fy  NL  *  ou  bien  il  leur  fera 
parallèle ,  fi  la  ligne  M  N  eft  un  diamètre.  Or  il  eft  vi-  *  Art.  iSj. 
fible  en  l'un  &  l'autre  cas ,  aue  F  L  fera  divifë  en  cleux  par. 
ties  égales  au  point  >A  par  le  diamètre  AS  $  puifque  MN 
l'eft  en  /'.par  ce  même  diamètre. 

CHAPITRE  III. 

J)e  la  Parabole    de  l'Hyperbole  en  particulier. 

PROPOSITION  XVII. 
Théorème. 

2$lt  \j)  ANS  une  Parabole  toute  ordonnée  M  P  N  de  F 1  c.  ifi. 
part  &  £  autre  à  un  diamètre  A  B ,  eft  coupée  en  deux  également 
far  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  qui  eji  réciproque. 

Ayant  fait  paflèr  par  la  ligne  M  Nun  plan  Elliptique, 
il  formera  dans  le  plan  touchant  SD  E  parallèle  au  plan 
Parabolique,  une  Tangente  DE  parallèle  à  M  N.  De 
plus  le  plan  SAF  mené  par  le  Sommet  S  du  cone,  & 
par  la  Tangente  A  F  qui  pafle  par  l'origine  A  du  dia- 
mètre ABy  formera  dans  le  plan  Elliptique  une  Tangen- 
te &.Ia  ligne  Da  qui  joint  les  points  d'attouchement 
des  deux  Tangentes  D  E ,  a  f,  paflera  par  le  point  P  y  puiÇ- 
que  le  diamètre  AB  eft  parallèle  au  côté  touchant  SD. 
Cela  pofé. 

>Pui(que  par  la  fuppofition*  les  deux  Hgnes  A  F ',  M  Nt  "*  Def.x^, 
font  parallèles  entr'elles  >  il  s'enfuit  que  la  Tangente*//,  qui 
eft  la  commune  Seûion  de  deux  plans  qui  partent  par  ces 
deux  lignes,  fera  parallèle  à  M N$  &  par  conféquent  à 
JE)  E.  D'où  l'on  voit  *  que  la  ligne  D  a  ,  qui  joint  les  points  *  j)ef,  rç. 
d'attouchement  des  deux  Tangentes  parallèles  D  E ,  aff 
eft  un  diamètre  de  l'EHipfê  qu'ainfi  la  ligne  MN  qui 
eft  parallèle  à  ces  Tangentes  &  terminée  par  l'Ellipfe,  fe* 
jea  *  divifée  en  deux  également  au  point  P.  *  j^i,  ^ 

.Maintenant  pour  prouver  la  converfe  ,  on  mènera 

Bb  lij 
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•Art.  1*7.  dans  le  plan  de  la  Parabole  *  une  Tangente  A F  parallèle 
à  la  ligne  M  N  $  &  ayant  tiré  par  le  point  d'attouche- 
ment A  un  diamètre  A  a  ,  il  aura  pour  ordonnée  de  parc. 

>  D#/.  14.  &  d'autre  *  la  ligne  M qu'il  divifera  par  conféquent 
en  deux  parties  égales  au  point  P  félon  ce  qu'on  vient  de 

»  Art.i6S*  démontrer.  Or  comme  il  n'y  a  qu'un  feul  diamètre  *  qui 
puifle  pafler  par  le  point  de  milieu  F  de  la  ligne  M  iv,. 
H  s'enluit  &c. 

CO  K  O  L  LAI  H  E, 

JD  *-i  a  il  eft  évident  que  û  l'on  mené  par  deux 
points  quelconques  P ,  ^  d'un  diamètre  A  B  deux  or- 
données de  part  &  d'autre  MPN ,  0  J>JL  •>  on  aura 

•Art.  177.  toujours  *  il//*  h  P Isf  ou         .  o<^h  /ye  ou  £0*:: 
A  Ceft  a  dire  que  lesquarrés  des  deux  ordon- 

nées quelconques  P  M  ,  ^«jJO ,  à  un  diamètre  ^  /?  ,  fe- 
ront toujours  enrr'eux  ,  comme  les  parties  A  P  ^  A  J£% 
de  ce  diamètre  prifes  depuis  fon  origine  A  jufqu'à  ces 
mêmes  ordonnées. 

P  ROPOSITION   XVI  IL 
Thcorême. 

Fjip.  293.  ^  t  p^r  mn  point  quelconque  M  d'une  Parabole  fofc 

mené  une  ordonnée  M  P  à  te L  de  fes  diamètres  A  B  qu'on  von* 
dra ,  &  une  Tangente  M  T  qui  rencontre  en  T  ce  diamètre  pro- 
longé au  delà  de  fon  origine  h  \  je  dis  que  fes  parties  A  P>  AT, 
font  égales. 

La  même  préparation  étant  faite  que  dans  la  Propo- 
rtion précédente  ,  foit  de  plus  mené  par  le  Sommet  5, 
du  cone  &  par  la  Tangente  Al  7*.,  le  plan  touchant 
ST M  qui  formera  dans  le  plan  Elliptique  la  Tangen- 
te M  H ,  laquelle  rencontrera  le  diamètre  Da  de  i'EL 
lipfe  en  un  point  H  par  où  paûcra  Ja  ligne  STS  &  foie 
enfin  tirée  la  droite  TQ  parallèle  à  SA.  Ceci  bien  en. 
•Art.  z$7.  tendu ,  on  aura  *  D  H.  Ha  :  1  D  P.  Pay  &  (  alternando ) 
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DH.Dp  :  :  Ha.P  a.  Mais  à  caufê  des  parallèles  A  Bt 
SD,  &  S+t,  TG  }  il  eft  clair  que  D  H.  DP::  SH. 
STuHa.Ga.  Donc  Ha,  P a  ::  Ha.  G  a.  Doncaufti 
P  a  - i  G  a  j  &  par  conséquent  AP=mAT.  Ce  qu'ilfaUoit 
démontrer. 

PROPOSITION  XIX. 
Theorcmc 

2-94«  D  ans  les  Hyperboles  oppopes  tout  diamètre  A  B  Fie.  iyu 
paffe  par  le  point  ctinterfeÙion  C  des  deux  asymptotes  ,  &  y 
efi  coupé  en  deux  également  :  ce  qui  e(l  réciproque. 

On  nommera  ce  point ,  Centre. 

Soie  HSh  une  des  deux  communes  Sections  du  plan 
parallèle  au  plan  Hyperbolique,  &  des  deux  furfaces  Co- 
niques oppofées  i  &  fok  l'Afymptote  F  G  formée  par  la 
rencontre  du  plan  Hyperbolique  avec  celui  qui  touche  ces 
deux  furfaces  en  cette  ligne  HSh.  Soient  menées  par  les 
Tangentes  parallèles  A  F,  S  G,  qui  partent  par  les  extré- 
mités du  diamètre  A  fi,  &  qui  rencontrent  l'Afymptote 
TG  aux  points  -F,  G,  deux  plans  Elliptiques  parallèles  5  ils 
formeront  dans  le  plan  touchant  qui  pafle  par  le  côté 
H  Sh,  les  Tangentes  parallèles  F  H,  GbfyU  dans  le 
plan  touchant  SA  F  les  Tangentes  parallèles  AF,af. 

Cela  pofe  ,  les  lignes  parallèles  F  H y  Gh%  étant  ren- 
fermées entre  les  deux  autres  parallèles  FG,  H  A,  fe- 
ront égales  entr'elles  i  &  les  triangles  femblables 
S  H  F ,  S  bfy  &  S  F  A  y  S  fa ,  donneront  cette  propor- 
tion,/^, bf::  S  F.  sf:  :  F  A.  fa.  Et  partant  H  F.  FA  :: 
bf.fa::  +  bG.G  B.  Donc  puifque  HF=*hG  ,11  s'en-  *  Art.  t'g*. 
/uit  que  A  F^bBG  $  &  d  caufe  des  triangles  femblables 
ACF ,  BCG  ,  que  AC=*CB  :  c^eft  à  dire  que  l'A- 
fyroptote  F  G  pafle  par  le  point  de  milieu  c  du  diamètre 
^/*fi.  On  prouvera  de  même  que  l'autre  Afymptote 
paflera  encore  par  le  point  de  milieu  C  du  diamètre 
A  B  i  d'où  l'on  voit  que  le  diamètre  A  B  paiTe  par  le 
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point  d'interfe&ion  C  des  deux  Afymptotes ,  &  y  eft  cou-- 
pé  en  deux  parties  égales.  * 

Soit  à  prefent  une  ligne  A  B  qui  partant  par  le  point 
d'interfecîion  C  des  deux  Afymptotes,  rencontre  les  Hy- 
perboles oppofées  aux  points  Ay  B.  Si  l'on  mené  par  la 
point  A  la  Tangente  AF^Scà  l'Hyperbole  oppofée  une 

*Art.  X67.  Tangente  D  G  *  parallèle  a  A  F.  >  il  eft  claif  par  ce  qu'on . 

vient  de  prouver  que  la  ligne  A  D  qui  joint  les  points , 
d'attoucbemens  de  ces  deux  Tangentes  étant  un  diamè- 
tre ,  paflera  par  le  point  d'interfe&ion  C  des  Afymptotes. 
Elle  le  confondra  donc  avec  la  ligne  A  B  qui  paflè  auf- 

•  typ,  fi  *  par  les  deux  mêmes  points  A ,  c  :  c'eft  à  dire  que  le 
point  D  tombera  fur  Je  point  B.  Ceft  pourquoi  cette 
ligne  AB  fera  un  diamètre ,  &  partant  coupée  en  deux 
parties  égales  .au  point  c, 

Gqrollai  m* 

295»  De-la  on  voit  que  d'un  point  donné  au  de- 
dans d'une  Hyperbole,  on  ne  peut  mener  qu'un  feu l  dia* 
raetre  j  puifqn'U  n'y  a  qu'une  feul.  ligne  qui  puiHe  paflei. 
par  ce. point ,  &  par  le  centre. 

PROPOSITION  XX 

Théorème. 

f  i  c.153.  2.^6,  D  ans  les  -Hyperboles  oppofées  tente  ordonnée 
M  P  N  de  pan  &  et  autre  a  un  diamètre  A  B  ,  eft  coupée  ex 
deux  également  par  ce  diamètre  au  point  P  :  ce  qui  eft  réci- 
proque. 

Ayant  fait  palier  par  la  ligne  MN  un  plan .  Ellipti* 
que  ,  il  formera ,dans  les  deux  plans  touchans  SAF, 
S  BG  )  deux  Tangentes  la  ligne  ab  qui  joint 

les  points  d'attouchemens  de  ces  deux  Tangentes ,  étant 
la  commune  Section  du  plan  Elliptique  &  du  plan  S*A  R% 
paflera  pat  le  point  P.  Or  puifque  pat  la  fuppofition 

les 
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les  deux  lignes  A  F ',  M N \  font  parallèles,  il  s'enfuit  que 
la  ligne  af  qui  eft  la  commune  Se&ion  de  deux  plans , 
qui  palîenc  par  ces  deux  lignes  ,  fera  parallèle  à  M  N. 
Par  la  môme  raifon  la  Tangente  £g  commune  Section: 
du  plan  Elliptique  &  du  plan  touchant  S B G, lefquelspak 
fent  par  les  deux  parallèles  M  .V,  B  G ,  fera  parallèle  à 
M  N.  Les  deux  Tangentes  £g ,  feront  donc  parallè- 
les entr'elles  :  d'où  il  fuit  que  la  ligne  ab  *  eft  un  diamètre  *  Def.  15. 
de  l'Ellipfe  -y  &  qu'ainfi  la  ligne  M2^*cd  divifée  en  deux  *  Art. 
parties  égales  au  point  P. 

Maintenant  pour  prouver  la  converfe ,  on  mènera  dans 
le  plan  des  Hyperboles  *  deux  Tangentes  \  BG%  parai-  *  Art,  i6j> 
leles  à  la  ligne  MN terminée  par  l'Hyperbole  -y  fie  ayant  ti- 
ré par  leurs  points  d'attouchemens  le  diamètre  si  B ;-,  il  eft 
clair  félon  la  Définition  quatorzième ,  que  ce  diamètre  au- 
ra pour  ordonnée  de  part  &  d'autre  la  ligne  MNtS>c  qu'ara- 
û  il  la  coupera  félon  ce  qu'on  le  vient  de  démontrer  ,  en 
deux  parties  égales  au  point  P:  Or  comme  il  rr'y  a  qu'un 
feul  diamètre*  qui  puifle  pafler  par  ce  point,  il  s'enfuit  que  *  Art,  195. 
ii  une  ligne  M  N  termmee  par  une  Hyperbole,  eft  cou- 
pée en  deux  également  en  P  par  un  diamètre  *4  B velle 
icra  ordonnée  de  par:  &  d'autre  à  ce  diamètre. 

Co  r  o  L  l  a  1  r  t. 

*97*  De  la  il  eft  évident  que  fi  l'on  mené  deux 
ordonnées  de  part  &  d'autre  MP  W,  o  gjl ,  à  un  dia- 
mètre *4  B  ,  on  aura  toujours  *  M  P  *  P  2V.  ou  P  M  •  *Artt'xj£ 
og*£Ro\i  £0  i.AP*  PB.  AQ^t  QB.  Ceft  à  dire  &c. 

PROPOSITION  XXI. 
Theorcmc. 

2.9*'  Si  par  un  point  quelconque  M  ttune  Hyperbole  Ton  Fig.'i;*. 
mené  une  Tangente  M  F  G  qui  rencontre  deux  autres  Tan- 
gentes parallèles  AF,BG,  aux  point  F ,  G  :  je  dis  que 
M  F.  M  G  t:  A  F.  B  G. 

Ce 
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Ayant  mené  deux  plans  Elliptiques  parallèles  qui  paf- 
fent  par  les  Tangentes  A  F ,  BG  -,  ils  formeront  dans  le 
plan  touchant  5  MG  deux  Tangentes  H  F  yhG ,  paral- 
lèles entr'ellés  i  &  le  plan  Elliptique  qui  pafle  par  B  G, 
formera  dans  le  plan  touchant  S  A  F  y  une  Tangente  af 
qui  rencontrera  la  Tangente  hG  au  point  /,  où  la  ligne 
F  S  rencontre  ce  plan  Elliptique.  Cela  pofc,  les  Tangen- 
tes afy  B  G  t  feront  parallèles  entr'ellés  j  puilqu'elles  Je 
*  Art,  168.  font  chacune  â  la  Tangente  A  F  :  &  partant  *  on  aura 
B  G.  G  h  waf.fh  (à  caufe  des  triangles  femblables  S hft 
S  HF,  &  Saf.SAF,)::  A  F.  F  H.  Donc  B  G.  A  F  :  : 
Gh.  F  H  (à  caufe  des  triangles  femblables  MGh^MFH,) 
11  MG.  M  F.    Ce  qu'il  fa  Ilot  t  démontrer. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  tirer  de  cette  Proportion  les  m&» 
mes  Corollaires,  que  dans  l'Ellipfe  art.  187. 188. 189.  &  290. 
c'eft  pourquoi  je  ne  m'amulerai  point  à  les  repeter. 

PROPOSITION  XXII. 

_ 

Théorème. 

Fie.  15 j.  2$Ç.  S  i  *ne  ligne  droite  F  G  terminée  parles  Afymp- 
mes  d'une  Hyperbole ,  lu  touche  en  un  point  A  5  je  dis  que  cette 
ligne  droite  y  fera  coupée  en  deux  parties  égales. 

Soient  menés  par  le  Sommet  S  du  cone ,  &  par  les  deux 
Afymprotes  C  F ,  CG,  deux  plans ,  lefquels.  toucheront 

*Def.\6.  *la  furface  Conique  dans  les  côtes  S  M  ,  SiV,  où  le 
plan  M  S  N  parallèle  au  plan  Hyperbolique  la  rencon- 
tre. Soit  mené  un  plan  Elliptique  qui  pafle  par  la  droite 
F  G  :  il  formera  dans  les  deux  plans  touchans  deux  Tan- 
gentes  MF ,  NG  ,  &  dans  le  plan  MSN  une  ligne 
droite  M  N  parallèle  à  /G,  &  qui  joint  les  points  d'ar> 
touchemens  de  ces  deux  Tangentes.  Cela  pofé,  il  eft  vi- 

*  Art.  150.  fible  que  la  ligne  F  G  *  eft  coupée  en  deux  parties  égales 
au  point  A  ,  puifqu'elle  touche  dans  ce  point  l'Elhpfe  t 
aurfi-bien  que  l'Hyperbole. 
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Corollaire  I. 

500.  C  o  m  m  e  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  feule  ligne 
J  G  qui  pallant  par  un  point  donné  A  au  dedans  d'un 
angle  FCG  ,&c  étant  terminée  par  Tes  côtés ,  (bit  coupée 
en  deux  également  par  ce  point  A  $  il  s'enfuit  que  fi  une 
ligne  droite  F  G  terminée  par  les  Afymptotes  d'une  Hyper- 
bole ,  la  rencontre  en  un  point  A  qui  divife  cette  droite 
F  G  en  deux  parties  égales ,  elle  touchera  l'Hyperbole  en 
ce  point. 

Corollaire    M.  . 

D  e-la  on  voit  que  pour  mener  d'un  point  don- 
né A  fur  une  Hyperbole  dont  les  Afymptotes  Cf ,  cG, 
font  données ,  une  Tangente  FA  G  j  il  n'y  a  qu'à  tirer  la 
ligne  AD  parallèle  à  l'une  des  Afymptotes  CG  ,  &  ter- 
minée par  l'autre,  &  ayant  pris  la  partie  DF  égale  à  CD, 
tirer  la  ligne  FAG  :  elle  fera  la  Tangente  cherchée.  Car 
à  caufe  des  triangles  femblables  FCG ,  FDA ,  la  ligne  F  G 
fera  ceupée  par  le  milieu  en  A  5  puifque  *  C  F  l'eft  en  D.  * 

Corollaire  III. 

302  S  i  Ton  joint  deux  points  quelconques  ^ ,  AT,  Fie.  ij£.< 
d'une  Hyperbole  M  A  N  par  une  ligne  droire  qui  ren- 
contre les  Afymptotes  aux  points  M ,  K  >  les  deux  parties 
M  H,  7sT K ,  de  cette  droite  renfermées  entre  l'Hyper» 
bole  &  les  Afymptotes  ,  feront  égales  entr'elles.  Car 
ayant  mené  par  le  point  P  milieu  de  M  JV,le  diamètre 
c P  yàc  parle  point  A  où  ce  diamètre  rencontre  l'Hyper- 
bole ,  la  ligne  F  G  parallèle  à  M  N",  &  terminée  par  les 
Afymptotes  :  il  eft  clair  *  que  cette  ligne  F  G  fera  Tan-  *Art.  19*. 
genre  en  A  i  &  par  conféquent  *  divtiee  en  deux  parties  *  Art.  199. 
égales  en  ce  point.  D'où,  il  eft  clair,  à  caufe  des  trian- 
gles femblables  C  A  F ,  C  P  H  ,  &  C  A  G  t  C  P  K  y  qué 
PHtmaPK  >-&  par  conféquent  M  H  **NK. 

Ce  ij 
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Corollaire  IT. 

F  i  o.  157."  S  i  d'un  point  donne  A  fur  une  Hyperbole ,  l'on 

tire  deux  droites  A  F \.AGt  terminées  par  fcs  Afymn- 
totes  j  &  que  d'un  autre  point  quelconque  M  de  la  me. 
me  Hyperbole,  ou  de  Ton  oppofée ,  on  cire  deux  autres 
droites  MHA  M  K,y  terminées  auffi  par  fes  Afymptotes, 
&  parallèles  aux  deux  premières  A  F ,  A  G  :  je  dis  que 
FA*  AG=*H M*  M K. 

Car  i°.  Lorfque  les  deux  points  AyMy  tombent  furla 
même  Hyperbole  ^  ayant  joint  ces  deux  points  A ,  M  ,  par 
une  ligne  droite  qui  rencontre  les  Afymptotes.en  P  & 
les  triangles  femblables  PAF3  PMH  ,  &  .QMK* 
gA  G  ,  donneront  ces  deux  proportions  ,  A  F.  M  H  :  : 

*  Art,  401.  A  P.  MP  *  :  :  M  A  Q  :  :  M  K.  A  G.  ce  qui 
donne  ,  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens, 
FA*AG^HM*MK. 

i°.  Lorfqùe  les  points  A,  M%  tombent  fur  les  deux 
Hyperboles  oppofées  »  ayant  mené  par  le  point  donné 
A  &  par  le  centre  c ,  le  diamètre  A  B ,  &  tiré  les  droi- 
tes B  D%  B  E  ,  parallèles  à  .A  F ,  AG,éc  terminées  par 
les  mêmes  Afymptotes  ;  il  eft  clair  que  les  triangles 
CAFtCBD,èc  CAG  ,  CBE  ,  feront  femblables  & 

*<^rf.  154.  de  plus  égaux  entr'eux  ,  puifque  *  CA^CB.  C'eft 
pourquoi  5  D*=*  A  1,6c  B  £*=A  G  >&  partant  DB*BE 
F  A*  AG.    Or  félon  le  cas  précédent  K  M*  M  H 
noD  B  *  B  E.  Donc  auffi  F  A*  A  G  us*  K  jlf*  M  Fi* 

Avertissement. 

Je  laide  les  antres  propriétés  des  Afymptotes ,  te  des 
Diamètres  conjugués ,  parce  qu'elles  lé  tirent  de  celles- 
ci  fur  le  plan^  comme  Ton  a  fait  dans  le  troifîéme  Li- 
vre i  mon  deflein  n'étant  ici  que  jdc  faire  voir  de  quel- 
le utilité  peut  être  la  confideration  du  Solide ,  pour 
•démontrer  tout  à  la  /ois  &  fans  .aucun  calcul ,  lespi»- 
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prières  de  tous  les  Diamètres,  des  Tangentes  ,  &  des 
Afymptotes  >  d'où  dépendent  toutes  les  autres.  Ceft  ce 
que  je  crois  avoir  exécuté  d'une  manière  fore  aifée ,  & 
entièrement  nouvelle  j  puifque  je  ne  me  fuis  point  fervi 
de  lignes  coupées  harmoniquement,  comme  ont  fait  les 
Géomètres  Modernes  après  M".  Pafchal&L  Dejcartes  jee 
qui  les  a  obliges  d'avoir  recours  à  un  grand  nombre  de 
Lemmcs,dont  les  démonftrations  feules  me  paroiflèot* 
auiii  longues  que  celles  de  tout  ce  Livre. 
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LIVRE  SEPTIEME.. 
Des  Lieux  Géométriques. 

De' FINITION  L 

Fie.  ij*.  Oient  deux  droites  inconnues  &  indéterminées* 
li9*  O  A  p  »  p  M  >  °iui  feflenc  entr'elles  un  angle  A  PM  don- 
né ou  pris  à  volonté  b  &  dont  l'une  A  P  que  j'appellerai 
toûjours  x ,  ait  un  commencement  fixe  au  point  A ,  & 
s'étende  indéfiniment  le  long  d'une  ligne  droite  donnée 
de  pofîtion  ■>  &  l'autre  PM  que  je  nommerai/,  en  change 
continuellement ,  &  foie  toûjours  parallèle  à  elle-même: 
c'eft  à  dire  que  toutes  les  droites  FM  doivent  être  pa- 
rallèles entr'elles.  Soit  de  plus  une  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  ces  deux  inconnues  x  &cy  mêlées  avec  des  con- 
nues y  &  qui  exprime  la  relation  de  chaque  indéterminée 
A?  (x)  à  (à  correfpondante  PM  (y)  La  ligne  droite 
ou  courbe  qui  pafle  par  les  extrémités  de  toutes  les  va- 
leurs de  / ,  c'eft  à  dire ,  par  tous  les  points  M \  cft  appel- 
lée  en  général  un  Lieu  Géométrique ,  &  en  particulier  le 
Lieu  de  cette  équation. 

Fie.  158.      Supposons ,  par  exemple,  que  l'équation/»-^  doive 

exprimer  toûjours  la  relation  deAP'(x)  à  PM  (y) 
qui  font  entr'elles  un  angle  donné  ou  pris  à  volonté 
A  P  M.   Ayant  pris  fur  la  ligne  ^P"la  partie  A  B  =  a^ 
&  de  B  mené  B  E^b  parallèle  à  P  M  &  du  même 
côté  y  la  droite  indéfinie      E  fera  nommée  en  général 
un  Lieu  Géométrique  ,  &  en  particulier  le  Lieu  de  cette, 
équation.    Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quel-/ 
conques  M  la  droite  M  P  parallèle  à  B  E  ,  les  trian- 
gles femblables  ABE^  ^4  P  M  ,  dooneront  toûjours 
cette  proportion  ,  A  B  {a).  B  E  {b)  :  :  A  P  {x).  P  M 

(/)=■  —  .  Et  partant  la  droite  A  E  eft  le  lieu  de  tous» 

les  points  M. 


Digitized  by  Google 


Des  LIEUX  Géométriques.  107 

De  même  fi  yy**maa—xx  exprime  la  relation  de  Fie.  it9, 
AP  i  PM  ,  &  que  l'angle  si  P  M  foit  droit  }  la  cir- 
conférence d'un  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  A  B 
a* a  prife  fur  la  ligne  A  P ,  fera  appellée  en  général  un 
Zieu  Géométrique ,  Ôc  en  particulier  le  Lieu  de  cette  équa- 
tion. Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques 
M»  la  perpendiculaire  MP  {y),  on  aura  toujours  par 

la  propriété  du  cercle,  P  M  {y y  )  =*  D  P**  P  B  {a  a—Kx) 
en  prenant  B  D  pour  le  diamètre  de  ce  cercle.  D'où  l'on 
voit  que  fa  circonférence  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M. 

R  E  M  A  R  CLU  E. 

r'3°4'  S  1  après  avoir  fuppofé  que  les  /'étendent  fie.  158. 
vers  un  certain  côté  de  la  ligne  A  B ,  comme  vers  159. 
on  fuppofe  enfuite  qu'elles  tendent  vers  le  côté  oppo- 
fé ,  comme  vers  G  j  il  faut  remarquer  que  leurs  valeurs 
deviennent  négatives  de  pofitives  qu'elles  étoient  ,  & 
qu'ainfi  on  a  pour  lors  P  Af«_ y.   De  même  fi  après 
avoir  fuppofé  que  les  points  P  tombent  d'un  certain 
côrc  par  rapport  au  point  A  *  comme  du  côté  de  B  >  on 
fuppofe  enfuite  qu'ils  tombent  du  côté  oppofé  ,  comme 
vers  D  ;  les  AP  deviendront  négatives  de  pofitives 
qu'elles  étoient,  &  on  aura  par  confequent  A  P  v, 
Les  pofitives  de  ces  valeurs  s'appellent  auflï  Valeurs 
vraies  j  &  les  négatives ,  Valeurs  faujfes.   Or  un  lieu  Géo- 
métrique doit  pader  par  les  extrémités  de  toutes  les  va- 
leurs tant  vraies  que  fa u (lès  de  l'inconnue^,  qui  répon- 
dent aux  valeurs  tant  vraies  que  fauffès  de  l'autre  incon- 
nue^ x.  Si  donc  l'on  mené  la  droite  J^J-^  Ci  parallèle  à 
P  Ât ,  un  lieu  Géométrique  pourra  fe  trouver  dan*  les 
quatre  angles  BAQ ,  BAG ,  G  AD ,  DAQ^  comme  dans 
Je  fécond  exemple  (jîg.  159.  )  *  ou  feulement  dans  quel- 
ques uns  de  ces  angles  comme  dans  le  premier  (      158  ). 
Car  fuppofé  dans  Je  fécond  exemple  ,  qu'on  rafle  d'à- 
bord  AP~x,U  P  Mxsay,  en  prenant  le  point  M  fur 
le  quart  QB  de  la  circonférence  »  fi  enfuite  le  point  M 


Digitized  by  Google 


ioS  Li  vue  Septii'  ME. 

eft  pris  fur  le  quart  G  B ,  on  aura  A  Pwnmx,U  PM=—y  v. 
s'il  eft  pris  fur  2>G,  on  aura  AP=*  —  *,&2>Af«3— jrj 
&  enfin  s'il  eft  pris  fur  D  on  aura  ^/'«^x,  & 
p  av  3  6c  il  viendra  toujours  dans  tous  ces  cas  par  la 
propriété  du  cercle ,  la  même  équation yy^ia—xx  j  parce 
que  les  quarrés  de  de  H* x  font  les  mêmes  dans  tous 
ces  cas ,  lca  voir  y  y  &,  xx.  De  même  dans  le  premier  exem- 
ple, fi  en  prenant  d'abord  le  point  M  ducôcc  de£fur^£v, 
dans  l'angle  Q^A  P ,  on  fait  A  P  —  *,  &  P  M  =*y  ;  Ce 
point  -M  pris  enfuite  fur  EA  prolongée  du  côte  de  A 
dans  l'angle  G^4  D  ,  donnera  ^  P***—x ,  &  />  — ^  j 
&  à  caufe  des  triangles  femblables  A  B  E  ,  AP  M  >  on 
formera  cette  proportion  ^2?  {a).  SE  (  £  )  :-.AP[~- x). 

b  fax 

t  M  ( — y)  partant  ^vœ»— ,  qui  eft  la  même. 

équation  que  l'on  trouve  en  foppofant  que  le  point  M. 
tombe  dans  l'angle  B  A 

Avertissement. 

Lorfqu'il  s'agira  dans  la  fuite  de  conftruire  le  lieu  d'une 
équation  donnée,  on  fuppofera  toujours  que  AP  (x)  Se 
P M  (y)  foient  pofitives ,  c'êft  à  dire  que  tous  les  points 
M  tombent  dans  le  même  angle  BA^  Et  on  prendra 
pour  le  lieu  de  l'équation  donnée  la  portion  du  lieu  qui 
fera  renfermée  dans  cet  angle. 

DEFINITION  II. 

» 

_Les  anciens  Géomètres  ont  appellé  Lieux  plans,  ceux 
qui  tant  des  lignes  droites ,  ou  des  cercles  j  Solides ,  ceux 
qui  font  des  Paraboles ,  des  Ellipfes ,  ou  des  Hyperbo- 
les. Mais  les  Modernes  diftribuënt  les  lieux  Géométri- 
ques en  difïèrens  degrés  :  ils  comprennent  fous  le  pre- 
mier tous  ceux  où  les  inconnuës  x  U.y  n'ont  qu'une  di- 
menfion  dans  leurs  équations  j  fous  le  fécond ,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  deux  -t  fous  le  troifiéme  ,  tous  ceux 
où  elles  n'en  ont  que  trois  j  &  ainfi  de  fuite.  Où  l'on- 

doit 
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doit  obfcrvcr  que  les  inconnuës  x  6c  y  ne  Te  doivent  point 
multiplier  l'une  l'autre  dans  le  premier  degré  }  qu'elles 
se  doivent  faire  au  plus  enfemble  qu'un  produit  de  deux 
dimenfions  xy  dans  le  fécond,  un  de  trois  xxy  ou  xyy 
dans  le  troifiéme  ,  &c. 

D  E  F  I  N  I  T  I  G  N     H  l. 

Les  termes  de  l'équation  d'un  lieu ,  font  regardés 
comme  differens  entr'eux  lorfque  l'une  ou  l'aurre  de* 
inconnuës  x  6c  y  >  ou  toutes  les  deux  jointes  enfemble 
s'y  trouvent  avec  différentes  dimenfions.   Ainfi  dans  le 

premier  degré  fi  Ton  propofe  l'équation/  --f-tea, 

les  termes/,  — "7^»  c  »  ^ronJ  differens  5  6c  de  même 
dims  le  fécond,  fi  l'on  çropof6ityy^xJ^-~lcy*-ÙJl 
-\-gx-±-hx~hh-+-llz=9%tes  teTmcsyyi~23^icyy 
—(il  ,  g* -4-  hx.—hh     / fêroient  chacun  differens, 

AV  UTISSEM1NT, 

Je  n'expliquerai  ici  en  détail  que  les  lieux  du  premier 
&  du  fécond  degré  j  ce  que  j'en  dirai  donnera  beaucoup 
d'ouverture  pour  conftruire  des  lieux  plus  compofés  dans 
lés  cas  particuliers  qui  fe  peuvent  rencontrer  :  on  en  trou- 
vera même  quelques  exemples  dans  la  fuite.  Mon  deC 
fein  eft  donc  de  donner  dans  ce  Livre  une  méthode  gé- 
rale  pour  conftruire  les  lieux  du  premier  &  du  fécond 
degré,  leurs  équations  étant  données  $  &  de  faire  voir 
que  le  premier  ne  renferme  que  la  ligne  droite  5  &  que 
le  fécond  ne  renferme  de  même  que  la  Parabole,  l'EUipfe 
&  le  Cercle ,  l'Hyperbole  &  les  Hyperboles  oppofées. 
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•  «-* 

Demande. 

c-  305.  On  demande  qu'on  puifle  réduire  fous  une 
fradion  fimple  &  abrégée,  toute  quantité  littérale  don* 
née ,  fi  compofee  qu'elle  puifle  être. 

On  demande  par  exemple  ,  i°.  Qu'on  puîflè  pren- 
dre une  fradion  fimple  i^S^I^tl^  où  les  lettres 
marquent  des  lignes  données.  i°.  Qu'on  puhTe 
trouver  une  feule  ligne  droite  où  les  lignes 

droites  a ,  b ,  c ,  e ,  /,  g ,  font  données.  30.  Qu'on  puifle 
trouver  un  quarré  tt=*s s— e c"~"^  >  où  les  lignes 
a ,  b  ,c ,  * ,  h  y  s  ,  font  données  5  de  jorte  qu'on  ait  fou 
côté  /=-  ^ s s—  iULZllïï.  On  enfeignera  au  coramen- 
xement  du  huitième  Livre  comment  cela  fe  fait. 

PROPOSITION  I. 
Problème. 

c.  306.  Construire  tout  lieu  du  premier  degré  %fon 
équation  étant  donnée. 

Lorfque  les  inconnues  x  Sa  y  n'ont  qu'une  dimenfion 
dans  l'équation  propofee  ,  &  que  leur  produit  xy  ne  s'y 
rencontre  point  -9  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours 
une  ligne  droite ,  &  on  la  réduira  à  l'une  des  quatre  for- 
mules fuivantes. 

«  *  *  * 

dans  lefquelles  on  fuppofê  que  l'inconnue  y  foit  délivrée 
de  fradions ,  &  que  la  fradion  qui  multiplie  l'autre  in- 

*  Art.T^.  connue  *?bit  réduite  *  fous  cette  expreflîon-,  &  tous  les 

termes  connus  fous  cette  autre  r. 

Les  mômes  chofes  étant  pofées  que  dans  la  défini, 
xion  première  ,  on  conftruira  les  lieux  des  trois  demie. 
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tes  formules  de  la  manière  qui  fuit  j  c^r  pour  le  lieu  de  la 
première ,  on  Ta  déjà  conftruit  dans  cette  définition. 

Pour  conftruire  le  lieu  de  la  féconde  formule  /=»Fig*i6o. 
^4-f,on  prendra  fur  la  ligne  AP  la  partie  AB=~a  j 

&  ayant  mené  les  droites  BE=d> ,  AD=aC ,  parallèles  à  PM 
&  du  même  coté ,  on  tirera  la  ligne  A  E  indéfinie  du  côté 
de  &  la  droite  indéfinie  DM  parallèle  à  \AE.  Je  dis  que 
cette  ligne  DM  renfermée  dans  l'angle  ?  A Qbùi  par  la  li- 
gne AP  &  par  la^droite  Q^mencc  parallèlement  à  PM 
te  du  même  côté ,  fera  la  ligne  de  cette  équation  ou  for- 
mule. Car  ayant  mené- d'un  de  fes  points  quelconques- 
M  la  ligne  MP  parallèle  à  AQ&  qui  rencontre  AEtn 
Es  les  triangles  femblables  ABEy  A  PF^  donneront 
AB(a).BE{è)::^P  {x).  P  F=tji.  Ec  partant  PM 

[y)^PF{^)^FM{c). 

Le  lieu  de  la  troifiéme  formule  y=m  —  —  c  fe  conf-  Fie.  \6u 

a 

truit  en  cette  forte.  Ayant  pris  A  B  ,  &  mené  les  droites 
BE*=*b,A  D^c ,  parallèles  à  PM  jfçavoir,  BE  du  même 
côté  que  AiQ^&L  A  D  du  côté  oppofé  j  on  tirera  par  les 
points  A ,  E ,  la  droite  AE  indéfinie  du  côté  de  E ,  &  par  le 
point  D  la  ligne  D  M  parallèle  à  A  E  ,  &  qui  rencontre 
A  P 'en  G.  Je  disque  la  droite  indéfinie  G  M  renfermée 
dans  l'angle  /^i^fera  le  lieu  qu'on  cherche.  Car  on  au- 
ra toujours  PM  {y)=*P  F  (tï)—F  M  (c).. 
Enfin  pour  avoir  le  lieu  de  la  quatrième  formule  Fie.  ut; 
r— ~.  Ayant  pris  fur  A  P  la  partie  AB        &  mené- 

les  droites  BE^=b^AD^cy  parallèles  à  i»Af  s  Ravoir  BE 
du  côté  oppofé ,  &  »/4D  du  même  côté  que  AQ^  on  tirera 
par  les  points  ,  £,  la  ligne  ^/  £  indéfinie  du  côté  de  E 
&  par  le  point  D  la  ligne  D  M~  parallèle  à  A  &  qui 
rencontre  en  G  la  ligne  A  P.  Je  dis  que  la  droite  D  G 
renfermée  dans  l'angle  PA  lera  le  lieu  cherché-  Car 
'  ayant  mené, d'un  de.  fes  points  quelconques  M  U  ligne- 

D  d  ij 
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M  P  parallèle  à  A &  qui  rencontre  A  E  en  F,  oo  aura 

toûjours  PM  (y)=.FM(c)-Ff(iï). 

Si  l'inconnue  x  n'eft  multipliée,  par  aucune  fraction, 
les  quatre  formules  précédentes  fe  changeront  en  cel- 
les ci. 

\°.y=.xy  i°.y=zx+\-c  ,  y.y~x  — c ,  4°.^=^— 
Jefqueiles  fe  conftruifent  de  la  même  manière ,  en  obler- 
vant  de  prendre  la  droite  B E  égale  à  A*  que  l'on  prend 
de  telle  grandeur  qu'on  veut. 

c  3°7*  I  L  Peut  arriver  que  l'éqoation  foit  un  lieu  à 
la  ligne  droite ,  quoiqu'elle  ne  renferme  qu'une  des  in- 
connues x  ou  >  i  ce  qui  donne  encore  ces  deux  nouvelle* 
formules,        ,  8t  x—c. 

Fie.  Uj.  Pour  conftruire  la  première  formuIe/r=f.  Les  mêmes 
chofes  .étant  toûjours  polees  que  dan*  la  définition  pre- 
mière -,  on  mènera  par  le  point  fixe  Ay  la  droite  A  Drrtc 
parallèle  à  P  M  &L  du  même  côté  ,  on  tirera  enluire  la 
droite  indéfinie  DM  parallèle  à  A  P  :  je  dis  que  cette  ligne 
J)M  fera  le  lieu  de  l'équation  prqpofee.  Car  ayant  mené 
d'un  de  fes  points  quelconques  M  la  droite  M  P  parallèle 
à  ADy  il  eft  clair  qu'on  aura  toujours  PM  {y).=.AD  (  c ). 

Fi  e.  1*4,  Pour  conftruire  la  féconde  formule  xz=c.  Ayant  pris 
•A  P-^c,  on  tirera  la  droite  indéfinie  P  M.  qui  rafle 
avec  A  l'  l'angle  A  P  M  donné  ou  pris  à  volonté  :  je 
dis  qu'elle  fera  le  lieu  de  tous  les  points  M.  Car  ayanc 
mené  d'un  de  fes  points  quelconques  My  la  droite  M<$^ 
parallèle  à  A  P>èc  qui  rencontre  au  point  ^l'indéfinie 
A  .^parallèle  à  PM  j  il  eft  clair  qu'on  aura  toûjours 
iWj^ou  AP  de  quelque  grandeur  que  l'on 

puifle  prendre  P  M  {y). 

Avertissement. 

Je  crois  qu'il  eft  à  propos  pour  éclairer  l'efprit  des 
Xe#eurs ,  de  leur  donner  une  idée  de  la  méthode  dont 
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je  vais  me  fervir  pour  la  conftruclion  des  lieux  du  fé- 
cond degré.  Elle  confifte  à  conftruire  d'abord  une  Pa- 
rabole en  forte  que  l'équation  qui  en  exprime  la  natu- 
re foie  la  plus  compofée  qu'il  fc  puiflè  ,  de  faire  enfuite  7^ 
1a  même  chofe  dans  l'Ellipfe,  &  dans  l'Hyperbole  rap. 
portée  à  Ces  diamètres  Se  confiderée  entre  les  afympto- 
tes  j  ce  qui  fournit  des  équations  ou  formules  générales. 
J'examine  ce  qu'elles  ont  chacune  de  particulier ,  afin 
qu'une  équation  étant  propofée ,  je  puiffe  connoître  à 
laquelle  de  ces  formules  elle  doit  être  rapportée  >  & 
comparant  en  fuite  tous  fes  termes  avec  ceux  de  la  for- 
mule, j'en  tire  la  conftruclion  du  lieu  de  cette  équation  , 
en  obfervant  certaines  remarques  qui  fervent  pour  toutes 
les  formules.  Tout  ceci  s'éclaircira  parfaitement  dans 
les  Lemmes  &  Propofîrions  qui  fuivent.  * 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  U  conftrtifiion  des  lieux  à  la  Parabole. 

c'$o8.  Soient  comme  dans  la  première  définition  Fie.  i6S. 
deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées  A  P  (  x  ) ,  &  \*6* 
P  M  (y)y&  foiene  dé  plus  des  lignes  droites  données 
*  9m  ,n,p-3r  y  s.   Cela  pofé. 

i°.  On  prendra  fur  la  ligne  AP,  la  partie  AB^mh  Fie.  ify 
ayant  mené  les  droites  BE=**n,  ADz=  r,  parallèles  â 
P  M-  &  du  même  côté ,  on  tirera  par  le  point  A  la 
droite  A  £  que  j'appelle  e ,  &  par  le  point  D  la  droite  in- 
définie DG  parallèle  à  A  £  }  fur  laquelle  DG  ayant  pris  la 
partie  DC^s  du  côté  de  P  M  ,on  décrira  *  du,  diame-  *  An. 
tre  CG  qui  ait  pour  paramètre  C  H=*p ,  &  pour  or- 
données des  droites  parallèles  à  PM  }  une  Parabole  CM 
qui  s'étende  du  n>eme  côté  que  A  P.  Je  dis  que  fa  por- 
tion renfermée  dans  l'angle  PA  D  ,  fait  par  la  ligne  *APy 
&  par  une  ligne  AD  menée  par  le  point  fixe  A  parallè- 
lement à  P  M  U  du  même  côcé^efè  le  lieu  de  Pequa- 
xion  ou  formule  fui  vante. 

Dd  iy 
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Car  ayant  mené  d'un  des  poinrs  quelconques  ^/  de 
cette  portion  de  Parabole ,  la  ligne  MP  qui  faiJe  avec  ^iP 
l'angle  donné  ou  pris  i  volonté  APm^  qui  rencontre  les 
parallèles  >4£ ,  DC? ,  aux  points  F,  G .  les  triangles  femblju 
blés  ABByAP  F,  donneront  ces  deux  proportions ,  A  B 
(m).A£(e)  ::AP  (*).  ^  F  ou  D  Et^*(«). 

#£(»)::  AP  (x).  PF=*11.  Et  par  confcquent  G  M 
ou  PM-PF—FG^y-lï^r^cG  ouDG_DÇ 

*Art.  if.  J*  °r  Ia  Pârabo^  donne  *  GM'mmCG  x  C/f , 

laquelle  équation  fe  change  en  la  précédente  en  met- 
tant  pour,  ces/  lignes  leurs  valeurs  analytiques.  Donc 
&c. 

Pi«.  i66.     l0-  °n  mènera  par  le  point  fixe  A,  une  ligne  droite 
indéfinie  .-/^parallèle  à  P M  &  du  même  côte  }  & 
ayant  pris  fur  cette  ligne  la  partie  A  B  =*m ,  on  tirera* 
£E=*n  parallèle  à  A  P  &  du  même  côté  que  P  M  % 
par  les  points  déterminés  ^ ,  E ,  la  ligne  ^  e  que  j'ap- 
pelle   i  &  ayant  pris  fur  AP  la  partie  A  D^r  du  mêV 
me  côté  que  P  M^  on  tirera  Ja  droite  indéfinie  Z>  O'  pa- 
rallèle iAEyfur  laquelle  on  prendra  la  partie  DCW  autô 

**Art.  ifi.  du  même  côté  de  PAC  On  décrira  enfuite  du  diamètre 
CG  qui  ait  pour  paramètre  CH=*p%  Se  pour  ordonnées 
des  droites  parallèles  à  A  P ,  une  Parabole  Cjlf  oui  s'é- 
tende du  même  côcé  que  A  Je  dis  <jue  fa  portion  ren. 
fermée  dans  l'angle  BA  P  3  fera  le  lieu  de  cette  féconde: 
dquation  ou  formule. 

*  xn  m.  ~    \    nn  .    lar  . 

xx— -y* y  y ~y 

Car  ayant  mené  d'an  de  fes  points  quelconques  Ad  ^ 
h.  ligne  M  ^parallèle  i  A  P ,  &  qui  encontre  les  parai-  * 
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Iéles  *A  £,  Z)G  ,  aux  points  -F,  G  }  les  triangles  fcm- 
•blables  *A  B  E  ^  *A  ,  donneront  ces  deux  propor- 
tions ,  A  B  (  m  ).        (O  ::^^oui>M(y^.  A  F  ou  D  G 

^'-2.   Et^S(»*).2?£(»):!^£ (j).QJ^t2.  Et 

m  « 

par  conféquent  G  .A4  ou  gji —gJ—F  G=>x--ll^.rt 
&  CG  ou  DC-DCs-— /.  Et  la  Parabole  donne 


G  M  smCGh  CH ,  laquelle  équation  fe  change  en  la 
précédente  en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs  ana- 
lytiques. Donc  &c. 

Corollaire. 

c  309.  J  lt  eft  clair  i°.  Que  dans  la  première  de  ces 
équations  où  formules  ,  le  quarré  y  y  fe  trouve  fans 
fraâion  ,  &  que  dans  la  féconde  ceft  le  quarré  x  x, 
i°.  Que  dans  ces  deux  formules  les  deux  quarrés  y  y 
&xx  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes ,  en  forte  que 

le  cjuarré  —  de  la  moitié  de  la  fraction  —  qui  multi- 

plie  le  plan  xy ,  multiplie  l'un  des  quarrés  xx  ou  y  y  \ 
d'où  il  fuit  que  fi  le  plan  xy  ne  de  rencontroit  point 
dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formules ,  le  quarré 

?"xx ou  VLH  ne  s'y  rencontreroit  point  non  plus  ,  pui£ 
qu'alors  la  fraction  donnée  —  feroit  nulle. 

m 

PROPOSITION  IL 
Problême 

c  3 IO.  C  o  N  S T  R u  1  R.  E  U  lieu  d'une  équation  donnée , 
dans  laquelle  le  plan  x  y  ne  fe  rencontrant  point,  il  n'y  a  qu'un 
des  deux  quarrés  x  x  S"  J  y  >  °*  bien  le  plan  x  y  s'y  rencon . 
trant ,  les  deux  quarrés  x  x  &  y  y  s'y  rencontrent  aujji  avec 
les  mêmes  fignes  ,  en  forte  que  le  quarté  de  U  moitié  de  la 
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fraflion  qui  multiplie  xy  -,  foit  égal  à  et  Ile  qui  multiplie  le 
quatre  de  l'une  des  inconnues.  On  fuppoje  toujours  qu'il  y  au 
un  des  quarréS'X  xouyy  qui  foit  délivré  de  /raflions. 

On  comparera  chaque  terme  de  I équation  donnée, 
avec  celui  qui  lui  répond  dans  la  première  formule  du 
Lemme  précédent  ,  fî  le  qu&xrèyy  s'y  'encontre  Tant 
fraclion  j  ou  avec  celui  qui  lui  repond  dans  la  féconde 
formule,  lorfque  c'eft  le  quarré  xx.  On  tirera  enfuicc 
de  la  comparavfon  de  ces  termes ,  des -valeurs  des  quan, 
t kés  e ,  m  ,»,/>,  r ,  s ,  par  le  moyen  defquelles  on  décrira 
comme  l'on  a  enfeigné  dans  le  Lemme  (en  fc  fervant  des 
deux  Remarques  iuivantes  )  une  Parabole  qui  fera  le, 
lieu  cherché. 

R  e  m  A4LQJ7  E  I: 

c-  3 II.  i°.  O  n  prendra  pour  A  B  (m)  telle  grandeui 
pofitive  que  l'on  voudra.  i°.  Les  lignes  A  B  (m)y£E 
(»)  étant  données  ,  la  ligne  A  E  {e  )  l'eft  auflj  puifque 
l'angle  ABE  eft  donné,   3b.  Lorfque  la  ligne 

A  E  tombe  fur  A  B  ,  c'eft  à  dire ,  fur  A  P  dans  la  conf- 
trudion  de  la  première  formule,  &  fur  A  Qi dans  celle  d» 
la  féconde  :  alors  on  aura  AB  (  m  )  ~  A  E  {e ) ,  puifque  les 
points  B ,  £ ,  fe  confondront  alors  enfemble.  4#.  Lorfque 
la  valeur  de  l'une  des  Quantités  n  *  r ,  s ,  eft  négative  ,  il 
faut  prendre  ou  mener  la  ligne  qu'elle  exprime  du  côte 
oppofé  i  celui  de  P  M  \  au  lieu  qu'il  la  faut  mener  èn 
même  côté,  comme  l'on  a  fait  dans  le  Lemme ,  lorf- 
qu'elle  eft  pofitive; 

r.  311.  JJ*i  l  arrive  que  la  valeur  du  paramètre  CH. 
{p)  foit  négative  ,  il_Jaudra  que  la  Parabole  s'étende 
du  côté  oppofé  à  celui  du  Lemme  :  c'eft  4  dire  ,  du  côse 
oppofé  à  celui  vers  lequel  s'etend  l'indéterminée  *4  P 
dans  la  conftru&ion  de  la  première  formule,  &- l'indé- 
terminée 
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terminée  -^^dans  celle  de  la  féconde.  Tout  ceci  s'é- 
clàircira  parfaitement  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple  I. 

♦ 

o  1  Tyy— iay  —  bx-±-c c= 0  l'équation  don- 
née ,  dont  il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarré  yy  fe  trouve  ici  fansfradion ,  je  choi fis 
lit  première  formule*  du  Lemme,  de  laquelle  comparant  »  Art.  je*, 
chaque  terme  avec  celui  qui  lui  répond  dam  la  propofee,  ».  x. 

j'ai  i°.  —rz^,  parce  que  le  plan  xy  nefe  rencontrant  point 

dans  la  propofée ,  on  doit  regarder  ce  plan  comme  étant 
multiplié  par  zero^d'oà  je  tire  par  conléquent*  *Art.$iu 

m      e  :  c'eft  pourquoi  effarant  dans  la  formule  tous  les 

termes  ou  Z,  Ce  rencontre,  &  mettant  au  lieu- de  e  fa 

m 

valeur  *»  >  je  trouve  yy~  i  ry~-p  x-fc-rr-^-p  s  sr*. 
20.  La  comparaifon  des  termes  correfpondans  — .  1  ry  Se 
i  a  y  donne  r  ^1  a.  30".  Celle  de  — .px  &  —  £  x  fournit 
p  ïzzb.  4°.  Celle  des  termes  où  les  inconnues  x  &  y  ne 
fe  trouvent  point  ,  donne  enfin  rr-\-ps  zn-cc ,  d'où  en 

mettant  pour  r  &  p  leurs  valeurs  a  &  b ,  je  tire  s  ff"J4* 

qui  eft  une  valèur  négative  lorfque  a  furpaffe  f,  comme 
on  le  fuppofe  ici.  Je  n'ai  point  comparé  les  premiers 
termes -yy'&yy  entr'eux  h  parce  qu'étant  précifément 
les  mêmes, cela  ne  feroit  rien  aonnoître.  Or  les  valeurs 
de  n  ,  r,  />,  /  ,  étant  ainfi  déterminées  ,  je  conftruits  le 
lieu  en  me  fêrvant  de  la  conftru&ion  *  de  la  formule ,  &   J^rtm  *0** 


obfervant  ce  qu'il  y  a  dans  la  première  *  Remarque  en  I'^t 
cette  forte. 

Puifque  B  E  [n)  n  o ,  les  points  B ,  E ,  fe  confondent , 
&  la  ligne  A  E  tombe  *  fur  A  P  s  c'eft  pourquoi  je  me-  »  Art .  jit. 
ne  d'abord  par  le  point  fixe  A:  la  ligne  AD  {r)  ~a  Fie.  167. 
parallèle  à  P  M ,  &  du  même  côté  ,  parce  que  fa  valeur 
eft  pofitive.  Je  tire  enfuite  D  G  parallèle  à  A  P ,  fur  la- 
quelle je  prends  D  C  zz*"Jcc.zz       du  côté  oppofé  i 

Ee 
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P  M  5  parce  que  s  zzce~~**t  qui  cil  une  valeur  négative 

Art.  i6t.  Je  décris  enfin  •  du  dumcrcre  CG  (  qui  ait  pour  paramè- 
tre la  ligne  t  H  (p)  ~ 6  >  &  pour  ordonnées  des  droi- 
tes parallèles  à  PM)  une  Parabole  s  &  je  dis  que  fes  deux 
portions  OMM,  R  M  S>  renfermées  dans  l'angle  PAO 
fait  par  A  P  &  par  la  ligne  A  o  menée  parallèlement 
à  P  M  &i  du  même  côté ,  fera  le  lieu  de  l'equacion  doQ. 
née. 

Car  menant  d'un  de  leurs  points  quelconques  M  ,  la 
ligne  MP  qui  faflé  avec  A  P  l 'angle  donne  ou  prisa 
volonté  A  P  M  ,  &  qui  rencontre  D  G  au  point  G  $  on 
aura  G  M  s=/ — <*,ou  GM  ~a—y,  félon  que  le  point  Af 
tombera  audeilus  ou  audeflbus  du  diamètre  CG  j  &  CG  ou 

1  -^rr.  ij.  DG  +  fD=x-i-  ~pLf  i  &  partant  *  par  la  propriété 

9 

de  la  Parabole  ,  G  M  {yy—\ay-\-aa)~CG*CH 
{bx-\-  aa  —  cc),  c'eft  à  dircyy  —  xay— b  x-±~c c  ~ot 
qui  eli  l'équation  donnée.  Donc  &c. 

R  £  M  a  R  q^u  £. 

3  ï'4'  S  i  l'on  prolonge  >4  O  de  l'autre  côté  de  i<  vers 
Jï^il  faut  remarquer, 

i°.  Que  la  portion  indéfinie  S  M  de  h  Parabole ,  renfer. 
mée  dans  l'angle  SAJC%  fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs 
faufles  &  de  l'inconnue^ ,  qui  répondent  aux  valeurs  vraies 
de  l'autre  inconnue  x  dans  l'équation  donnée.  En  effet 
fi  l'on  prend  AP  plus  grande  que  ASy  &  qu'on  mené 
PM  parallèle  à  ^^r,ôc  du  même  côté  .laquelle  rencon- 
*Art.)04.  tre  la  portion  SM  en  M  3  l'on  aura  *  PM  s:— y ,  & 
partant  la  droite  G  ou  G  P  — |—  P  M  ^  a — ,  &  on 
retrouvera  par  la  propriété  de  la  Parabole ,  comme  ci. 
deffus,  l'équation  donnée. 

2°.  Que  la  portion  RCO  de  cette  Parabole ,  qui  tombe 
dans  l'angle  TA  0  oppofe  au  fommet  à  l'angle  S ^4  AT* 
fera  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'inconnue^ 
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dans  l'équation  donnée  ,  qui  répondent  aux  valeurs  fauf- 
fes  de  l'autre  inconnue"  x  y  car  faifant  *  A  P  "=3  — •  x ,  on  »  ^  ,0, 
retrouvera  encore  l'équation  donnée. 

3°.  Que  s'il  tomboit  une  portion  de  cette  Parabole 
dans  l'angle  TAX  oppofé  au  Commet  à  l'angle  PAO 
elle  feroit  le  lieu  des  valeurs  fauflès  de  l'inconnue^ ,  qui 
répondroient  aux  valeurs  faufles  de  l'autre  inconnue  x. 
De  forte  que  cette  Parabole  eft  le  lieu  complet  de  tou- 
tes les  valeurs  tant  vraies  que  faufles  de  l'inconnue^, 
qui  répondent  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauflès 
de  l'autre  inconnue  x  dans  l'équation  donnée y  y  —  i  a  y 
 b  x-\-cc  —  o. 

D'où  l'on  voit  que  dans  cet  Exemple  il  y  a  deux  va- 
leurs vraies  P  M  ,  PM,  de  l'inconnue^,  qui  répondent 
a  la  même  valeur  vraie  A  P  de  l'autre  inconnue  x , 
lorfque  cette  ligne  A  P  eft  moindre  que  AS  j  qu'il  y  a 
une  valeur  vraie  P  -M ,  &  une  fauflè  — P  M  ,  lorfque 
A  P  furpaflè  A  S  j  qu'il  n'y  a  qu'une  valeur  vraie  5  y 
dey;  l'autre  étant  nulle  ou  zéro  ,  lorfque  AP  ~A  S  $  . 
qu'il  y  a  deux  valeurs  vraies  P  M  ,  p  M  ,  de  l'inconnue 
y  y  qui  répondent  à  la  même  valeur  fauflë  —  A  P  de  l'in- 
connue x,  lorfque  A  P  eft  moindre  que  AT ,  que  ces 
deux  valeurs  deviennent  égales  chacune  à  la  Tangen- 
te T  C ,  lorfque  A  P  —  AT  3  ôc  qu'enfin  fi  l'on  prenoit  " 
A  P  i  —  x)  plus  grande  que  A  7*,  comme  l'appliquée  ■ 
P  M  ne  rencontreroit  alors  la  Parabole  en  aucun  point,  . 
il  s'enfuivroit  qu'it  n'y  auroit  aucune  valeur  vraie  ou  ; 
faufle  de  l'inconnue  jr,  qui  pût  répondre  à  cette  valeur  - 
fauffe  — A  P  de  l'autre  inconnue  x  :  c'eftâ  dire  que  les  » 
valeurs  de  l'inconnue^  deviendroient  en  ce  cas  imagi- 
naires. 

Tout  ceci  fe  doit  entendre  de  la  même  manière  dans  ♦ 
tous  les  autres  exemples  qut  fuivent,  tant  dans  la  Para- 
bole que  dans  les  autres  Se&iohs  Coniques  :  de  forte  • 
que  la  Se&ion  Conique  qu'on  trouvera,  fera  non- feule, 
ment  le  lieu  de  toutes  les  valeurs  vraies  de  l'inconnue* 
y  par  rapport  aux  valeurs  vraies.de  l'autre  inconnue"  x  $  , 

Ee  ij  , 
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mais  auflî  celui  de  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauf- 
fes  de  l'inconnue  y  par  rapport  aux  valeurs  tant  vraies 
que  fautfes  de  l'autre  inconnue  x. 

9 

Exemple  II. 

315*  Soit  l'équation  donnée yy-\-  —  xy-±-hJx* 

— i—  icy—bx  -4-  c  c  =  0 ,  dont  il  faille  conftruire  le  lieu. 

Comme  le  quarre^  eft  ici  fans  fraction ,  je  choifîs 
de  même  que  dans  l'Exemple  précédent  \  la  première 

*  Art.  308.  formule  *  du  Lemme  y  &  j'ai  par  la  comparaifon  de  fes 
n*u         termes  avec  ceux  qui  leur  répondent  dans  la  propolée, 

+  Art.  an.  i°.  —  =r_  —  :  d'où  en  faifant  *  m—  a ,  je  tire  n  =— 

20.  — =— j  d'où  il  vient,  comme  ci-deHus,  n^^-k 

5°.  rLJr.  4o.ll^  =  -^&partant^l±îlif,en 

mettant  pour  w,  a  ,  r,  leurs  valeurs  *  ,  — , 
j9.  rr+J>;^=ff ,  ce  qui  donne  j=«,en  mettant  pour 
rr  fa  valeur  ce.   Or  ces  valeurs  de  m ,  »,  r,  />,  étant 
ainfi  déterminées ,  je  conftruis  le  lieu  de  cette  équation 

*v4rf.  308.  en  me  fervant  de  la  conftruction  *  de  la  première  formule 

*•  *•         en  cette  forte. 

Fie.  if*.      Ayant  pris  fur  la  ligne  *A  P  la  partie. *A  B  — 

je  mené  les  droites  S  £  s=z  h  —  —  n ,  si  D  —  c  ~~-r  pa- 
rallèles à  P  M  ,  &  du  coté  oppofé  ,  f>arce  que  »  =— £ 
&  r  =  _f  qui  font  des  valeurs  négatives.  Je  tire  en/uire 
par  les  points  déterminées  si ,  Ey  la  ligne  ^£  (*)  quieft 
donnée,  &  par  le  point  Z>  la  ligne  D  ^  parallèle  à  si  E. 
Cela  fait  comme  DC  (s)  eft  nulle  ou  zéro,  le  point  C 

*  Art.  161.  tombe  fur  Z) }  c'eft  pourquoi  je  décris  *  du  diamètre  DG 

(qui  ait  pour  paramètre  D  H  (/?         **"       &  pour  or- 

données  des  droires  parallelei  à  P  Aï  )  une  Parabole  -  fie 
.    je  dis  que  la  portion  O  M  renfermée  dans  l'angle  PAH- 
où  Ton  fuppofeque  doivent  tomber  tous  les  points  A-f,(c>- 
,ra  le  lieu  de  l'équation  donnée. 


Digitized  by  Google 


*5 


Digitized  by  Google 


Des  xi  eux  géométriques.  m 
Car  ayant  mené  d'un  de  Tes  points  quelconques  M% 
la  ligne  MP  qui  faire  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris 
à  volonté  A  PMy&L  qui  rencontre  les  parallèles  AEy 
D  Gy  aux  points  Fy  G  j  les  triangles  femblables  ABE% 
APF,  donneront  ces  deux  proportions,  AB  (a). 
AE  (e)  :;  ^P  (x).  A  F  ou  D  G  =  — .  Et^^(^). 

BE  {è)  ::AP  {x).PF^tl.  Et  par  conféquent  G  M 
ou  PM+-PF-+-F  G- j-\-tl-t-c.  Orparla  pro- 
priété *  de  la  Parabole ,  G  M*zz  G  D*  D      c'eft  à  dire ,  »  Art.  r^, 
en  mettant  les  valeurs  analytiques,  y  y  -+™  *J  "^"^xx 
-ï-icy — bx-\-cc  ~o.  Donc  &c. 

Remar  q^u  e  I. 

3ro*«  Si  la  ligne  A  P  ne  coupoit  point  la  Parabole,  fig.  rôt. 
jnais  qu'elle  la  touchât  ou  qu'elle  tombât  toute  entière 
au  dehors  ,  il  s'enfuivroit  qu'aucun  des  points  cherchés 
AT  ne  pourroit  tomber  dans  l'angle  PA  F£,  comme  l'on 
avoir  fuppofé  en  faifant  la  conftru&ion }  &  qu'ainfi  il  n'y 
auroit  aucune  valeur  vraie  de  l'inconnue  y  qui  répondit 
à  une  valeur  vraie  de  l'autre  inconnue  x ,  de  quelque  gran- 
deur qu'elle  pût  être. 

Cette  Remarque  eft  générale  pour  tous  les  Exemples 
pareils  à  celui  ci ,  non  leulement  dans  la  Parabole ,  mais 
auffi  dans  les  autres  Serions. 

Remarque  IL 

Sl7*  I  l  eft  i  propos  de  remarquer  que  fi  Ton  avoir 
pris  pour  AB  {m)  une  autre  grandeur  que  a ,  telle  qu'el- 
le pût  être ,  les  valeurs  de  BE  (n)  &  de  A  E  (e)  chan- 
geaient à  la  vérité  :  mais  les  rapports  L ,  L ,  demeti- 

reroient  toujours  les  mêmes  }  parce  que  dans  le  trian- 
gle AB  E  l'angle  ABMcù.  donné ,  comme  aufli  la  raifoo 

£  e  iij 
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du  côté  A  B  au  côté  5  £  ,  fçavoir  dans  cet  Exemple 

-  =^  t .  Qr  comme  il  n'y  a  que  ces  raifons  de  1^  ~,  qui 

fe  puiffent  trouver  dansées  valeurs  de  /> ,  r ,  j  j  il  s'en- 


la  conftru&ion  plus  fimple.  Ce  que  l'on  doit  toujours 
obferver  dans  la  fuite. 

Exemple  III. 
ji8.o  n  demande  le  lieu  de  l'équation  donnée 

Comme  c'eft  ici  le  quarré  x  x  qui  eft  délivré  de  frac- 
^r».  508.  tions  y  je  choifis  la  féconde  formule  •  du  Lemme  }  & 
1.        j'ai  par  la  comparaison  des  termes  correlpondans , 

i°.  —  z3  — d'où  en  faifant  m  zza.  je  tire» 

i°.  —  ^  —  j  &  partant ,  pwfque  m     4 ,  on  trouve  com- 

meci-deflus»  r=— ^  3°.r  ^f.^.tllZ^s  Lifjce 

qui  donne  /  s  —  i-f ,  en  mettant  à  la  place  de  «1 ,  » ,  r, 

leurs  valeurs    — è,c.  50.  r  sr*  j  parce  que  dans  . 

l'équation  donnée  il  ne  fe  trouve  point  de  termes  en- 
tièrement connus  ,  que  l'on  puifle  comparer  au  ter- 
me rt  -4- p  s  de  la  formule  >  ce  qui  donne  /  sr  —  ^  -=  — , 

t  ** 

en  mettant  pour  r  &  />  leurs  valeurs  c     — 1-,  Or  ces 

valeurs  étant  ainfi  déterminées,  je  conftruis  le  lieu  re- 
quis en  me  fervant  de  la  conftru&ion  de  la  féconde  for. 

»*frf.jo8.  mule*  du  Lemme, &  obfervant exactement  les  articles 311. 
».         &  yii.  de  la  manière  qui  fuit. 

F  je.  169,  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A  y  une  ligne  indéfi- 
nie si  ^parallèle  à  P  M  s  je  prens  fur  cette  ligne  la 
partie  AH  (m)  'zza  ;  &  du  point  B  je  tire  BEzZ  k~  — n 
parallèle  à  *A  p ,  &  du  côte  oppofé  â  i>  M ,  parce  que  U  . 
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valeur  de  »  eft  négative  j  &  par  les  points  dérermitiés 
A,  E  la  ligne  £  (<r)  qui  eft  donnée.  Ayant  pris  fur 
^/Ma  partievtfD  (r)  =f  du  côté  de  P  A4  ,  je  tire  la 
droite  indéfinie  D  G  parallèle  à  A  £  ,  fur  laquelle  je 
prends  la  partie  D  C  (  /  )  t=  du  côté  de  P M.  Je  dé- 
cris enfuite *  du  diamètre  (qui  ait  pour  ordonnées  *  Art.  Uu 
des  droites  parallèles  à  A  P ,  &  pour  paramètre  la  ligne 

CM  —  ^-s:  — une  Parabole  qui  s'étende* du  côté  *jirt*  i11* 

oppofe  à  celui  où  s'étend  A     parce  que  />  ss  —  liqui 

eft  une  valeur  négative.  Je  dis  que  la  portion  O  M  R  de 
cette  Parabole ,  renfermée  dans  l'angle  ,  fera  le 

lieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M ,  la 
ligne  JW^ parallèle  â  P  ,  &  qui  rencontre  les  parallèles 
A  £,  Z>G ,  aux  points  F,  G  i  les  triangles  ièmblables  A  i>E, 
<d ÀJ >  donneront  ces  deux  proportions,  A  b  (u).  AE 

{*)>'  AQjn  PM  (y).  A  Fou  DG  —  il.  Et  AB{a). 

B  E(6)  ::  A  QJ,y).  %F  —  il .  Et  par  conféquent  G  M 

(  Q^M-^-FQj—FG)  zzx~\-il^-c,ou  G  M  (F  G  — 

Fg~£M)  ~c  —  il  —  x ,  félon  que  le  point  M  tombe 
de  part  ou  d'autre  du  diamètre  CDidt  la  coupée  CG 
ou  CD  —  DG  ~'4~  —  '2.  Or*  par  la  propriété  de  la  *  Att.  ij. 

Parabole,  G~M9~  CG*CH:  c'eft  à  dire,  en  mettant  à 
la  place  de  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  xx-^ 

~7 x-^tiyy— icx-^-by — tlfy        qui  eft  l'équation 

donnée.  Donc  &c 

-,  R  £  M  A  JL  QJO  e. 

3*9*  i  'i  l  arrivoit  qu'en  comparant  les  termes  de 
l'équation  donnée  avec  ceux  de  la  formule  ,  on  trou- 
vât que  pzz  0  i  il  eft  vifible  que  la  conftrucl'on  de  la 
Parabole  qui  en  devroir  être  le  lieu  ,  feroit  impoflîble. 
Mais  il  faut  bien  remarquer  que  l'équation  donnée  fe 
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peut  toujours  alors  abaifler  en  force  que  fon  lieu  devient 
*  Art.  $oS.  une  ligne  droite  \  ce  qui  fe  voit  par  les  formules  *  div 
Lemme.  Car  effaçant ,  par  exemple ,  dans  la  première 

les  termes  où-  p  fe  rencontre ,  il  vient  llxy+ltxx 
.  irj-±-tlL  x-\-rr  0,  dè  laquelle  extrayant  la  ra- 
cine quarré,  on  trouve  y —  1~ —  r  ~*,ou;r.—  Z~-\-rtt 

dont  le  lieu  efl:  une  ligne  droite  que  l'on  conftruira  felort* 
l'article  306.  La  même  chofe  arrivera  de  la  féconde  for- 
mule de  l'article  308. 

Exemple   I  V. 
310.  J^o  it  propofee  l'équation  x  x-—  ay  zzo  t  de* 
laquelle  il  faut  trouver  le  lieu. 

Comme. c'eft  ici  le  quarré  xx  qui  fe  trouve  délivré  de* 
*-Art.  308.  fra&ions ,  je  choifis  la  féconde  formule  *  du  Lemme  j  & 
n.  u         j'ai  par  la  comparaifon  des  termes  qui  fe  repondent , 

i°.  —  — 0,  parce  que  xy  ne  fe  trouve  point  dans  la 
* Art.  311.  propofee  ;  d'où  je  tire  n  ~o,  &  par  confëquent*/»  zze. 

i°.  21  zs  0  ,  parce  que  le  quarré  y y  ne  s'y  trouve  pas  non 

mm 

plus  j  d*où  je  tire  encore  n .  sr:  0.  3  e.  r  ~o ,  parce  quel'incoiu 
nue  x  ne  fe  trouve  point  au  premier  degré  dans  la  pro- 
pofée  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule  tous  les 

termes  ou  —  &  r  fe  rencontrent,  &  mettant  pour  e  fa 

m 

valeur  il  vient  xx — py-*r ts~°\  dont  il  refte  à 
comparer  les  termes  avec  ceux  qui  leur  répondent 
dans  la  propofée.  40.  La  comparai/on  des  termes — py 
& —  a  y  donnent  p  zz*.  50.  Puifque  dans  la  propofée  il 
ne  fe  trouve  aucun  terme  entièrement  connu  que  l'on 
puilîe  comparer  au  terme  ps  s  il  s'enfuit  que  ps  zzo^te 
qu'ainfî  /  rr  0.  Or  ces.  valeurs  de  n ,  r,  p ,  / ,  ainfi  déter- 
minées me  fervent  a  conftruire.  le  lieu  qu'on  demande , 
ayant  égard  à  la  conftrudion  de  la  féconde  formule  de 

+Art.  311.  l'article  308.  &  à#  l'article  311.  en  cette  forte. 

Fie  170.      Puifque  B  E  (n)  =«,  la  ligne  AE  tombe  *  fur 

menée  parallèlement  i  PM  &  du  même. côte  5  comme 

auffi 
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audî  DG,  parce  que  //  D  (r)  —  Or  puifctueCD  (/) 
0,  le  point  c  tombe,  fur  le  point  i)  lequel  tombe  eo 
^  comme  l'on  vient  de  voir.  Je  décris  donc  *  une  Pa.  »  Art.  ici. 
rabole  du  diamctre  -/tfj^qui  ait  pour  paramètre  A  H 
[f)  ES  <t*  &  pour  ordonnées  des  droite*  parallèles 
i  A  P  :  ]c  dis  que  fa  portion  indéfinie  renfermée 
dans  l'angle  eft  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M 
les  droites  MP ,  M  ^  parallèles  à  A$Jk à  A  P ,  on 

aura  par  la  propriété  *  de  la  Parabole  J£M%  (xx  )  *Art.  i$. 
S3  uiQ^A  H  (af),8c  partant  xx — ayzz,  o,quiétoic 
l'équation  propofée.  Ce  qu'il  faBoit  démontrer. 

DEMONSTRATION  OU  PROBLEME. 

311.  S  1  l'on  met  dans  la  formule  générale4  à  la  place  *  Art.  30  S. 
de m,  »,r,/,^,les  valeurs  que  l'on  aura  trouvées  par  la  corn, 
paraifon  de  ces  termes  avec  ceux  de  l'équation  propofée , 
telle  qu'elle  puifle  être,  pourvu*  qu'elle  ait  les  conditions 
marquées  dans  le  Problême  y  il  eft  clair  que  cette  formule 
générale  Ce  changera  en  la  propofée  :  &  partant  que  fi 
Von  prend  aufli  ces  valeurs  dans  la  conftruâion'duLemme,  *Art.  |o$. 
le  lieu  de  la  formule  générale  fe  changera  en  celui  de  l'é- 
quation propofée.  Or  c'eft  ce  qu'on  a  enfeigné  dans  le 
Problême  accompagné  de  fes  deux  Remarques  ,  comme 
les  Exemples  précédens  le  font  allés  voir.  Donc  &c. 

■ 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Tour  la  conftruiïion  des  lieux  a  tEUiffe  ou 

au  Cercle. 

c.  322.  Soient  encore  comme  dans  la  définition  pre»  F 1  c  171. 
miere  deux  lignes  droites  inconnues  &  indéterminées 
^4  P  (*),  P  M        &  foient  de  plus  des  lignes  droites 
données  m}n>p>  r^s^t.  Celapofc, 

F  f 


On  prendra  fur  la  ligne  A  P  \  la  partie  A  B  s  »$ 
&  ayant  mené  les  droites  BE  *a  Dzz  rt parallè- 
les â  P  Mt  &  du  même  côté ,  on  tirera  par  le  point  A 
la  droite  A  E  qui  eft  donnée  ,  &  que  j'appelle  e  }  &  par 
le  point  Z>,  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à  A  £ ,  fur 
laquelle  on  prendra  la  partie  D  C  s=  i  du  côté  de  P  M  i 
&  de  part  &  d'autre  du  point  C,  les  parties  CK  ,  cz, 
»^rr.  Ui.  égales  chacune  à  /.  On  décrira  enfuite  une  Ellipfe  *  du 
diamètre  L  K  (  it) ,  qui  ait  pour  paramètre  KHzzp, 
&  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  i  P  M.  Je  dis 
que  fa  portion  OMR  renfermée  dans  l'angle  P^é  D  fuit 
par  la  ligne  &  par  une  ligne  menée  par  le  point 
fixe  A  parallèlement  à  PM&  du  même  côté,  fera  le  lieu 
de  l'équation  ou  formule  générale  que  voici. 

xmmt  tmt  TT 

-4- il/ 
if 

Car  ayant  mené  d'un  des  points  quelconques  ^ ,  de  cet- 
te portion  d'Ellipfe ,  la  ligne  MP  qui  fafle  avec  A  P  l'angle 
donné  ou  pris  à  volonté  APM,  &  qui  rencontre  les  paral- 
lèles ^  E  s  D  G ,  aux  points  G  -t  les  triangles  fçmblables 
ABE^Pf,  donneront  ^Jou  ôc  P/s-  ÎLï .  On 

m  m 

aura  donc  GM— y— —    r,  6c  CG— If  —  /.   Or  par 

*  Art.fr  <fc  la  propriété  de  l'Ellipfe  *  KL  (it)-KH  (p)  r.  lg*Gk  ou 

7    1    mm  m  '  tt         1     tmt  immt 


tmt 

Donc  &c. 

S'il  arrive  que  le  diamètre  KL  (i/)  &  fon  paramètre 
KH  (/>)  foient  égaux  entr'eux  ,  on  aura  toûjours  GAI* am 
ZGuG  K  j  d'où  il  eft  évident  félon  les  Elemens  de  Géo- 
métrie, que  fi  l'angle  CGM  eft  droit,  rEllipfèfe changera, 
alors  en  un  cercle  qui  aura  pour  diamètre  la  ligne  /CZ. 


Digitized  by  Google 


Des  lieuix  Geo  met  mclues.  h7 

■  ■  « 

COHOLLAUE. 

c  3^3*  I  L  cft  clair  que  les  deux  quarrés  y  y  &  x  x  fe 
trouvent  toujours  avec  les  mêmes  lignes  dans  cette  for- 
mule j  &  que  lorfque  le  plan  s'y  rencontre ,  le  quar- 
ré 11  de  la  moitié  de  la  fradion  ~  qui  multiplie  ce  plan , 

doit  être  moindre  que  la  fraction  —      -lii.  oui  mul- 
plie  le  quarré  xx. 

PROPOSITION  III. 

Problème. 

32-4'  C  ONSTHUIRE  le  lieu  d'une  équation  donnée  , 
dans  laque/le  Us  deux  quarrés  y  y  &  x  X  fe  rencontrent  avec 
Us  mêmes  Jignes  fans  le  plan  x  y ,  ou  avec  ce  flan  ,  en  forte 
que  le  quarré  de  Is  moitié  de  la  fraflion  qui  le  multiplie , 
foit  moindre  que  Ut  fraflion  qui  multiplie  le  quarré  x  x.  On 
fuppofe  toujours  ici  que  le  quarré  y  y  foit  délivré  de  frac, 
rions. 

On  comparera  les  termes  de  l'équation  donnée ,  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  la  formule  générale  *du  • Art.  311, 
Lemme  précédent  i  &  on  tirera  de  la  comparaifon  de  ces 
termes  ,  des  valeurs  des  quantités  «,»,^,r,;,/,  par  le 
moyen  desquelles  valeurs  on  décrira  comme  l'on  a  enfei- 
gné  dans  ce  Lemme  (  en  obfervant  exadement  l'art.  311.  ) 
une  Ellipfe  qui  fera  le  lieu  cherché. 

Exemple  I. 

32-5*  Soit  propofé  de  trouver  le  lieu  de  cette  équa» 
tion  yym\m  xy-\^\x  x  —  xay  -f—  b  x  — }—  c  c  dans  la- 
quelle le  quarré  de  7  moitié  de  la  fradion  7  ou  1  qui 
multiplie  xy ,  eft  moindre  que  la  fradion  j  qui  multi- 
plie x  x, 

La  comparaifon  de  chaque  terme  de  la  formule  générale 

Ff  ij 
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•Art.  jn.  du  Lemme*avec  celui  qui  lui  répond  dans  cette  équation , 
donne  i°.  — —  — i  }  car  n'y  ayant  ici  aucune  fra&ion 

littérale  qui  multiplie  le  plan  x/,on  le  doit  confiderer 
comme  étant  multiplie  par  l'unité  numérique  i  :  &  par- 

tant  filon  fait  m=,a,  l'on  aura  ««—7*.  i°  ^-f-J-jt 
S  -  ;  d'où  l'on  tire  g- =3",w,~"t en  mettant  pour 
mtn,  leurs  valeurs*, —  7*:  &  par  conféquent/>  =  77;. 
3°.  40.  M^—         £  i  d'où  en  mettant  pour  m,  nt  r% 

t,  leurs  valeurs*,  —  i*,*,  — ,  il  vient  /  =3ilî=li*. 
*  co  rr^^^-^LÎ^^ ..fiepartant/r-ii-f-^  —  ^ 
S     H-4<?tf — ~TT,en  mcltanc  Pour^»rî  lcs  v^curs 
qu'on  leur  vient  de  trouver.    Or  les  valeurs  de 

%  1 1 

mynyrys,*ip,  étant  ainfi  déterminées  ,  je  décris  l'Ellip. 
fe  cherchée  en  me  fervant  de  la  conftru&ion  du  Lem- 

»  Art.  ji*.  me*  &  de  l'article  311  en  cette  forte. 

F 1  o.  171.  Je  P^ens  fur  la  ligne  A  P  la  partie  AB  (m)=a  j  &  ayant 
mené  parallèlement  à  PM  &  du  même  coté  la  ligne  A  D 
(r)  —  ajk  ducotéoppofe  la  droite  HE  x=:\a  s — »,parce 
queT  rr—  i  *  qui  eft  une  valeur  négative, je  tire  par  le  point 
A  la  droite* ytf  E  (  t  )  qui  eft  donnée  *  &  par  le  point  D ,  la 
droite  D  G  parallèle  à  A  E ,  fur  laquelle  je  prends'  la  par- 
tie  D  C  =  =2  —  J  du  côté  oppofé  à  PM  -,  &  de 

part  &  d'autre  du  point  Çles  parties  C  K,  C  L  ,  égales 

•Art.       chacune  âfp  ^  ss-\-  +  ee — tlltt.  Je  décris  enfuite  • 

une  Ellipfe  du  diamètre  L  K ,  qui  ait  pour  ordonnées  des 
droites  parallèles  à  PM ,  &  pour  paramètre  la  ligne  KH 

{p  )  ==  — .  Je  dis  que  fa  portion  O  M  R  renfermée  dans 

l'angle  P  A  D ,  eft  le  lieu  de  l'équation  donnée. 
Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M% 
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U  ligne  M P  qui  rafle  avec  A  P.  l'angle  donne  ou  pris 
à  volonté  A  P  M,  &  qui  rencontre  ica  parallèles  A  E , 
DG,  aux  points  F%  G|  les  triangles  fembiablei  A £Ey 
APS  donneront        (*).  ^£  (*)  ::  ^  /  (x)  ^  Fou 

J)G  es  11.  Et^*  (tf).^£(7*)::^/>(*).  ^ftsf*. 
On  aura  donc  GiW =3^-+ 7* — CG ou  DG-f  £>C 
„  !1  —  j ,  puifque  DCc  —     Or  par  la  propriété  *  de  ♦  ^r/.jj.o> 

— jjH-  —  —  )  .  GM*  {yy~+  xy — iay-*>  ±  xx 
— ax-+aa).  D'où  en  mettant  à  la  place  de  tt~ss 
&  de  i,  leurs  valeurs  4"  —  — —  ,  multi- 

pliant  enfuite  les  extrêmes  6c  les  moyens  ,  &  divifant  de 
part  &  d'autre  par  ir,  l'on  retrouve  l'équation  même 
propofee.  Donc  &c. 

Rem  ar  q^u  e. 

326.  S  »j  1.  arrive  que  s  s  — t-  +  ee  foit  égale  ou  moin- 
dre que  ***** \  il  eft  évident  que  la  valeur  de  t  devien- 
dra nulle  ou  imaginaire  y  &  qu'ainû*  il  fera  pour  lors  im- 
posable de  conftruire  l'Ellipfe  qui  devroit  être  (e  lieu  de 
l'équation  donnée.  Et  comme  cette  équation  renferme* 
roit  néceflàirement  des  contradictions,  il  s'enfuit  qu'il  ne 
pourroit  y  avoir  aucune  ligne  qui  en  put  être  le  lieu  $  c'eft 
a  dire  que  toutes  les  valeurs  de  l'inconnue^  qui  devroient 
répondre  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  faunes  de 
l'autre  inconnue*  xy  feroient  toutes  imaginaires. 

Ceci  fe  voit  clairement  dans  la  formule  générale  *  du  »  Arttxxu 
Lemme  qui ,  en  tranfpofant  quelques  termes ,  devient 
y  y—-  —  x  y  ^  1  r  y  -4-  —  xx-+  —  x  -+rr  rr*       r  -+ 

m  mm  m  \t 

t~~—  '"—^ > dans  ^quelle  équation  le  premier  membre 
eft  le  quarré  de  y —  —  x — r  j$c  le  fécond  ,  le  quarré  de  t 

Ffiij 
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moins  le  quarré  de  / —  'JL ,  multiplié  par  la  fraftion  -£ .  Or 

il  eft  vifible  que  Ci  la  valeur  du  quarré  tt  eft  nulle  ou 
négative ,  la  valeur  de  ce  fécond  membre  fera  négative } 
&  qu'ainfi  l'on  aura  dans  ces  deux  cas  un  quarré  ,  lçavoir 
le  premier  membre,  égal  à  une  valeur  négative  j  ce  qui 
cft  une  contradiction  manifefte. 

Exemple  IL 
n  demande  le  lieu  de  l'équation yy-+Sxy 
-+xjc—bcyH-fx—ag  {=:  oy  dans  laquelle  on  fuppofe  fuivanc 
l'art.  313.  que  — ^  eft  moindre  que  la  fraâion  \  ou  i  qui  muU 

tiplie  le  quarré  x  xi  c'eft  à  dire  que  b  eft  moindre  que  i  a. 
lArt.  jn.    La  comparaifon  des  termes  de  la  formule* générale  avec 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l'équation  propofée ,  donne 

i°.l!=?  — -j  d'où  en  faifant m      ,  on  tire»*.— U 

2°'  "^T^Tt^  1  » doù  en  mettant  Pour  w  >  »  >  ieurs 
valeurs  a,  ■ —  \  b  ,  l'on  tirel  — t^=l£  :  &  partant 

o.  ,  5-  //JiH.^>^4^77<  ^    .  f  fnit  ce|le  çonù 
tru&ion. 

Fie.  173.      Ayant  pris  fur  la  ligne  droite  indéfinie  A  P  la  partie 
AB{m)  sc^,&  mené  parallèlement  à  />Af  &du  côté 

oppofé  les  droites  B  E  zz{bzz  — nsAD  tzjczz  r, 

on  tirera  par  le  point  A  la  droite  A  E  (c)  oui  eft  don- 
née ,  &  par  le  point  D  la  droite  D  G  parallèle  â  A  B , 
fur  laquelle  on  prendra  la  partie  DC  (s)  t=z*"~~%mf? du 

4  *  * — b  h 

côté  de  PM,  fi  furpafle  i  comme  on  le  fuppofe  ici  5  & 
du  côré  oppofc  ,  s'il  eft  moindre  }  en  fuite  on  prendra  de 
part  &  d'aurre  du  point  C ,  les  parties  CK  &  CL  égales  cha- 

•Art.  tfi.  cuneà/  g  .  Cela  fait,  on  décrira»  une 
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Dis  zttvx  Grou tm^gn.  t$j 
EHipfe  du  diamètre  LK  (it)  qui  ait  pour  ordonnées  des 
droites  parallèles  à*  PM  yàc  pour  paramètre  une' ligne  KH 

(j>  )  —  •  Je  dis  que  fa  portion  0  R  fera  le  lieu 

de  l'équation  propofée. 

Car  ayant  mené  d'un  de  Ces  points  quelconques  M ,  fa 
droite  M  P  qui  fade  avec  l'angle  donne  ou  pris  a  vo- 
lonté A  P  M%  te  qui  rencontre  les  parallèles  A  £  ,  Z.  /c 

aux  points  F.  G  t  on  aura  PF^tl.U  AFovl  DG=il% 
ce  qui  donnerai  Gou  Af  -+  PF    /C7«=y  -f  | *  -+  7  * ,  & 
CG«!£ — /ou/ — i^.  Or  par  la  propriété  *  de  l'Ellip-  »^/. 
fe  Z  AT  (  2  /  ) .  K  H  (  iilizli'  j  ;  :  z,  G.  »  G  AT  (  tt— s  S  -+  ^  4  '  * 

Ce  qui  (en  mettant  pour  rr — //  &  pour  /  leurs  valeurs 

— - — n— &   77-,  multipliant  enfuite  les  extrêmes 

&  les  moyens ,  &  divifant  par  1  r  )  donne  l'équation  mê- 
me propofée. 

11  eft  â  propos  de  remarquer  que  fi  l'angle  A  E  B 
étoit  droit,  l'angle  CGAile  feroit  auffi  }  &  le  diamètre 
ZK  (*0  feroit  égal  au  paramètre  K  H  (tllLZZltl\  . 

poifque  ee  tzaa — jbb  à  caufe  du  triangle  re&angle 
AEB.  D'où  l'on-  voit  que  l'Ellipfe  deviendroit  alors 
un  cercle  qui  auroit  pour  rayon  la  droite  C  k  ou  CL 

(/)  5=^ u-+«rr-f*g,&  que  DC  {s)  s~j'r:t%Mfitc 

qui  rend  la  conftru&ion  beaucoup  plus  fimple. 

c  Exemple  III. 

32-o«  jOit  propofé  de  trouver  le  Jieu  de  l'équation 

y  y  — 4.  X  X  a  X  \ — •  O. 

Je  compare  les  termes  de  la  formule  *  générale  ,  avec  *  Art* 
ceux  qui  leur  répondent  dans  l'équation  donnée  \  &  j'ai 

i°.  —  =3  9 ,  parce  que  le  terme  xy  manquant ,  on  le  doit 


»3*  Lir*«  Siîtie'm:*'  ■" 

confiderer  comme  étant  multiplie  par  zéro  j  d'où  je 

tire  n  ss  o  :  &  partant  m^ie.  -+  -^-=3  i  *  c'eft 

1  mm       *  tnm  t 

à  dire mettant  pour  n  &  m  leurs  valeurs 

#  &  *  :  &  partant  pzzit.  }°.r~oy  parce  aue  l'incon- 
nue" y  ne  le  rrouvant  point  au  premier  degré  dans  l'équa. 
tion  donnée ,  on  la  doit  aufli  confi  Jerer  comme  étant  mul- 
tipliée par  zéro  :  c'eft  pourquoi  effaçant  dans  la  formule 

\Art,  jia.  générale  »  tous  les  termes  où  —  &  r  fe  rencontrent ,  & 
mettant  pour  e  &  «-leurs  valeurs  m  &  i ,  elle  fe  changera 

en  celle-ci  77  H- *x — xsx —  tt-+ss  zz dont  il  refte 
à  comparer  les  termes  avec  ceux  de  la  propofée. 
4°.  i  /  zz  *  {6c  partant  s  zz\a,  50.  s  s — tt  zz  0  >  puifqu'il 
n'y  a  point  de  termes  entièrement  connus  dans  l'équation 
donnée  :  &  partant  ttzzss  zz\aa  j  &  en  extrayant  de 
part  &  d'autre  la  racine  quarree,/  Zi~a.  Or  ces  va- 
leurs étant  ainfi  déterminées ,  je  donftruis  le  lieu  en  cet- 
te forte. 

Fie.  174.     Puifque  BE  (»)  zzo>  il  s'enfuit  que  ^£  tombe  fur 

laquelle  tombe  aufli  fur  D G,  puifqu'on  a  encore 
(r)  :=:*  $  de  forte  que  le  point  D  tombe  en  A. 
C'eft  pourquoi  prenant  farAP,  la  partie  ^1  C  (s) 
du  côté  de  PM  yU  départ  &  d'autre  du  point  C,  les 
parties  C  /c  ,  CI  ,  égales  chacune  à  /  zz  4  *  fie  point  L 
%Art.  ifi.  tombe  ici  fur  le  point  i  on  décrira  *  du  diamètre  AK 
qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à  P  M ,  & 
pour  paramètre  la  ligne  K  H  (p)  zzit  ZZa ,  une  EUipfe 
qui  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M  la 
droite  M  P  qui  faflè  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris  i 
•Art.fr&  volonté  *APM  ,  on  aura*^/C  (a)-  KH  (a )    Ai  *  P  K 

+u  (a  x — x      P      (y y).  Ce  qui  donne  J7  H-  *  x — a  x  zz  û. 

Il  eft  évident  que  fi  l'angle  APM  eft  droit,  l'Ellipfe 
devient  alors  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne 
AKZZa. 

*»« 
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Rem  au  q^u  1. 

319.  I  l  peut  arriver  deux  differens  cas ,  où  le  lien 
de  l'c^uation  donnée  eft  un  cercle. 

Premier  cas.  Lorfque  les  quarrés  yy.àc  xx  fe  trou- 
vent cous  deux  avec  les  mêmes  fignes  &  fans  fraction 
dans  une  équation  ,  où  le  plan  xy  fe  trouve  avdli  y  &  que 
de  plus  l'angle  AEB  eft  droit  (ce  qui  arrive  lorf. 
qu'ayant  mené  A  F  perpendiculaire  fur  P  M  la  raifon 
de  P  +  à  A  P  „qui  eft  la  même  que  celle  de  B  E  i  A  B 
eft  exprimée  par  la  moitié  de  la  fraction  qui  multiplie 
te  plan  *y)  le  lieu  de  cette  équation  fera  toujours  un 
cercle  comme  Ton  a  déjà  vu  dans  l'article  324,  &  la 
raifon  en  eft  évidente  par  la  formule  générale.  Car  l'on 
aura  pour  la  comparaiîbn  des  termes  correfpondans  où 

fe  trouve  le  quarré  xx  ,  cette  égalité  —  —  1  $ 

d'où  Ton  tire  L=smm~~nn.  —  1 ,  puifque  à  caufe  du  trian- 

gle  rectangle  A  EB  le  quarré  mm  »  »  -f  ee.  Or  l'an- 
gle AEB  étant  droit ,  Ta  ng  le  CG  M  que  fait  le  dia- 
mettre  L  K  avec  fes  ordonnées  fera  aufîî  droit  -,  &  par 
confisquent  puifque  le  diamètre  ZK  eft  égal  à  fon  pa- 
ramètre KH ,  il  s!enfuit  que  TEllipfe  devient  alors  un 
cercle. 

Second  cas.  Lorfque  les  quarrés  y  y  &  xx  fè  trouvent 
tous  deux  avec  les  mêmes  figues  6c  fans  fraction  dans 
une  équation ,  où  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  pas  ,  & 
que  de  plus  l'angle  A  P  M  eft  droit  :  fon  lieu  fera  tou- 
jours un  cercle ,  comme  l'on  vient  de  voir  dans  l'arti- 
cle 318  j  &  cela  fè  prouve  par  le  moyen  de  la  formule 
générale.    Car  puifque  le  plan  xy  ne  fe  trouve  point 

dans  l'équation  donnée  •  la  fraction  —  de  la  formule 

tn 

fera  nulle  ou  zéro  J  &  partant  BE(n)~oy&.m~e. 
D'où  l'on  voit.  i°.  Que  le  diamètre  L  K  eft  paral- 
lèle à  la  ligne  A  P ,  &  qu'ainfi  l'angle  C  G  M  qu'il 
fait  avec  fes  ordonnées  étant  égala  l'angle  A  P  M  fera. 


1 


droir.  i°.  Que  la  fraction.?!,  {••■"*  qui  multiplie  le 
quarré  xx  dans  la  formule  devient  -L,  &  qu'atnû*  on 

aura =3  i  :  c'eft  à  dire  que  le  diamètre  Z  K  lêra  égal 

à  fan  paramètre  KH.  L'Ellipfe  qui  eft  le  lien  de  l'é- 
quation donnée  fera  donc  alors  un  cercle.   Or  comme 
alors  la  formule  générale  iè  change  en  celle-ci 
yy-\-xx — zry — xs  x-+-rr  — 

—  tt 

on  pourra ,  fi  Ton  veut  abréger  le  calcul ,  en  fe  /ewanr  d'a- 
bord de  cette  formule ,  pour  trouver  par  la  comparaifon 
de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propofée ,  les  valeurs  de  r, 
/ ,  t ,  qui  fervent  à  décrire  le  cercle  qui  en  eft  le  lieu. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Tour  la  conflrufiion  des  lieux  à  t  Hyperbole 
far  rapport  à  fes  diamètres. 

+s ...>.îs>-.  \?6  *7*'  c'  L£s  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  k 
+  Jin  ç  Lemme  précédent  pour  l'Elliple^  on  décrira  *  du  dia- 
**  ,a  mètre  L  K  (ir)  qui  ait  pour  paramètre  KH  (p)%  & 
pour  ordonnées  des  droites  parallèles  i  PMy  une  Hy- 
perbole ou  deux  Hyperboles oppofees.  Je  dis  que  fa  por- 
tion OM  %  ou  leurs  portions  renfermées  dans  l'angle  PAU 
fait  par  1a  ligne  ~A  P  &  par  une  ligne  »A  T>  menée  par  le 
point  fixe  si  parallèlement  à  P  M  &  du  même  côté, fe- 
ra le  lieu  de  cette  équation  ou  formule. 


yy«  xy~T" — xx—iry  -\-  —  x-\-rrt=*o. 

'  m  'mm  m  1 


dans  laquelle  on  doir  obferver  qu'il  y  a  4- ^i- iorfijue 
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le  diamètre  L  K  eft  un  premier  diamètre  ,&  —  ^lorf- 

que  c'eft  un  fécond. 

Car  ayant  mené  d'un  de  Ces  points  quelconques  M 
la  ligne  M  P ,  qui  fafle  avec  A  P  l'angle  donné  ou  pris 
à  volonté  >A  P  Af,  &  qui  rencontre  les  parallèles  ^4  E  y 
D  G ,  aux  points  F ,  G ,  on  aura  par  la  propriété  de  i'Hy- 

perboie*/CZ  (  ir).  KM  (/>)  ::CG*  Hh  cl'( ♦  ^rr.  81. 

/  tnnf       xm  t  xt  —  xt 

X  »  >   n  n  ,  xnr  -r**.  - 

—  *y — .  iry-f — xx-f  —  *-+•  rr.  Donc  &c. 

S'il  arrive  que  le  diamètre  KL  {xt)  &  fon  paramè- 
tre KH  (p)  foient  égaux  entr'eux  *  l'Hyperbole  fera 
équilatere. 

CoROL  LÀIRl. 

331,  Il  cft  clair  ,  i°.  Que  les  deux  quarrés  y  y  te  x  x 
fe  trouvent  toûjours  avec  diftèrens  fignes  dans  cette 
formule ,  lorfque  le  plan  xy  ne  s'y  rencontre  point  y  ou 

bien  lorfqu'il  s'y  trouve,  &  que  ~L  furpafle Jll . 

Qu'ils  s'y  peuvent  trouver  avec  les  mêmes  fignes  ,  mais 
avec  ces  conditions  que  le  plan  xy  s'y  rencontre,  & 

que  le  quarré  —  de  la  moitié  de  la  fra&ion  qui  le  mul- 
tiplie ,  foit  plus  grand  que  la  fra&ion  ~  —  ■  qui  mul» 
tiplie  le  quarré  xx. 

PROPOSITION  IV. 
Problème 

Construire  le  lien  dune  équation  donnée ,  dans 
laquelle  ,  ou  les  deux  quarrés  y  y  &  x  x  fe  rencontrent  avec 
dtjferrns  fiyies ,  ou  bien  avec  les  mêmes  fîgnes  ,  mais  avec  ces 
deux  conditions  que  le  flan  x  y  s*y  trouve  ,  (£•  que  le  quarré 
de  la  moitié  de  la  fraféion  qui  le  multiplie  foit  plus  grand 

G  g  ij 
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que  la  fra&ion  qui  multiplie  le  quatre  x  x.  On  fuppofe  encore 
ici  que  le  quarte  y  y  foit  délivre  de  fra fiions. 

On  conftruit  l'Hyperbole  qui  en  eft  le  lieu ,  comme 
l'on  vient  de  faire  l'tllipfe  dans  le  Problème  précédent. 
Les  Exemples  qui  fuivent  le  feront  voir. 

- 

Exemple  I. 

333-  Soit yy^.llxy^.Lxx^.icy^igx^bb 

aao ,  l'équation  dont  il  faut  conftruire  le  lieu,  ôedans  la. 

quelle  on  fuppofe  que  le  quarré  —  furpafle^. 

Je  compare  les  termes  de  cette  équation  avec  ceux 
qui  leur  repondent  dans  la  formule  du  Lemme  $  &  j'ai 

i°. Msss^- -,  &  partant  fi  l'on  fait     =      on  aura 

fit  4 

iQ.lllL- ,J!la— t.  donc  J.  *f  & 

xtnmt      mm  n  1 1  1 t 

fmm*u—"f't  3o.r3SS_f.  4°.  — -+^=-i€,d'où 

.  •t  m  xmt  £>7 

en  mettant  pour  m ,  » ,  r ,  JL  les  valeurs  que  l'on  vient 
de  trou  ver,  on  tire      r±I=l*J  .         t t s  j—.1."*-***? 
— lilfZ^lii,  Ravoir -r-/^lorfque  le  quarré  fur- 

"hh%U.  —  //lorfqu'il  eft  moindre, parce  que 

le  quarré  *  t  doit  être  pofitif  j  ce  qui  fait  deux  differens 
cas.  Or  les  valeurs  de  m,  »,  r,  j,  ,  étant  ainfi  déter- 
minées, je  conftruis  le  lieu  en  me  réglant  fur  la  conftruc- 
tion  du  Lemme ,  de  la  manière  qui  fuit. 
F  i  c.  177.  Ayant  pris  fur  A  P ,  la  partie  A  B-=ta>&.  mené  pa- 
J78-  rallelement  à  /'  M  &  du  côté  oppofé  les  droites  B  E  =b 
=~-n,  A  D^c^s—ft  Je  tire  par  les  points  AtiB\  la 
droite  A  E  (e)  qui  eft  donnée  ,  &  par  le  point  D  la 
droite  indefinie  D  G  parallèle  i      E  fur  laquelle  je 

prends  la  partie  DC^e-^^ du  côté  oppofé 

bb-—*f  ** 

a  P  M &  de  part  &  d'autre  du  point  C  les  parties 
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CZyCK,  égales  chacune  à  r  ts  ^fJ^^n£i^ï 


ou 


*/"ZZ."fhh—ss> feIon  cîue  '  J  eft  pIus  srand  ou  raoin* 


dre  que  l!"^*"** .  Cela  fait ,  du  diamètre  £  AT  (  qui  aie 

pour  ordonnées  des  droites  parallèles  à  P  M ,  &  pour 

paramètre  la  ligne  KH  (p)~  x"'~**ft)\c  décris  une 

Hyperbole ,  en  obfêrvant  que  LK  (fig-^l.)  doit  être 
un  premier  diamètre  dans  le  premier  cas ,  &  un  fécond 
(fa.  178. )  dans  le  dernier.  Je  dis  que  fà  portion  o  Ai 
fera  le  lieu  requis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  Ces  points  quelconques  A* 
une  parallèle  M  P  &  AD ,  laquelle  rencontre  les  lignes 
A  B ,  A  E,  D  G  ,  aux  points  P  >  F  y  G  t  on  aura 

«r=  — ,  &        ou  DG  Et  par  conféquent  AfG  :=y 


J-£i-r-<r  ,  CG  ou  DG-i-CZ)  =  -  —  s  y  puifque 
C  D  Z3  — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  ,  L  K 

ci'^+L^  +  i^  +  ixx  +  l^n-a)  i  ce 

qui  ,  en  mettant  pour  s  s        t  &  /  leurs  valeurs 
I&zAi!Zl£î,  multipliant  les  extrêmes  &  les 


ce  e  * 


moyens,  &  divifant  pari/,  donne  l'équation  propofée. 
Donc  &c. 

Rem  ar  q^u  e. 

334-  S'il  arrive  que//  -ileftclai rque 

ii> — */  1 

la  valeur  de  tt  devient  nulle  ou  zéro  ,  &  qu'ainfi  la 
conftru&ion  de  l'Hyperbole  devient  impoflïble.  Mais  il 
faut  bien  remarquer  alors  que  l'équation  propofée  s'a- 
baifle  toujours  ,  en  forte  que  fon  lieu  ,  qui  devroit  être 
une  ou  deux  Hyperboles  oppofées ,  devient  une  ou  deux 
lignes  droites.  En  effet  dans  nôtre  exemple  on  a  ré- 
duit l'équation  donnée  à  cette  proportion  et.  bb  —  afz: 

Ggiij 
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*«  «  ~  *  #  * 

«4.  Lif*     f  £  >  d'où ,  en  effaçant  tt  qui  efl  nul ,  multi- 

pliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  &  extrayant  de  part 
&  d'autre  la  racine  quarrée  ,  Ton  tire  ey  h-  ~  -+  '  * 

^15  — j  ^ bb—af,  c'eft  à  dire  ea  mettant  pour  — j 

m 

fa  valeur         ^ ,  &  divilant  de  part  &  d*autre  par 

cette  équation  >  -+     H-  — - — i  -f  ^==ou  y 

..-.'^f.+  ^.-t,  qui  en  faifaoti- 

^  *ra*Sr*fy  & pt^  'jllL — r  fe  change  en  cette  au- 
tteysBp         x  dont  le  lieu  eft  une  ligne  droite  que  Ton 

fft 

conftruit  félon  l'article  306. 

La  raifbn  de  ceci  eft  évidente  par  la  formule  géné- 
rale du  Lemme  *  car  effaçant  dans  cette  formule  le  ter. 

me  H^ilqui  renferme  le  quarré  tt  que  Ton  fuppofe  égal 

à  zéro  ou  nul  t  elle  fe  change  en  rranfpofant  certains  ter- 
mes  ,  &  extrayant  les  racines  quarrces  en  cette  autre 

y  —  JL  x  — r  ^  Il  —  s    i  ou  s —  ~       où  les  in- 

connuës  x  Uy  ne  font  plus  qu'au  premier  degi*é ,  &  dont 
le  lieu  par  conféquent  devient  des  lignes  droites. 

Exemple  II. 

335.  O  n  demande  le  lieu  de  L'équation  donnée 
y  y  —  xx  —4-  xay  —t-axsao. 

La  comparaifon  des  termes  correfpondans  donne 

i°.  ~  =3  0 ,  parce  que  le  terme  xy  ne  fe  trouve  point 
dans  la  propofée  }  d'oà  l'on  tire  n  es  0 ,  &  par  confé» 
quentw  s=*.  2°.  £=5  1  ,&  partant /  =3  af.s°.r=3  — a 
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fSJL'im*.  d'cù.  l'on  tire  s-\*.  f.rr^Ç1^ 

&  ainû*  hT  rr«jj~™L. — f**  en  mettant  pour 

r,  if ,  /  leurs  valeurs  — 4,1,7*3  d'où  je  conçois  qu'il 

faut  prendre  dans  le  dernier  terme  de  la  formule  • — -  ri  & 
Boa  pas  -+  f  r,  afin  que  la  valeur  de  r/  foie  pofitive.  Je 
conftruis  ensuite  le  lieu  «n  cotte  forte. 

Puifque  AD  (r)  —  *  ,  je  mené  par  le  point  A  pIfit  17^; 
parallèlement  à  PJitf  ■&  du  côcéoppofë  la  ligne  J)^a  j , 
&  puifque  B E  (n)  r:*,  je  rire  par  le  point  D  la  droite 
i)  G  parallèle  à  ^  P  ,  fur  laquelle  je  prends  la  partie 
DC  (s)  —\a  du  côté  de  P  M  ,  &  o"e  parc  &  d'autre 
du  point  C  les  . parties  CX,  f  A'  ,  égales  chacune  a 
*  :=:  J^i**.  Eniuue  du  iêcond  diamètre  «X  ^  (parce 
qu'on  a  pris — /*  dans  le  dernier  terme  4e  la  for- 
mule )  qui  ait  pour  ordonnées  des  droites  parallè- 
les à  P  M %  fie  pour  paramètre  Ja  droite  KHip)  =2/ 
-3  L  K ,  je  décris  une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion 
OM  fera  le  Jieu  qu'on  cherche. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M 
une  parallèle  M  P  i  ^  J) ,  qui  rencontre  les  droites 
A  P ,  D  G  %  aux  points  ,  G  }on  aura  M  G  ~zy  — f  4 , 
CC?  ou  i) G  —  D  t  ~ix  —  7  * ,  &  par  la  propriété  de 

l'Hyperbole  L  K  (if).  /C  H  (*/)  ::  "cg*  -+ 

qui  donne  en  mettant  pour  rr  {à  valeur  i  l'équa- 
jtipo  même  prûpofée  yy-\*-i4y~ —  PS*» 
Il  êft  évident  que  l'Hyperbole  eft  équilatere. 

Ri  m  a  rq^u  e. 

33^'  Lousqju  e  les  deux  quarrés  y  y  fie  xxfc  trou- 
vent avec  diffèrens  fignes  &  fans  fraction  dans  une 
équation ,  où  le  plan  xy  ne  Ce  rencontre  point  y  (on  lieu 
fera  toujours  une  Hyperbole  équilatere.  Car  la  frac- 
tion II  dt  k  formule  fera  nule  ou  zcyo  }  U  partant 
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£(«)-*,&>»  S=     D'où  il  fuit  que  la  fradion ^ 

m  tu 

.  iiL-qui  multiplie  le  quatre  xx  dans  la  formule  de- 
vient  qu'ainfi  on  aura — JL=:  i  c'eft  â  dire, 

que  le  diamètre  ZK  fera  égal  à  (on  paramètre  KH, 
ou,  ce  qui  eft  la  même  choie  ,  que  l'Hyperbole  fera 
équilatere.    Or  comme  la  formule  générale  fe  change 
:  alors  en  celle  ci 

yy  —  xx — iry-+ rr  ZZ<rr 

^+  '/ 
— // 

il  s'enfuit  qu'on  peut  s'en  fervir  d'abord  pour  trouver 
les  valeurs  de  r,/,  r,  qui  fervent  à  conftruire  l'Hyper, 
bole  équilatere  qui  eft  le  lieu  de  l'équation  donnée  5  ce 
qui  abrège  le  calcd. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

Pour  U  conftruiïion  des  lieux  à  ÏHyperbok 
entre  Jes  /ifymptotes. 

■ 

117'  Soient  comme  dans.la  définition  première, 
deux  lignes  inconnues  &  indéterminées  *4  P  (jt),  P  M 
{y)  qui  faffent  entr'elles  un  angle  donné  ou  pris  à.  vo- 
lonté AP  M  -y  &  foient  de  plus  des  lignes  droites  don- 
nées m,  »,     r  \  /.  Gela  pôle. 

Fi  a.  1S0.  ia.  On  prendra  fur  la  ligne  A  />,  la  partie  AB  =m;& 
ayant  mené  les  droites  B  E^n^AD^Ty parallèles  à  PA£, 
&  du  même  côté  3  on  tirera  par  le  point  A  la  droite 
A  E  'qui  eft  donnée ,  &  que  j'appelle  e  ,  &  par  le  point 
D  la  droite  indéfinie  D  G  parallèle  à  ~4  E  ,  fur  laquel- 
le ayant  pris 'les  parties  DC^*s}  C  Kae  du  côté  que 
s'étend  A  P ,  on  mènera  parallèlement  à  P  M  &  du 
même  côté  la  droite  indéfinie  CZ,&  la  ligne  KH=ap^ 

*  Mt.no.  On  décrira  enfuite  *  entre,  les  Afymptotes  CX,  c  Kf 

une. 
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une  Hyperbole  qui  paflè  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle 
fera  le  heu  de  l'équation  ou  formule. 

• — r  x  — ?np 
Car  G  M  tzy — — — r,C<G  —  If— /,&par  la  proprie. 

té  de  l'Hyperbole  *  C  G  x  G  M(  —  —  •+"  —  «01." 

/r  K  >»  J  mm     *  m 

 iLï-t-rs)  ,  ss  C  K  «  KH  {ep)  ^  ce  qui  donne  en  déli- 

vrant  le  terme  xy  de  fradions,  &  mettant  par  ordre  tous 
les  termes,  ht  même  équation  xy  —  Zxx — ZI y  &c. 

que  cy  deflus. 

i°.  On  mènera  par  le  point  fixe  A ,  une  ligne  indéfi.  F 10. 181. 
nie  A     parallèle  à  PM&c  du  même  côté  }  &  ayant  pris 
fur  cette  ligne  la  partie  AB~m  ,  on  tirera  B  E  zi  n  paral- 
lèle à  A  P  &  du  même  côté  ,&  par  les  points  déterminés 
^ ,  E ,  la  ligne  A  E  que  j'appelle  e  }  &  ayant  pris  fur  AP 
la  partie  A  D  S  r  du  côté  de  P  My  on  tirera  la  droite 
indéfinie  D  G  parallèle  à  A  E,  fur  laquelle  on  prendra  les 
parties  DCt=/,  C  K  ~  e  du  côté  que  s'étend  7>M,  & 
on  mènera  parallèlement  à  A  P  &  du  même  côté ,  la 
droite  indéfinie  CZ  &  la  ligne  KH~p.  On  décrira 
enfuite*  entre  les  afymptotes  CZ,C/C,  une  Hyperbole  *Art.  130. 
qui  paîTe  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  de  «!«. 
cette  féconde  équation  ou  formule. 

— -yy— t  * 7'    — 53  * 

—  ry  — m  p 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  m  , 
la  ligne  Ai  parallèle  à  v*/7 ,  &  qui  rencontre  les  pa- 
rallèles AE  ,DGy  aux  points  2? ,  G  j  les  triangles  fem- 
blables  A  SE,  A£F,  donneront  AB  (m).  AE  (e):. 
'^^ouPJM  (;).  A  fou  D  G  sr!2,  &  ^£  (m),  b  e 

(»)  ïï  ^^OO*  Et  par confcquent  Gm^x 

Hh 


^  Livue  Seïtie'mï. 
 H  r  >  c  G  tr  — — s.  Or  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole CG  *G  M  zzC  Kn  K  H ,  ce  qui  donne ,  en  met- 
tant pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques,  &  déli- 
vrant le  terme  xy  de  fractions,  la  même  féconde  formu- 
le que  cy-deflus.  Donc  &c. 

CO&OLLAIHB.  f 

338.  Il  eft  clair  i°.  Que  le  terme  xy  fè  rencontre 
toujours  dans  ces  deux  formules  ,  puifque  n'étant  mul- 
tiplié par  aucune  fradion  ,  on  ne  peut  point  la  fuppofer 
nulle  pour  le  faire  évanouir.  x°.  Qu'il  ne  s'y  peut  ren- 
contrer que  l'un  des  quarrés  xx  ou yy  y  lequel  s'évanouit 

fi  la  fra&ioniqui  le  multiplie  eft  nulle. 

PROPOSITION  V. 
Problème. 

339*  T  ROUVER  le  lieu  d'une  équation  donnée  dans  la- 
quelle le  plan  xy  fi  rencontre  ,  fans  aucun  des  quarrés  x  x  & 
y  y  ,  ou  feulement  avec  l'un  des  deux. 

On  délivrera  le  plan  xy  de  frtâions ,  &  on  compa. 
rera  les  termes  de  l'équation  donnée  avec  ceux  qui  luy 
répondent  dans  la  première  formule  lorfque  le  quarré 
xx  s'y  rencontre,  &  avec  ceux  de  la  féconde  lorfque  c'eft 
le  quarré  y  y  ,  &  enfin  avec  celle  des  deux  qu'on  vou- 
dra lorfque  pas  un  des  quarrés  xx  &  y  y  ne  s'y  trouve.  On 
tirera  enfuite  de  la  comparaifon  de  ces  termes ,  des  va- 
leurs des  quantités  myn,p  yrys  ,  par  le  moyen  defquel- 
les  on  décrira  une  Hyperbole  entre  fes  afympcotes  com- 
me Ton  a  enfeigne  dans  le  Lemme  précèdent ,  en  obfer- 
vant  toujours  de  mener  ou  de  prendre  du  côté  oppofé  à 
A  P  &  à  P  M  les  lignes  dont  les  valeurs  font  négatives. 
Les  Exemples  qui  fuivent  cclairciront  ces  règles. 
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Exemple  I. 
340.  O  n  demande  le  lieu  de  xy —       — cyzz  0, 

■  Comme  c'eft  le  quasrc  xx  qui  fe  rencontre  dans 
l'équation  donnée  ,  je  choifis  la  première  formule ,  & 
j'ai       I*  comparailon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la 

propofée,  i°.  —  d'où  en  faifant  m  ~ay  je  tire 

nzzb.  c,  &c  partant  /  s:-. 

parce  que  l'inconnue*  *  ne  fe  trouve  point  au  premier 

degré  dans  l'équation  donnée  ,  &  partant  r  s 

4°.£Ii — sro,  parce  qu'il  ne  fe  trouve  point  de  ter- 
mes  entièrement  connus  ;  &  partant  P  s=  —  =  — .  Or 

comme  les  valeurs  de  A  P  {m) ,  1?£  (») ,  CD  (j  ) , 
(r),  K H  (p)  (ont  toures  politives  ,  je  conftruis  le 
lieu  précifément  comme  dans  le  Lemme  (jfg.  180.)  en 
obfervanc  de  prendre  pour  les  lignes  les  valeurs  que  l'on 
▼ient  de  trouver. 

Car  CM  ~y—il  —  If,  cG  ou  DG—DC  ss^',  Fie.  1S0. 

&  par  la  propriété  de  l'Hyperbole  cG*GM  ~CKn  KH 
c'eft  à  dire ,  en  mettanc  les  valeurs  analytiques  ,  l'équa- 
tion même  donnée.  Donc  ficc. 

- 

Exemple  II. 

Î^'S  o  1  t  Jty-f-  Lyy — cy — ff  zzo,  l'équation  dont 

il  faut  conftruire  le  lieu. 

Comme  c'eft  le  quarré^/qui  (ê  trouve  dans  l'équa- 
*  tion  donnée ,  je  choifis  la  féconde  formule  ,  &  j'ai  par 
la  comparaifon  de  fes  termes  avec  ceux  de  la  propolee , 

i°.JLz2  —  i ,  &  fi  l'on  fait  m  tza ,  on  aura  n  s  —  b. 

x°.Zizï  o9  &  partant  s  ^0.  30.  r~c  40.  mpzz  ff,  U 

Hhij 
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partant  >t:î,    Ce  qui  donne  la  conftrudion  fui. 


vante. 


Fie,  181.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  A  ,  une  ligne  indéfinie 
A  ^parallèle  à  P  M  6c  du  même  côté  ,  6c  ayant  pris 
fur  cette  ligne ,  la  partie  A  B  {m)  —  a  ,  je  tire  £  E  zzi 
— a  parallèle  à  A  P  6c  du  côte  oppofe ,  6c  par  les 
points  détermines  A ,  £  ,  la  ligne  Ah  (e).  Je  prends 
fur  -^/'j  la  partie  (r)  £=r  du  côté  de  PM,6c  je 
tire  la  droite  indéfinie  DG  parallèle  à  ,  &  comme 
les  points  D,c,  tombent  l'un  fur  l'autre,  parce  que 
DC  (s  J  je  prends  fur  cette  ligne  la  partie  D K  —  * 
du  côte  que  s'étend  P  My  6c  ayant  mené  parallèlement 

à  si  P  &  du  même  côté  la  ligne  KH  (p)         6c  la 

droite  indéfinie  D  L  qui  tombe  ici  fur  A  P  ,  je  dé- 
cris  entre  les  Afymptotes  DZ ,  Z) /C,  une  Hyperbole 
qui  paffe  par  le  point  H.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  re- 
quis. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M ,  la 
droite  JW^parallele  à  AP  6c  qui  rencontre  les  paral- 
lèles A  E ,DG  3  aux  points  F,  G ,  on  aura  G  A4  ou  JV/^ 

-f-  QF —  F  G  ~x-l-LZ  —  cy  DG  ou         s'i,  & 

partant  2)t7  k  GM  «^-^L^— 1^==.  CJC  «  Xi/ 
Ce  qui  donne ,  en  délivrant  le  terme  xy  de  fra&ions  ,  l'é- 
quation propofée  *y--\r-^yy —  (y — S 

Rem  ar  Q^u  e. 

S  i  l'on  prend  pour  l'arbitraire  AB  {m)  une 
autre  valeur  que  a  ,  celles  de  CK  (e)  &  de  KH  {p) 
changeront  ,  mais  les  valeurs  du  rectangle  C  K*KH 
(ep) ,  &  des  droites  AD  (r)  ,  C  D  (s)  demeureront 
toujours  les  mêmes  h  car  elles  ne  renferment  dans  leurs 

expreffions  que  les  rapports  JL,  JL,  *  ,  qui  ne  chan- 
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gent  point,  puifque.dans  le  triangle  A  B  E  l'angle  ABE 
eft  donné ,  &  la  raifon  ~  (  qui  dans  cet  exemple  eft  i  ) 

du  côté  .^2?  (m)  au  côté  BE  (a).  Or  comme  l'Hy- 
perbole qui  doit  pafier  par  le  point  ,  fera  toujours  la 
même  »,  telle  grandeur  que  l'on  puiffe  donner  i  C  h  (e)  *  Art.  iou 
&  a  KH  (/»),  pourvu  aue  le  rectangle  c  K*KH  de- 
meure le  même  -,  il  s'enfuit  que  Ton  conftruira  toujours 
la  même  Hyperbole,  telle  grandeur  que  l'on  puhTc  pren- 
dre pour  l'arbitraire  AB  )m). 

Exemple  III. 

343  •  I  l  faut  conftruire  le  lieu  de  l'équation  donnée 
xy —  ay-^bx-iç-cc  ~o. 

Comme  pas  un  des  quarrés  xx  6c  y  y  ne  fe  trouve 
dans  l'équation  propofée  ,  je  puis  prendre  indifférem- 
ment l'une  ou  l'autre  des  deux  formules ,  par  exemple, 
la  première  ,  de  laquelle  comparant  les  termes  avec 

ceux  de  la  propofée  ,  j'ai  i°.  —  —  o ,  &  partant  n  s=  o , 
&  m  e  i  je  fais  m  ~  a.  i°.  —  ou  x  ^j.  j°.  r  s  —  ^, 
puifquellr:      40.  rs —      =     ,  &  partant  />  =  —  £ 

—  — .    Or  ces  valeurs  de  m  ,  »  ,  r  ,  /  ,  /> ,  étant  aiofi 

déterminées ,  je  conftruis  le  lieu  de  la  manière  qui 
fuit. 

Puifque  AD  (r)=r  —  b  ,  je  mené  parallèlement  â  Fie.  i8> 
Af  &  du  côte  oppole  la  ligne  A D~b  i  &  puifque 
BE  je  tire  la  droite  indéfinie  D  G  parallèle  à 

A  P  fur  laquelle  ayant  pris  les  parties  DC  (  .)  =  .*., 
CX(f)^r«=rf  du  côté  que  s'étend  *A  P ,  je  tire  la 

droite  indéfinie  CL  ,  &  la  ligne  K  H  =.b~±-c-±  —  — 

parallèle  à  Af  &  du  côté  oppofé.  Je  décris  enfuite 
l'Hyperbole  oppofée  à  celle  qui  ayant  pour  Afympto- 
tes  les  droites  CL ,  c/c,  pafle  par  le  point  H,  Je  dis 

Hniij 
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que  fa  portion  indéfinie  0  M  renfermée  dans  l'angle 

PAS  ,  faite  par  la  droite  indéfinie  *A  P  &  par  la  ligne 
S  menée  parallèlement  à  P  .M  &  du  même  côté ,  lera 
le  lieu  cherché. 

Car  G  M  ou  P  G  PM=y -+- b  &  CG  ou  CD 
—  Z)G™/—     &  par  conlequent  CG*GM=ay — xy 

-+-ab  bx==-       «  l^H  {ab-\-cc)  jee  qui ,  en  effaçant 

de  part  &  d'autre  le  redangîe  ab^U  tranfpofant  i 
l'ordinaire  ,  donne  xy —ay-^-b x-±-c c=z  o  qui eft  l'é- 
quation propolée. 

Il  auroir  été  inutile  dans  cet  Exemple  de  décrire  l'Hy- 
perbole qui  paflj  par  le  point  H  >  car  aucun  de  Ces  points 
ne  pourroit  tomber  dans  l'angle  PAS ,  où  l'on  fuppofe 
que  doivent  tomber  les  points  M. 

R.  E  M  A  R  QJJ  E. 

344*  S'il  arrive  qu'en  comparant  les  termes  de  la 
formule  avec  ceux  de- l'équation  donnée,  on  trouvât  que 
p=o  j  on  voit  qu'il  feroit  alors  impoflible  de  décrire 
l'Hyperbole  qui  en  devroit  être  le  lieu,  puilque  fa  puif- 
lance  qui  eft  égale  au  redangîe  pe  feroit  nulle.  Mais 
alors  l'équation  fe  pourroit  toujours  abaiûer,  en  forte  que 
fon  lieu  deviendroit  une  ligne  droite  -y  car  effaçant  par 
exemple  dans  la  première  formule  du  Lemme  le  terme 

mp ,  elle  devient  xy  — "  x  x—ZZy-\-~x—rx-4-ZLL 

:=*,  qui  étant  divifée  parLf — s  donne      — ~r;=;  a, 
%Art.\*6.  dont  le  lieu  *  eft  une  ligne  droite. 

PROPOSITION  VI. 
Problême. 

345-  Construire  tout  Ht*  du  fécond  degré  t  fon 
équation  étant  donnée. 
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Tous  les  termes  de  l'équation  étant  mis  d'un  même 
côté ,  en  forte  que  l'un  des  membres  foie  zéro  ,  je  dif. 
•  tingue  deux  differens  cas. 

Premier  cas.  Lorlque  le  plan  xy  ne  fè  trouve  point 
dans  l'équation  donnée.  i°.  S'il  n'y  a  que  l'un  des  quar- 
rés ^  ou  xx ,  le  lieu  fera  une  *  Parabole.  i°.  Si  les  deux  *  Art.  31a. 
quarres^  &  x  x  s'y  trouvent  avec  les  mêmes  lignes,  le 
lieu  fera  une  *  Ellipiè  ou  un  cercle.  30.  Si  ces  deux  quar-  *Art.  314 
rés  s'y  rencontrent  avec  differens  lignes  ,  le  lieu  fera 
une*  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rappor-  *  Art.  331. 
tées  à  fes  diamètres. 

Second  cas.  Lorfque  le  plan  xy  fe  trouve  dans  l'é- 
quation donnée.    i°.  Si  pas  un  des  quarrés  y  y  &  x  x 
ne  s'y  rencontre  ou  feulement  l'un  des  deux  ,  le  lieu 
fera  *  une  Hyperbole  entre  fes  Afymptotes.  20.  Si  les  *  Art.  339. 
deux  quarrés  ^7  &  x  x  s'y  trouvent  avec  diflferens  li- 
gnes ,  le  lieu  fera  *  une  Hyperbole  rapportée  à  fes  dia-  *  Art.  331. 
mètres.  30.  Si  ces  deux  quarrés  s'y  rencontrent  avec 
les  mêmes  fignes  ,  on  délivrera  le  quarré  y  y  de  frac- 
tions ,  &  le  lieu  fera  »  une  Parabole  lorlque  le^quar-  *  Art.  310. 
ré  de  la  moitié  de  la  fraction  qui  multiplie  xy  eft  égal 
à  la  fraction  qui  multiplie  le  quarre  xx  }  une*£llipfe  *Art.  314. 
ou  un  cercle  lorlqu'il  eft  moindre  ;  &  enfin  une  *  Hyper-  *  Art.  331. 
bole  ou  deux  Hyperboles  oppofées  rapportées  à  les  dia- 
mètres lorfqu'il  eft  plus  grand. 

On  décrira  le  lieu  lêlon  l'article  310.  s'il  eft  une  Pa- 
rabole i  félon  l'article  314.  s'il  eft  une  Eilipfe  ou  un  cer- 
cle j  félon  l'article  332.  s'il  eft  une  Hyperbole  ou  deux 
Hyperboles  oppofées  rapportées  à  fes  diamètres»  &  en- 
fin lelon  l'article  339.  fi  c'eft  une  Hyperbole  entre  les 
Afymptotes.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  luite  de  ces  qua- 
tre articles. 

Corollaire. 

n  e  équation  du  fécond  degré  étant  don-  * 
née ,  comme  la  'Se&on  Conique  que  l'on  trouve  par 
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*  Art.  J14.  les  règles  preferites  eft  le  heu  *  de  toutes  les  valeurs  tant 
vraie*  que  faufles  de  l'inconnue  y  ^  qui  répondent  aux 
valeurs  tant  vraies  que  faulles  de  l'autre  inconnue  x  jil 
s'enfuit  qu'il  ne  peut  y  avoir  que  cette  feule  6e&ion  qui 
foie  le  lieu  de  l'équation  donnée. 
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LIVRE  HUITIEME. 

Des  Problêmes  indéterminés, 
PROPOSITION  GENERALE. 

347*  T  R.  o  u  v  E  r.  le  lieu  d'une  infinité  de  points  qui  p  i  c.  1S4. 
ayent  tous  certaines  conditions  marquées  i  lorfque  ce  lieu  ne  pajje 
point  le  yèctnd  degré. 

i°.  On  fuppofera  comme  connues  &  déterminées 
deux  lignes  droites  inconnuës&  indéterminées  AP  (x), 
jpM  (y)y  qui  faiïenc  entr'elles  un  angle  A  P  M  donné 
ou  pris  à  diferetion  î  &  donc  l'une  A  P  ait  une  origine 
fixe  &  invariable  en  un  point  A ,  &  s'étende  le  long  d'u* 
ne  ligne  donnée  de  pofition  -y  l'autre  P  M  qui  détermine 
toujours  par  Ton  extrémité  M  ,  l'un  des  points  cherchés, 
change  continuellement  d'origine  ,  &  foie  toujours  pa- 
rallèle à  la  même  ligne.  i°.  On  tirera  les  autres  lignes 
que  Ton  jugera  utiles  à  la  folution  du  Problême  ,  &  on 
les  exprimera  par  des  lettres  î  Ravoir,  les  connues  par  les 
premières  lettres  de  l'Alphabet ,  &  les  inconnues  par  les 
dernières.  30.  On  regardera  la  queftion  comme  refoluë, 
&  après  en  avoir  parcouru  toutes  les  conditions  ,  on  arri- 
vera enfin  à  une  équation  qui  ne  renfermera  que  les  deux 
inconnues  x  Sty  mêlées  avec  des  connues.  4°.  Cette  équa- 
tion dans  laquelle  on  fuppofe  que  les  inconnues  x  &  y 
ayent  au  plus  deux  dimenfions ,  étant  formée ,  on  en  conC 
truira  le  lieu  félon  les  règles  preferites  dans  le  Livre  pré- 
cédent >  &  le  lieu  ainfi  conftruic  refoudra  la  queftion; 
Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  Exemples  qui  fuivent. 

Exemple  I. 

348-  T  R-ouv  eu  dans  l'angle  donné  BAC  le  point  F 1  c.  184* 
il/,  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  les  deux  droites  M  -F, 
Ai  G  ,  qui  faflent  fur  les  côtés  A  B  >  A  C ,  toûjours  vers 
la.  même  parc ,  des  angles  donnés  Al  F  B  ,  mgc  >  la 
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droite  MF  foit  toujours  à  la  droite  M  G  ta  h  raifon 
donnée  de  *  à  b.  Et  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces 
points ,  on  demmde  la  ligne  qui  les  renferme  cous ,  & 
qui  en  eft  par  conféquent  le  lieu. 

Par  le  point  M  ,  que  l'on  fuppofe  être  un  des  points 
cherchés  ,  ayant  mené  la  ligne  M  P  parallèle  à  A  C  j  on 
confiderera  les  deux  droites  inconnues  &  indéterminées 
^P(x),  PM  (  y  ) ,  comme  connues  &  déterminées.  On 
prendra  fur  le  côté  A  B  la  partie  A  B  =3  a ,  on  tirera  Jcs 
droites  i?C,  BD,  parallèles  à  MF ,  MG ,  &  qui  ren. 
contrent  aux  points  C,D,  l'autre  côté  ^  C  prolongé, 
s'il  eft  neceflaire  -,  &  on  nommera  les  connuës  A  C ,  r } 
5  C  ,/">  BDyg.  Prefentement  menant  A*  i£  parallèle  à 
^  J?,  les  triangles  femblables  A  c  B ,  P  M  F  ,&c  A  B  D  > 
£M  G,  donneront  ces  deux  proportions  :  AC  ( c ).  CJT 

{/):-.  MP  (y).  MF  SZfjtU  AB{*).BD  (g)::MQ^ 

ou  AP  (x).  AfG  cr  —  j  ce  qui  fâtisfait  a  la  première 

condition  du  Problême,  puifque  les  lignes  MF^MG, 
(ont  toûjours  fuppofces  parallèles  aux  deux  mêmes  droi» 
tes  BC>B  D ,  qui  font  fur  les  côtés  A  B  3AC ' ,  les  an- 
gles donnés.  Or  par  la  féconde  condition  qui  refte  a  ac- 
complir, il  faut  que  M  F(f2).  MG  (t?)  ::     b  5  d'où 

l'on  tire  l'équation^  rr^qui  renferme  toutes  les  con- 
ditions du  Problême,  &  dont  le  lieu  fera  par  conféquent 
•  Art.  ^06,  celui  que  l'on  cherche.  I)  le  conftruit  *  ainfi. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  A  P >  la  partie  A  H  zzb  ,  foit 

menée  HE  s=  Il  parallèle  à  P  Al  &  du  même  côté  ,  & 

foit  tirée  la  droite  indéfinie  A  E.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  par  un  de  fes  points  quelconques  M 
les  droites  M  P  ,M      parallèles  aux  deux  côtés  ^  C, 
,  fiches  droites  Af/-,ilf  G,  parallèles  i  B  C,  J?Z),& 
qui  font  par  conféquent  fur  les  deux  côtés  A  B yA  C  t 
les  angles  donnés  $  on  aura  a  caufe  des  triangles  fembla- 
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bits  AHE  y  AP  M  ,  cette  proportion  j  AH  (b). 
HE('j)  ::  AP  (x).  PM  (y)  -'J^,  &  â  caufe  des 
triangles  femblables  A  CBt  P  M  Fy  UABD ,  £jî  G, 
ces  deux  autres  :  AC  (c).CB  (f)  ::  MP  (—)•  Mf 

m=f-~i  &  AB  faJ.BD  (g)  ::  M AP  (x).  MG 

Et  par  conféquent  MF        .  m  g  (U)  ::  a.  b. 
Ce  qui  étoit  propofé. 

Je  n'ai  refolu  cette  queftion  par  le  calcul ,  que  pour  Fig  i 
la  rapporter  à  la  Proportion  générale ,  &  commencer 
par  des  Exemples  fimples  &  aifés  à  en  faire  voir  l'appli. 
cation  j  car  on  peut  refoudre  ce  Problême  fans  aucun 
calcul ,  &  d'une  manière  plus  facile  en  cette  forte. 

Soient  tirées  les  droites  A  K ,  ^  z ,  qui  fartent  fur  A  B% 
AC  y  les  angles  donnés  A  AB  ,  L  &  qui  foient 
entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  a  à  b.  Soient  menées 
les  droites  K  M  ,X  M  %  parallèles  aux  côtés  A  B9  A  c , 
&  qui  fe  rencontrent  au  point  M  j  par  où  ,  &  par  Je  fom- 
met  A  de  l'angle  donné  BAC>  foit  tirée  la  ligne  A  M: 
Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  cherché. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  E  les 
droites  £  le ,  £  S ,  parallèles  à  A  K ,  A  L  }  on  aura  à  cau- 
fe des  triangles  femblables  A  E  K  t  m  ^  K ,  &  AES, 
MA  Z,  ces  proportions  EK.AK  ::  A  E.AM-.-.ES. 
AL.  Et  partant  ER.  ES::  AK.  AL  ::  a.  b. 

Exemple  II. 

Les  parallèles  AB.CD,  étant  données  de  f  i  ©  i 
pofition  |  trouver  le  lieu  de  tous  les  points  M  tellement 
placés  entre  ces  lignes ,  qu'ayant  tiré  les  droites  M  p  > 
M  G  y  qui  raflent  avec  elles  toujours  vers  la  même  parc 
des  angles  donnés  MP  B,  MGD  }  elles  foient  toujours 
entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  a  à  b. 

Ayant  pris  pour  l'origine  fixe  des  indéterminées  A  P 
(  x  ) ,  un  point  quelconque  ^  de  la  ligne  ^  £ ,  &  les  deux 
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droites  inconnues  &  indéterminées  AP  (x) ,  P M  [y) 
étant  fuppofées  connues  &  déterminées ,  on  mènera  Jes 
lignes  A  c ,  A  B  , parallèles  aux  deux  droites yMP  ,MGi 
&  on  nommera  les  connues  A  Cyc  ,A  £  ,  / }  Cela  fait , 
on  prolongera  P  M  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  CD  en 
ô:  les  triangles  femblables  C  A £  ,  F  M  G ,  donneront 

AC(c).AE{f)::MF(c — y).  MG  ^clrdl.  Or  fé- 
lon la  condition  du  Problème  qui  refte  à  accomplir,  il  faut 
que  MP  {y  Y  M  G  (e-tl!l)  :  :  a.  b  -t  d'où  l'on  tire  l'équa. 

tion  y  s=:  — qui  renferme  toutes  les  conditions  du  Pro- 

*  Art.  507.  blême  ,  &  dont  le  lieu  qui  eft  *  une  ligne  droite  indéfi. 

nie  H  M  menée  parallèlement  à  A  B  en  forte  que  AH 
b^'^,  éft  par  conféquent  le  lieu  cherché. 

Exemple  III. 

F  i  o.  187.  350,  D  eux  points  A  y  B ,  étant  donnez ,  en  trou- 
ver un  troifiéme  M  ,  tel  qu'ayant  mené  les  droites  MA, 
M  B  -,  elles  (oient  toujours  entr'elles  en  raifon  donnée 
de  a  à  b.  Et  comme  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  My 
il  eft  queftion  de  décrire  le  lieu  qui  les  renferme  tous. 

Ilpeut  arriver  trois  diffèrens  cas  félon  que  a  eft  moin- 
dre ,  plus  grand  ,  ou  égal  à  b. 

Premier  cas.  Par  le  point  M  ,  que  je  fuppo/ê  être  un 
de  ceux  qu'on  cherche  3  ayant  mené  la  ligne  MP  per- 
pendiculaire CurAB  (  car  n'y  ayant  point  d'angle  donné 
dans  le  Problême  ,  on  choifit  l'angle  droit  comme  le 
plus  fimple  ) ,  &  les  deux  droites  inconnues  &  indéter- 
minées A  P  (x)  ,  p  M  (y)  étant  fuppofées  connues  & 
déterminées  ;  on  nommera  la  donnée  A  By  c  j  &  a  cau- 
fe  des  triangles  re&angles  A  P  M }  BP  M ,  on  aura  les 
quarrés^  M~  xx-±yy>BM%  ~  ce —  icx-ïx  x-+yy. 
Or  parla  condition  du  Problême,  A  M  (xx—±yyj. 

S  M  (cc—icx-+  xx-+yy)::aa.bb.  D'où  ( en  mul- 
tipliant les  extrêmes  &  les  moyens  &  divifant  enfuite 
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par  b b~- a  a  )  on  forme  cette  équation  y  y  -\-  x  x 

*-**cc  z=X  »,  qui  renferme  la  condition  du  Problême, 

&  donc  le  lieu  qui  eft  par  conféquent  celui  qu'on  deman- 
de, fe  conftruit  par  le  moyen  de  l'article  311.  (Liv.  pre. 
ced.  )  en  cette  forte. 

Soit  prife  fur  la  ligne  AP,h  partie  A  C       llî- du  F  Ic<  ,$7> 
côté  oppofé  à  P  M  }  &  foie  décrite  du  centre  C,  &  du 
rayon  CD  ou  CE  Es  *be   la  circonférence  d'un  cer- 

de.  Je  dis  que  fa  portion  DMO  renfermée  dans  l'angle 
PA  O ,  fait  par  la  ligne  A  P  &  par  la  droite  A  O  menée 
parallèlement  à  P  M  &  du  même  côté  ,  fera  le  lieu  de 
l'équation  que  l'on  vient  de  trouver. 

Car  ayant  mené  d'un  de  (es  points  quelconques  M ,  la 
perpendiculaire  M  P  fur  A  B ,  on  aura  par  la  propriété 

du  cercle  TJ)  — c7'ou  EP*PD~  P  M }  c'eft  à  dire 
en  mettant  pour  ces  quarrés  leurs  valeurs  analytiques , 
l'équation  précédente. 

Si  l'on  fuppofe  à  prefent  que  les  points  M  tombent 
dans  l'angle  £  A  R  oppofé  au  fbmmet  à  l'angle  B  A  O 
dans  lequel  on  a  fuppolé  en  faifant  le  calcul  qu'ils  étoient 
/itucs,  on  trouvera  en  faifant  *3T7>=*.—  x  ,&  PAi*-;,  «^.304. 
la  même  équation  que  ci  deflus ,  tant  par  la  condition 
du  Problême,  que  par  la  propriété  de  la  portion  R  ME 
de  la  même  circonférence  que  l'on  vient  de  décrire  j 
d'où  il  fuir  que  cette  portion  eft  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M ,  lorfqu'ils  tombent  dans  l'angle  RA  E.  Ec 
fi  l'on  fuppofe  enfin  que  les  points  M  tombent  dans  l'an- 
gle BAR  &  enfuite  dans  l'angle  EAOyon  trouvera  de 
même  (en  obfervant  de  faire  P  M  a-— y ,  lorsqu'il  tom- 
be de  l'autre  côté  de  la  ligne  A  h ;  j  &  A  P  =»—  v ,  lorf- 
que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  du  point  fixe  A ) 
que  les  portions  D  R ,  EO ,  de  la  même  circonférence 
feront  les  lieux  de  ces  points  $  fie  qu'ainû  la  circonferen- 
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ce  entière  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  DE  t  eft  le  lieu 
complet  de  tous  les  points  requis  M. 

S*c*nd  car»  On  trouvera  par  un  rationnement  fembla- 
ble  à  celui  du  premier  cas  ,  cette  équation  yy-^r** 
_ *■**<*  ^1-  **e c  ^o.  dont  le  lieu  fe conftruit ainfi. 

«  *—b  v         *  « — bb 

F  x  c.  iSS.  Soit  prife  fur  A  P  ,  la  partie  A  c«  du  côté  de 
PM  >&  Toit  décrite  du  centre  C,  6c  du  rayon  CD  ou 
C£  =-  -liL.un  cercle.  Je  dis  que  fa  circonférence  fera 

le  lieuse  tous  les  points  requis  M.  Cela  fe  prouve  de 
même  que  dans  le  premier  cas. 

Si  l'on  conftdere  dans  ces  deux  cas  que  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  diamètre  DE,  &  qui  eft  le  lieu  de  tous 
les  points  cherchés  M  ,  doit  couper  la  ligne  A  B  en  deux 
points  £>,  £,tels  que  AD.DBm  a.  4,êc  AE.  E  B  :: 
a.  b  j  puifque  le  point  M  tombant  en  D  la  droite  A  M 
devient  ADyàiBM,BDi6cdc  même  que  le  point 
•  M  tombant  en  E ,  la  droite  A  M  devient  A  E  ,  &  B  M, 
B  E  :  on  abrégera  de  beaucoup  les  conftruclions  précé- 
dentes. Car  il  eft  vifible  qu'ayant  divifé  la  ligne  A  B 
prolongée  du  côté  qu'il  fera  neceflàirc ,  en  deux  points 
D,  £  ,  tels  que  AD.DB  ::  a.  A  E.  EB  ::  a.bs  la 

ligne  D  E  fera  en  l'un  &  l'autre  cas  le  diamètre  de  la  cir- 
conférence qui  eft  lieu  cherché. 

Troifième  cas.  Puifque  dans  ce  cas  a=*b ,  l'équation 
♦  Art.  jo7.  précédente  fe  change  en  celle-ci  x-;f}  d'où  l'on  voit  ♦ 
F  io.  18?.  que  fi  l'on  prend  A  P  égale  a  la  moitié  de  AB  &  qu'on 
tire  la  droite  PM  perpendiculaire  fur  A  B ,  cette  ligne 
PM  indéfiniment  prolongée  de  part  &  d'autre ,  fera  le 
lieu  de  tous  les  points  requis  M.  Ce  qui  eft  d'ailleu» 
évident  par  les  Elemens  de  Géométrie. 

Exemple  IV. 

f ,  c.  ij0,       35Ia  D  lux  lignes  droites  D  E ,  D  indéfiniment 
prolongées  de  parc  &  d'autre  du  poinc  D ,  étanc  données 
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de  pofîdon  fur  un  plan  t  avec  un  point  c  hors  de 
ces  lignes  ;  foie  imaginé  un  angle  donné  ce  M  Ce  mou* 
voir  par  ion  fommec  E  le  long  de  .D  E  3  en  forte  que 
fon  côté  £C  qui  rencontre  .DiV  en  AT,  pafle  toujours 
par  le  même  point  C,  &  que  Ton  autre  coté  EM  (oit 
toujours  troifiéme  proportionnel  à  iVC ,  C£.  Onde- 
mande  le  lieu  de  tous  les  points  M  dans  ce  mouve- 
ment. 

Soient  menées  C  A  parallèle  à  D  jV}  &  c  5  qui  faflè 
fur  D  £  au  point  i?  un  angle  égal  à  l'angle  donné  CE  M  % 
du  côté  qu'il  fera  neceflaire  ,  afin  que  CE  tombant  fur 
CB  la  droite  £  Af  tombe  fur  DE.  Cela  pofé  je  diftin- 
gue  la  queftion  en  trois  differens  cas  :  car  ou  le  fommet 
e  de  l'angle  donné  c  E  M  fe  meut  fur  la  droite  DE  de 
l'autre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point  A  \  ou  en- 
tre  les  points  B ,  A }  ou  enfin  de  l'autre  côté  du  point 
A  par  rapport  au  point  B. 

Premier  cas.  Lorfque  le  fommet  £  fe  meut  fur  la  li- 
gne D  £  de  l'autre  côté  du  point  B  par  rapport  au  point 
Ayant  mené  du  côté  du  point  C  la  ligne  A  j2 qui 
faflè  fur  DE  au  point  A  l'angle  BAQ^  égal  a  l'angle 
ABC y  on  tirera  par  l'un  des  points  cherchés  M ,  que  l'on 
regarde  comme  donné ,  la  ligne  MB  parallèle  à  A  O ,  & 
qui  rencontre  D  £  en  P  j  &  on  aura  deux  triangles  fembla- 
bles  CBE  ,  EPM  -y  car  les  deux  angles  CBE,  EPMy  font 
égaux  chacun  à  l'angle  donné  CE  M%  &  de  plus  les  angles 
BC  E ,  />£  Af ,  font  aufB  égaux  entr'eux  j  puifque  dans  le 
triangle  CBE  l'angle  externe  CEP  ou  C£A/-+  iV£  Ai  eft 
égal  aux  deux  internes  oppofé*  BCE  &  C££  ou  CEM.  Si 
donc  Ton  nomme  les  données  AD>*  ->ABy6iB  c%c j 
fit  lei inconnues  &  indéterminées  AP%  x,PMyys  AE%k% 
os  aura  ,  tant  â  caufe  des  parallèles  DN,  ACt  que  de 
la  condition  du  Problême  ,  ces  proportions  AD  (a). 
AE{0''-  CK.CE::  C  E.  E  Af::C  B  {c).  E  P  (x— O:: 
B  E  (z^B).PM  {y)  i  d'où  l'on  forme  (en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens)  ces  deux  équations  a  $ 
«r^ôc  *y«»*x--^,  qui  t  en  prenant ,  pour  abréger, 


i5*  -  Livre  Huitie'mi. 

,  6c  faifant  évanouir  ^,  fe  reduifent  a  celle  cl 

xx—  y*— Ç1"  nc  renferme  plus  que  les  incon- 

nues  x  &  jr,  &  dont  le  lieu  ,  qui  eft  celui  que  Ton  cher- 
♦  Art.  jio.'  che ,  fe  canftruit  *  ainfl 

Soie  prife  fur  la  ligne  APy  la  droite  A  F  trttdu 

côté  de  PM\  &  ayant  mené  F  L  parallèle  à  P  M  ,  foit 
pnfe  fur  cette  ligne  du  côté  oppofë  à  PM,  la  partie 

F  G  £=  ~  .  Soit  décrite  du  diamètre  G  L  qui  ait  pour  ori- 
gine le  point  G  ,  pour  paramètre  G  H  cr^ ,  &  pour  or. 

données  des  droites  L  M  parallèles  à  A  P ,  une  Parabo- 
le qui  s'étende  du  côté  de  P  M.  je  dis  que  fa  portion 
indéfinie  O  M  renfermée  dans  l'angle  PA  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  ayant  mené  d'un  de  fes  points  quelconques  jW, 
la  ligne  M  ^  parallèle  i  A  P  &  qui  rencontre  le  dia- 
mètre C  L  en  L  ,  on  aura  M  L  ou  P  F     x — 1£  &  O'Z 

:=;^-|-ii,&  par  la  propriété  de  la  Parabole  ,  M  L 

(  *  *  -  ILx  -+■  iif  )  S  Z  G  «  G  H  (£  ;  -1-  i£)  :  ce  qui 

en  tranfpolânt  à  l'ordinaire  adonne  l'équation  xx  —  ~-x 

—  £y         qu'il  falloic  conftruire. 

<•/*/.  Lorfque  le  fommet  £  parcourt  la  partie 
3  A.  Il  eft  clair  dans  ce  cas  que  les  points  M  tomberont 
de  l'autre  côté  de  B  E  >  puifque  l'angle  donné  C  £  M 
fera  toujours  plus  grand  que  l'angle  c  £  P  qui  diminue 
continuellement.  C'eft  pourquoi  j'ai  PMz=> — j,  & 
comme  je  trouve  par  un  raifonnement  femblable  au  pré- 
cèdent ,  la  même  équation  ->  il  s'enfuit  que  la  portion  AGO 
de  la  Parabole  que  l'on  vient  de  décrire  ,  fera  le  lieu  de 
tous  les  points  M  -y  puifqu'elle  donne  aufli  par  fa  propriété 
cette  même  équation. 

Tjoifième  cw.  Lorfque  le  fommet  fe  meut  de  l'autre 

côtd 
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côté  du  point  A  par  rapport  au  point  S.  Il  cft  clair  en. 
core  dans  ce  cas  que  tous  les  points  cherchés  M  doivent 
tomber  au  deflous  de  la  ligne  D  E  *  &  on  trouvera  com- 
me dans  le  premier  cas  AD.  AE:iCN.CE  :  :  CE.  EAl  :  : 
CB.  EP.  Et  partant  AD*  CB  ::  AE.EP.  D'où  l'on 
voit  que  EP  eft  plus  grande  ,  moindre,  ou  égale  à  EA 
félon  que  C  B  eft  plus  grande ,  moindre ,  ou  égaie  à  A  D  j 
&  qu'ainû  prolongeant  /Ij^au  deflous  àc  DE  vers  iC, 
tous  les  points  cherchés  M  tombent  dans  l'angle  BAK 
dant  le  premier  de  ces  trois  cas ,  dans  Ton  complément  â 
deuxp  droits  DAK  dans  le  fécond  cas*  &  enfin  fur  Ut 
droite  A  K  dans  le  troifiéme  cas.  Je  fuppofe  ici  que  CB 
foit  plus  grande  que  A  D }  &  comme  fanant  PM  =3  — jf, 
parce  qu'il  tombe  de  l'autre  côté  de  A  P  y  je  ne  trouve 
plus  la  même  équation  que  dans  le  premier  cas ,  je  ne 
fais  plus  d'attention  à  la  conftrudion»  de  ce  cas.  Ceft 
pourquoi  nommant  à  l'ordinaire  APt  x  }  P  M  ,y;  j'ar- 
rive à  cette-  équation  xx-+t£x — Hyzzo,  dans  la- 
quelle g  es  c — <*,  dont  le  lieu  qui  eft  celui  que  l'on  cher, 
che  eft  une  portion  indéfinie  A  M  d'une  autre  Parabole 
que  la  précédente  laquelle  s'étend  vers  le  côté  oppofé , 
&  qui  fe  conftruit  *  en  cette  forte.  *  ^rtV  31», 

Soit  prife  fur  AP  de  l'autre  côté  de  PM  la  partie 

AS  x=X^\  Toit  menée  57*  s= — parallèle  à  AQy&.  du 

côté  oppofé  i  PM  j  foit  décrite  du  diamètre  7*5  qui 
ait  pour  origine  le  point  7\  pour  paramètre  une  ligne 

e-i* ,  &.  pour  ordonnées  des  droites  parallèles  ÏA?\  une 

Parabole  qui  s'étende  du  côté  de  P  M.  Sa  portion  indé- 
finie A  M  renfermée  dans  l'angle  PA  K  fera  le  lieu  de  ' 
tous  les  points  cherchés  M  dans  ce  dernier  cas ,  où  l'on 
fuppofe  que  CJ?  furpaflè  A  D. 

Il  eft  donc  évident  que  le  lieu  cherché  de  tous  les 
points  M  eft  compofe  de  deux  portions  indéfinies  de 
différentes  Paraboles  ,  dont  l'une  A  G  o  m  s'étend  du 
côté  de  C  ;  &  l'autre  A  M  du  côté  oppofé ,  &  partent 
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toutes  deux  du  point  A  j  car  le  côté  C  E  de  l'angle 
donne  CEM  tombant  fur  c^f  parallèle  à  DN,  il  eft 
clair  que  c  devient  infinie ,  fie  qu'ainfi  E  M  eft  nulle 
ou  zéro ,  puifqu'on  a  toujours  N  C.  CE::  CE.  E  M  : 
c'eft  à  dire  que  le  point  M  fe  confond  avec  le  point  E 
qui  tombe  fur  le  point  D.  D'où  l'on  voit  que  ^  F  e(t 
une  ordonnée  au  diamètre  JG,&  au  diamètre  <STi 
ce  qui  donne  lieu  à  la  conftrudion  fuivanre  qui  eft  gé- 
nérale. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  indéfinie  AP  de  part  &  d'au- 
tre du  point  B  les  parties  B  O ,  B  R,  égales  chacune  à  la 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  D  A  ,  A  £, 
B  Ci  on  mènera  par  les  points  de  milieu  F,  S ,  l'un  de  ^  0, 
l'autre  de  A  R ,  les  droites FG  ,57",  parallèles  à  ^ ^  & 
égales  chacune  à  la  troifiéme  proportionnelle  à  4  ^4  D ,  & 
à  ^  ^  i  fçavoir ,  JCr  du  côté  oppofé  au  point  c,  &  5  T  du 
même  côté.  Cela  fait,  on  décrira  deux  diflèrentes  Pa- 
raboles dont  l'une  aura  pour  diamètre  GF  fie  pour  or- 
donnée F^ty&  l'autre  pour  diamètre  TS  fie  pour  or- 
donnée SA  j  je  dis  que  leurs  portions  indéfinies  M^iGOM 
feront  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  BO  ou  BR         ôe  partant  A  F  ou  7  ^0 

-4-11=.^;  8c  de  même  A  S  ou  7  —  4* 

.-,*£..  Donc  &c. 

On  peut  remarquer  en  paûant  que  Ci  l'angle  donné, 
qui  fe  meut  par  fon  fommet  le  long  de  la  ligne  D  E ,  étoit 
égal  au  complément  à  deux  droits  de  l'angle  C'E  M\'fats 
rien  changer  au  refte  >  c'trft  à  dire  que  Jcs  points  M  eom- 
baflent  fur  la  ligne  E  M  prolongée  de  l'autre  eôté  du 
point  £  ;  le  lieu  de  tous  les  points  M  feroit  alors  les  por- 
tions reftantes  des  deux  Paraboles  que  l'on  vient  de  dé- 

crire.  - 

Si  les  points  étoieat  fitucs  dîfSrrernment 

de  ce  qu'on  les  fuppofe  dans  cette  figure ,  à  laquelle  on 
a  accommodé  le  raisonnement  >  on  arhveroit  toujours 
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comme  l'on  vient  de  faire  à  deux  équations  qui  ne  pour- 
roient  être  différentes  des  précédentes  que  par  quel- 
ques lignes ,  &  dont  les  lieux  fêroient  par  conféquent 
des  portions  de  Paraboles  qye  l'on  décriroit  avec  la  mê- 
me facilité. 

Le  Comte  Jtsger  de  Vintimille  a  propofé  ce  Problême 
avec  quelques  autres  dans  le  journal  de  Parme  du  mois 
d'avril  jde  Tannée  1693.  ce  qui  a  donné  occasion  au  Pere 
Ssquerius  de  fahre  imprimer  un  petit  Livre  à  Milan ,  dans 
lequel  il  avoue  qu'il  n'a  pû  re foudre  celui  ci ,  quoiqu'il 
faffè  aflez  paroître  par  la  folution  des  autres  qu'il  eft  fort 
verlé  dans  la  Géométrie. 

Exemple  V. 

352-  Une  ligne  droite  indéfinie  AP  étant  donnée  Fie.  151. 
de  pofition  ,  avec  deux  points  fixes  A ,  C,  l'un  fur  cette 
droite,  &  l'autre  au  del  lors  j  foit  décrite  une  Parabole 
*A  M  qui  ait  pour  paramètre  unex  ligne  quelconque ,  & 
pour  axe  la  hgne  A  P  dont  l'origine  foit  en  A  }  &  /bit 
menée  du  point  donné  C  une  perpendiculaire  CM  à  cet- 
te Parabole.  On  demande  le  lieu  de  tous  les  points  M  t 
dont  il  eft  vifi'ole  qu'il  y  a  une  infinité  >  puifque  chan- 
geant continuellement  de  paramètres  ,  on  peut  décrire 
une  infinité  de  Paraboles  différentes  ,  qui  ayent  toutes 
pour  axes  la  même  dtoite  indéfinie  A  P  ,  dont  l'origine 
loit  toujours  en  Ai 

Ayant  mené  par  le  point  donné  C  la  perpendiculaire 
CB  fur  A  P  ,  &  par  un  des  points  c  herches  M  que  l'on* 
regarde  comme  donné  ,  les  droites  M  P  y  M  K  ,  parallè- 
les i  B  C,  A  P ,  &  la  tangente  M  T }  on  nommera  les* 
données  A  B  ,  a  5  B  C,  b  j  6c  les  inconnues  &  indéter- 
minés A  P  ,x  j  P  M^j  i  ce  qui  donne  C  Jf  —  b  — y  r 
M  K  =:  a  -+  x.  Or  par  la  condition  du  Problême ,  l'an- 
gle CMT  eft  droit  j  &  par  confequent  les  triangles  rec 
tangles  TPMy  CKM ,  feront  femblables }  car  fi  l'on  ôte 
des  angles  droits  CMT%  KMP,  le  même  angle  KMT*. 
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•Art.ix.  les  tefasCMK,TMPy  feront  égaux  Donc  TP*  (  2  x). 

&  xj.  p  M  (y)  :  :  CR  {b—y  ).  K  M  (  a-+  x )  t  d'où  l'on  forme 
en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  cette  équa- 
tion y  y  —  ^4utJfH-u^s«,  dont  le  lieu  qui  cft 

9  Art.  jx».  ccjUI  qU«on  demande  eft  *  une  Ellipfe  que  Ton  conftruit* 

+An*  524*  en  cette  forte. 

Ayant  mené  AD  t^\b  perpendiculaire  à  AP  &  du 
côté  de  P  M y  &  tiré  la  droite  indéfinie  D  L  parallèle  a 
A  P  y  on  prendra  fur  cette  ligne  la  partie  D£  £s  -  a  du  côté 
oppolé  à  PM  j&de  part  6c  d'autre  du  point  £  les  parties 
EFy  EG  égales  chacune  â  A^"  ^aa-^-^bb.  En  fuite  de 
l'axe  i7  C?  qui  air  pour  paramètre  une  ligne  G  H  double 
de  F  G ,  on  décrira  une  Ellipfe.  Je  dis  que  fa  portion 
*AMO  renfermée  dans  l'angle  PA  D  eft  le  lieu  de  l'é- 
quation précédente  ;  &  par  confêquent  de  tous  les  points 
cherchés  M  ,  lorfqu'ils  tombent  dans  cet  angle. 

Car  prolongeant  P  M  ,  s'il  eft  neceffaire ,  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'axe  F  G  en  L ,  on  aura  l'ordonnée 
ML  tzl-b — y  y  &  EL  Sj^-f  x,  &  par  la  propriété 

de  PEllipfe,  FL*LG  ou  E  F  —1TL  [~bb — ax — xx). 

L  M  {l-bb —  by-+yy)  :  :  F  G.  G  H  ::  1.  1  $  ce  qui  don- 
ne en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ^^—14* 
—  xxx  tn-^bb  —  by-+yy.  Donc  cVc. 

Si  Ton  fuppofe  à  prêtent  que  les  points  M  tombent 
dans  les  angles  S  A  D ,  S  A  Â ,  on  trouvera  toujours  la 
même  équation  que  ci-deiTus,  tant  par  la  condition  du 
Problême  que  par  la  propriété  de  l'EUipfe  $  en  obfervant 
de  faire  AP  :=:  —  x ,  &  PM  ss — y ,  lorfque  le  point  P 
tombe  de  l'autre  coté  de  l'origine  Ay  &  P  de  l'autre 
côté  de  la  ligne  ^  F.  D'où  il  fuit  que  les  portions  de  PEU 
lîpfe ,  que  l'on  vient  de  décrire ,  renfermées  dans  ces  an- 
gles font  le  lieu  de  ces  points. 

On  doit  remarquer  qu'il  eft  impoffîble  qu'aucan  des 
points  cherches  M ,  tombe  dans  Pangle  PAR,  oppofé 
au  fommet  à  l'angle  £  A  D  dans  lequel  cft  fitué  le  point 
donné  c ,  d'où  doivent  partir  toutes  les  perpendiculai- 
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res  aux  Paraboles.  Car  fi  d'un  point  quelconque  pris 
dans  cet  angle  P  A  R ,  on  mené  des  droites  comme  M  Py 
MT ,  perpendiculaires  fur  AP  &  CM,  il  eft  vifible  que 
les  points  P>  7",  tomberont  du  même  côté  du  point  4 ,  & 
par  confequent  que  cette  ligne  MT  ne  pourra  être  tan- 
gente en  M  comme  le  demande  la  queftion. 

Si  Ion  fuppofe  que  A  P  (  x  )  devienne  nulle  ou  zéro , 
I  équation  précédente//  —  by—±xxx x  o  fe  chan- 
gera en  celle-ci/  y — by  es  * ,  dont  les  deux  racines  font 
/  S* i 4}  ce  qui  fait  voir  qu'en  tirant  ./f  o  paral- 
lèle &  égale  à  2?C,  le  lieu  des  points  cherches  M  palïera 
par  les  deux  point  A ,  o.  On  prouvera  de  même  en  fup- 
pofant  que  le  point  P  tombe  de  l'autre  côté  de  l'origine 
A ,  &  faifant  A  P  (  —  x )  —  ^  B{a)y  que  ce  même  lieu 
paflera  par  les  points  B  ,Cj  de  forte  que  l'Ellipfedoit  être 
décrite  autour  du  re&angle  A  BCO.  Ceci  donne  lieuâ 
une  nouvelle  conftru&ion  que  voici. 

Soit  formé  le  redangle  A  B  co  ,  &  foit  décrite  *  au-  *An'  Vé* 
tour  de  ce  rectangle  une  EHipfe,  dont  l'axe  F  G  parallèle 
aux  côtés  A  B  ,OC,  foit  à  ion  paramètre  G  H ,  comme  i 
eft  à  i.  11  eft  évident  qu'elle  fera  le  lieu  cherché. 

R.  B  M  A  R  QJCJ  E  h 

353*  Si  la  nature  des  lignes  courbes  telles  que  A  M 
ctoit  exprimée  par  l'équation  générale  y***=*  *m a*~~m  (  les 
lettres         marquent  les  expofans  des  puiflances  de  y 
&  x  tels  qu'ils  puidènt  être  )  qui  renferme  *  non  feule-  *  Art.  119. 
ment  la  Parabole  ordinaire,  mais  encore  celles  de  tous 

les  degrés  à  l'infini  $  oa  auroit  T  P  \.  P  M  (y)  :  :  *Art.  157. 

CK  (      y  ).  X M  {  a  H-x  )  :  ce  qui  donne// — by  -+  1  x  x 

m\-  —  ax~o,  dont  le  lieu  qui  eft  celui  qu'on  cherche, 

eft  une  Ellipfe  que  Ton  conftruira  félon  l'article  311.  ou 
bien  félon  l'article  176  fi  Ton  obferve  que -cette  Ellipfe 
doit  palier  autour  du  rectangle  donné  A  BCO  ,  &  que 
fon  axe  F  G  parallèle  aux  côtés  A  B ,  OC ,  doit  être 

Kk  jij 
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à  fon  paramètre  G  H  en  la  raifon  donnée  de  m  à  n. 

Remarque  II. 

F  i  o.  191.  354—  S  1  le  centre  E  de  I'Ellipfe  qu'on  vient  de  décri- 
re tomboit  fur  l'origine  A  Je  l'axe  commun  AP  de  toutes 
les  Paraboles  ^  M  -y  &  l'axe  F  G  de  l'Ellipiè  fur  l'axe  At 
des  Paraboles  :  cette  Eilipfe  couperoit  toutes  ces  differen. 
tes  Paraboles  à  angles  droits.  On  peut  énoncer  ce  Théo, 
rême  de  la  manière  qui  luit. 

Fie.  ijz.  Soient  une  infinité  de  Paraboles  comme  *A M  de  tel 
degré  qu'on  voudra,  qui  ayent  toutes  pour  axe  commun 
la  même  ligne  AP  ,  dont  l'origine  efl  toujours  au  même 
point  A  j  &  foit  une  Eilipfe  qui  aie  pour  centre  le  point  At 
&  dont  l'axe  F  G  fitué  fur  AP  foit  a  fon  paramètre ,  com- 
me le  nombre  m  expofant  de  la  puiflance  de  AP  (x)  eft 
au  nombre  »  expofant  de  la  puiflancede  PM(y  ),àias 
l'équation  générale y"  =  xman—m  qui  exprime  la  nature  des 
Paraboles  >A  M.  je  dis  que  cette  Eilipfe  coupera  toutes 
ces  Paraboles  à  angles  droits. 

Par  le  point  M ,  où  elle  coupe  telle  de  ces  Paraboles 
qu'on  voudra,  ayant  mené  la  tangente  MTz  cette  Para- 
bole, &  M  S  perpendiculaire  à  cette  tangente  j  il  eft  quef- 
tion  de  prouver  que  MS  touche  I'Ellipfe  au  pointrJM.  Pour 
en  venir  à  bout ,  on  tirera  la  perpendiculaire  M  P  fur 
l'axe ,  &  ayant  nommé  les  indéterminées  Af ,  x  s  PM,y  -, 
&  la  donnée  FG  >  %t  j  on  aura  par  la  propriété  de  l 'Ei- 
lipfe /P  (rr — xx).  p  M *  (yy)  :im.  »,  &  partant 
myyzz  ntt~ nxx.  Or  à  caufe  des  angles  droits TPM^ 

+Art.  ij7.  TMS,  il  vient  T P  *  (  1  x ) .  P  M  (y)  :  :  P  M  {y  ).  P  5 
bJZIZ  %  &  par  conféquent       ou  ^PH-PScs  j»**"*'"'^ 

9  âf  nx 

«*~en  .mettant  pour  w^jr  la  valeur  que  l'on  vient  de 

trouver  ntt~nxx.  D'où  l'on  voit  que  AP.  AF:  :  AF.  AS, 
9  Art.  57.  &  qu'ainfi  *  la  ligne  M  S  touche  l'Ellipfe  au  point  M. 
Ce  qu'il  falloit  &c. 
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Exemple  VI. 

355-  Soient  imaginées  une  infinité  d'Hyperboles  F  i  «.  19$. 
qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes  les  mêmes 
droites  AP,  A  0  v données  de  pofîcion ,  qui  font  entr'elles 
un  angle  droit  PA  O  s  &  foient  conçues  partir  d'un 
point  donné  c  une  infinité  de  perpendiculaires  comme 
C  M  à  ces  Hyperboles.  On  demande  le  lieu  de  tous  les 
points  M ,  où  chacune  des  droites  CM  rencontre  l'Hy- 
perbole à  laquelle  elle  eft  perpendiculaire. 

Ayant  tiré  les  mêmes  lignes  que  dans  l'exemple  pré- 
cèdent ,  &  les  ayant  nommées  par  les  mêmes  lettres , 
on  arrivera  de  même  à  cette  proportion  TP  *  (  x  ).  *Art,  107. 
P  M  {y)  ::  CK  (b — j)>  KM  {a  —  x)  $  ce  qui  donne 
cette  équation     —  by —  xx-+ax  s*,  dont  voici*  le  *  Art.  jjo. 
lieu. 

Ayant  pris  fur  l'Afymprote  AO  parallèle  à  PAfy  la 
partie  A  D  z^^b ,  &  mené  DL  parallèle  à  A  P  \  on 
prendra  fur  cette  ligne  la  partie  D  £  tz\a  du  côte  de 
PM%  &  de  part  &  d'autre  du  point  £ ,  les  parties  £  F , 

EGy  égales  chacune  it^ ~aa — Ibbour  \bb — \aa 
félon  que  a  eft  plus  grand  ou  moindre  que  b.  On  décri- 
ra enfuite  de  la  ligne  FG,  comme  premier  axe  dans  le 
premier  cas  y  &  comme  fécond  dans  le  deuxième  ,  deux 
Hyperboles  oppofées  équilateres.  Je  dis  que  leurs  por- 
tions renfermées  dans  l'angle  P^o feront  le  lieu  de 
cette  équation,  &  par  conféquent  celui  de  tous  les  points 
cherches  M. 

Car  prolongeant  P  M  (s'il  eft  neceflàire)  jufqu'à  ce 
"qu'elle  rencontre  l'axe  FGt en  L ,  on  aura  l'ordonnée 
ML  ~\b — ytU  la  partie  £  Z.  =:  x  —  par  h* Art.  117* 

propriété  des  Hyperboles  équilateres  £~Z"  ^ 

{xx^ax^r  ~bb)  ~  L  M*  (Lbb  —  by-fyy).  Donc&C. 

-Si  x  ïsi  b\  la  çonftrtr&ion  précédente  n'a  plus  de  lieu , 
car  la  valeur  du  demi  axe  E  F  ou  £  G  devient  nulle.  Et 
comme  l'équation  précédente  devient  celle  ci  y  y  —  a  y 
—  S=*,ouy7—         \aa*=> xx— 
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de  laquelle  extrayant  de  part  fie  d'autre  la  racine  quat* 
rée  ,  il  vient^ — \a  ET* —  ±aouy~  —  yzZ  x 

 ^aowy  zza  —  x  }  il  >'enluit  que  fi  l'on  achevé  le  rec- 

Fi    1*4.  tangle  ^    C  O  ,  &  qu'on  tire  les  deux,  diagonales  C% 
JSO  :  elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  AU 
Car  la  diagonale  ^  c  elt  le  lieu  de  la  première  équation 
yzi  *,&  l'autre  diagonale  .0  0  ettie.  lieu  de  la  deuxième 
yzz* — x. 

K  E  M  A  R  Q^U  B  II 

Ti:  H6'  S  1  la  nature  des  lignes  courbes  qui  ont  pour 

Afymptotes  les  droites  si  B  ,  ~A  0 >■,  ctoit  exprimée  par 
•  An,  119.  l'équation  générale  xmfzz        qui  renferme  *  les  Hy- 
*Arl       pernoles  de  tous  les  degrés  à  l'infini ,  on  auroit  T  />+ 
'  (-x).PM  [y)  ::  CK{h  —  y).  KM  (a  —  x)  <>  ce  qui 

donner — by — — xx  -f  ^ax     0  ,  dont  le  lieu  fe 

WÏÏ9  Www  , 

+  Art  ,.0t  conftruit  *  ainfi. 

3        Ayant  trouvé  le  point  E  comme  dans  l'exemple  ,  on 
prendra  fur  D  L  de  part  fie  d'autre  du  point  £,  les  par- 

ties  Ef\  EG  ,  égales  chacune  ~bb  ou 

_— —  4  * 

V Zbb — félon  que  naa  eft  plus  grand  ou  moin. 
4» 

dre  que  mbb.  Emuite  de  la  ligne  F  G  comme  premier 
axe  dans  le  premier  cas ,  fie  comme  fécond  dans  Je  deu- 
xième, qui  K>it  a  fon  paramètre  en  la  raifon  donnée  de 
m  à  »,  on  décrira  deux  Hyperboles  oppofées  t  leurs  por- 
tions renfermées  dans  l'angle  O  A  B  feront  leJieu  qu'on  . 
cherche. 

Si  a.b  :  :  Vm.  V»,  l'équation/;—  by—JLx  x  -f  ~d  x  »o 
F 19.  154.  fe  change  en  celle-ci yy~ay/^—2-xx-ïï.4Xm*i% 
ou  y  y — ay  f/ï- xx  —  JL^x-^—  de  là- 

JJ  '       m  4*»        m  m  4m 

quelle  extrayant  de  parc  &  d'autre,  la  racine  quarrée-,  il 

vient . 
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vient  y  —  i«  |/ï-*fï  _  ;  "^JL,  ou i  & 

{«fi^-*fi_^i.oii  y=*V-  -  *  fi .  D'où 

m  m  M  I» 

il  fuit  que  fi  l'on  achevé  le  reftangle  ABCOy&  qu'on 
tire  les  diagonales  5  O  ,  ^  c  ;  ces  deux  lignes  droites 
feront  le  lieu  de  tous  les  points  cherchés  M  :  car  la  dia- 
gonale A  C  eft  le  lieu  de  la  première  équation /— , 

&  l'autre  diagonale  B  o  le  lieu  de  la  féconde ^«^KZ 

—  m 

Oh  prouvera  de  même  que  dans  l'EIIipfe,  que  les  Hy-  Fie,  193. 
perboles  oppofées  qui  font  le  lieu  cherché  ,  doivent  être 
décrites  autour  du  rectangle  donné  A BCO  j&  comme 
Taxe  F  G ,  parallèle  aux  côtes  A  B }  oc,  doit  être  à  fon 
paramètre  en  la  raifon  donnée  de  m  à  »,  il  s'enfuit  qu'on 
peut  décrire,  fi  l'on  veut,  ces  Hyperboles  par  le  moyen 
de  l'article  176.  (Liv.  4.) 

Remakc^ue  II. 

Î57-  S  i  le  centre  £  de  l'Hyperbole  BFC tomboit  Fi*  io*- 
tor  le  point  A ,  &  fon  axe     G  fur  la  ligne  ^  /> }  je  dis  ' 
que  cette  Hyperbole  couperoit  à  angles  droits  routes 
celles  qui  ont  pour Afymptotes  les  droites  AP,^o.Cç 
qu'on  peut  énoncer  ainfi. 

Soient  une  infinité  d'Hyperboles  de  tel  degré  qu'on  F 10/  i95. 
voudra,  qui  ayent  toutes  pour  Afymptotes  communes 
les  mêmes  droites  A  Py  A  o ,  qui  font  entr'elles  un  an- 
gle droit  i  &  foit  une  Hyperbole  ordinaire  F  M  qui  aie 

Î>our  centre  le  point  Ay  &  dont  le  premier  axe  F  G  fitué 
ur  A  Pt  foit  à  fon  paramètre  comme  le  nombre  m  expo- 
fant  de  la  puuTance  de  AP  (x  )  eft  au  nombre  «expofant 
de  la  puiflance  de  P  M  (y)  dans  l'équation  générale xm yn 
zïam'¥m  qui  exprime  la  nature  des  Hyperboles  MA  M. 
Je  dis  que  l'Hyperbole  FM  coupe  à  angles  droits  toutes 
ces  différentes  Hyperboles. 

LJ 
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rit  Livre  Hurn e*ic i. 

Ayant  mené  par  le  point  M  où  elle  coupe  telle  de 
ces  Hyperboles  qu'on  voudra,  une  tangente  MT  à  cet- 
te Hyperbole ,  &  une  perpendiculaire  M  S  i  cette  tan- 
gente  j  il  s'agit  de  prouver  que  l'angle  TMS  fera  droit, 
pour  le  faire  ,  on  tirera  M  P  perpendiculaire  fur  l'A- 
fymptotC/f  P  -,  &  ayant  nommé  les  indéterminés  AP, x  $ 
F  M  ,  y  j  &  la  donnée  F  G ,  i  /  j  on  aura  par  la  propriété 
de  l'Hyperbole  F  M  cette  proportion  FP  *  PG  (  x  x— r  t  ). 

FM  {y  y)  ::  m.ny  &  partant  wjj ZZ  nxx — ntt.  Or  à 

»      *j7.  caufe  des  angles  droits  TPM,  TMS ,  il  vient  TP  *  (  1  x  )  . 

pjlf  [y)::PM  (y).  PS  zz^2Z.  Et  par  confequéht  ^5 

ou  «4  P —  PS  ZZ  nxx^77  «=  7  en  mettant  pour  m  y  y  la 
valeur  qu'on  vient  de  trouver  »xat  —  ntt.  D'où  l'on 
voit  que  AS  eft  troifiéme  proportionnelle  a  APtAF-9 
&  qu'ainfi  »  la  ligue  M  S  touche  l'Hyperbole  FM  au 
point  JVf.  Or  qu'il  jalloit  démontrer. 

Exemple  VII. 

558.  L  a  Parabole  C  étant  donnée ,  on  demande 
le  lieu  de  tous  les  points  M,  tels  qu'ayant  mené  de  cha- 
cun de  ces  points  ,  deux  tangentes  M  B  y  M  c,  à  cette 
Parabole  i  l'angle  BMC  qu'elles  comprennent  £oiz  tou- 
jours égal  à  un  angle  donné. 

Il  peur  arriver  que  l'angle  donné  BMC foit  aigu,  ob- 
tus, ou  droit  j  ce  qui  fait  trois  diflferens  cas. 

Premier  car.  Lorfque  l'angle  donné  BMC  eft  aigu. 
»  Art.  Ko.  Ayant  mène  ♦  l'axe  si  D  de  la  Parabole  donnée  BAC% 
qui  rencontre  les  tangentes  MB  ,  M  c,  aux  points  F,  G , 
on  tirera  fur  cet  axe  des  points  touchans  J?,C,  &  de 
point  de  concours  M  ,  les  perpendiculaires  B  D ,  CE , 
A4  P.  Et  ayant  mené  MN  qui  fafle  fur  l'axe  AD  l'an- 
gle FN  M  égal  â  l'angle  FMG  complément  à  deux 
droits  de  l'angle  donne  B  M  c,  on  nommera  les  incon- 
nues &  indéterminées  A  l\x  j  P  M  ,y  •>  si  F ,  s  j  si  G ,/  j 


Fie.  19*. 
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&  le  paramètre  de  l'axe  A  D ,  Ravoir ,  A  a- }  lequel 
ei\  donné,  puifque  la  Parabole  $  A  C  eft  donnée.  Cela 
pofc  j  d  caufe  du  triangle  re&angle  F  P  M  ,  on  aura  le 

quarré  F  M  ~  s  s  —  isx  -+Xx-+jy,  lequel  étant  du 
vifé  par  F  G  {s—t)  donnera  L!~11Z11!L±21~  F*T%i 
caufe  des  triangles  femblables  F M  G  3  FM  N  }  &  par. 
tant /> //ou  FP—FN  =,"^'*~^~*x~~^.  Je  cherche 

1  prefent  par  le  moyen  de  la  Parabole  donnée  J/#c  des 
valeurs  de  j-+  i',  &  * —  t  par  rapport  à  x  afin 
qu'étant  fubftituées ,  dans  la  valeur  de  P  N ,  cette  ligne  ne 
renferme  plus  dans  fon  exprcflïon  d'autres  inconnues  que 
x  &cy.  Ce  que  je  fais  ainii. 

Les  triangles  femblables  FP  M ,  FBB  j  &  G  p  My 
GBC,  donnent  F  P      x  )  Pm  (y)n  F D"  {is).BD* (Va  s),  *  An. 
Et  G  P  (  x—/  ).  FAf  (^)     CE  (it  )  CE  (f/rat)  D'où  je  *  Art. 
forme  ces  deux  équations  /j  —  ixj- 12?  j  4-xXsa0 %  & 

rr—  u/-^/-f-xxa<»  j  c'eft  à  dire  (en  faifant/^ 

2  x -4-  il?  pour  faciliter  le  calcul       -/'J-f-x *— 

)/-f.x^atf.  Je  retranche  la  féconde  équation  de  la  pre- 
mière, &  j'ai  s  s —  tt—ps-^-pt^o  qui  étant  divifée  pa* 
j_r  donne  j-f-/»/>  j  &  partant  s=*p—t ,  &  ss=»ps 
—t s*=aps — xx  à  caufe  de  la  première  équation,  d'où  je 
tire  /f=*xx.  Si  l'on  ôte  4**  valeur  de  \st  de  va» 
leur  de/j-J-irj-J-rr,  on  formera  enfin  cette  égali- 
té n-i/r+ï/BB/>^4^x)  fie  extrayant  de  part  6c 
d'autre  la  racine  quarrée,  on  aura  j— r«»  t^JJZT^xx 

ism  *y  en  mettant  pour  p  fa  valeur  1  x  4- 112 . 

Si  l'on  met  à  prefent  à  la  place  de  s     / , /r,  &      , , 

leurs  valeurs  1  x  4-  122  ,  x  x  ,  &  4J  dans 

on  trouvera  PN-  -^=Ë:    Or  (î 


i68  Livre  Huitie'me. 

Ton  prend  fur  l'axe  la  partie  iv~0  égale  au  paramètre 
A  V  (  a  ) ,  &  qu'on  tire  QT  parallèle  à  P M ,  &  qui  ren- 
contre en  T  la  droite  M  N  prolongée  autant  qu'il  fera 
neceftaire ;  il  eft  vifible  que  la  ligne  QT  fera  donnée 
puifque  dans  le  triangle  re&angle  N QT ,  l'angle  QJfT 
qui  eft  égal  à  l'angle  donné  B  M  c  eft  donné ,  &  que 
de  plus  le  côté  -W^qui  eft  égal  au  paramètre  AVàz 
l'axe  de  la  Parabole ,  eft  auffi  donné.  Soit  donc  la  don- 
née  QTzz  by  &  à  caufe  des  triangles  femblables  NfM^ 

NQT>  on  aura  cette  proportion,  NP  (   **-~~*J»  ). 

F  M[y)  ::  a,  &  partant  44 V yy-^-ax  tr.^bx^ab^ 
c'eft  à  dire  en  ôtant  les  incommenfurables  yy—tLXx 

mm 

-\~ax-3r---x  —  ~-6bb  zio,  dont  le  lieu  (qui  eft  celui 

»  Art.       qu'on  cherche  )  fe  conftruit  *  en  cette  forte. 

&  531»         Soit  prife  fur  l'axe  A  D  de  la  Parabole ,  la  partie  ^  H 

**  ***  -+-  côté  de  FM  j  &  de  part  &  d'autre  du  point 
H  les  parties  HI ,  H  K ,  égales  chacune  à  tl^Ll^ïi  •  & 

1  *  b  ' 

foit  décrite  du  premier  axe  IK  qui  foit  à  fon  paramètre 
KL  comme  a  a  eft  i  b  b ,  une  Hyperbole  7CA/.  Je  dis  qu'el- 
le fera  le  lieu  de  l'équation  que  l'on  vient  de  trouver. 

Car  HP=,x—\a  —  -il ,  6c  par  la  propriété  de  l'Hy- 
v    perbole/TF — TîK  (  xx—±a x  —  iLx^^aa  ).  FM 

{y y)  ::  I K.  KL  naa.bb  j  ce  qui  donne ,  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens ,  l'équation  précédente. 

Il  eft  à  propos  de  remarquer  vque  dans  ce  cas  F  2f 
fera  toujours  moindre  que  FP  j  puifque  l'angle  F  iV M , 
qu'on  a  pris  égal  au  complément  à  deux  droits  de  l'an- 
gle donné  ,  eft  obtus.  C'eft  pourquoi  4JfjrT*^  valeur  de 

FP  —  FN  doit  erre  pofirive  }  &  par  confequent  x  doit 
toujours  furpaiTer-rf.  D'où  l'on  voit  que  quoiqu'il  y  ait 
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une  portion  de  l'Hyperbole  oppofée  à  K  m  qui  foir  ren- 
fermée dans  l'angle  P  A  V  faic  par  la  ligne  A  P  fie  par 
la  droite  A  V  menée  parallèlement  à  P  M  fie  du  même 
côté,  elle  ne  peut  pas  néanmoins  faire  partie  du  lieu  des 
points  M  j  parce  que  A/  étant  moindre  que  -^l'indé- 
terminée AP  qui  fer  oie  alors  moindre  que  AI,  {croit  à 
plus  forte  raifon  moindre  que  -J  a. 

Second  car.  Lorfque  l'angle  donné  eft  obtus.  En  fup- 
pofant  que  les  points  M  tombent  dans  l'angle  P  A 
&  par  un  raifonnement  femblable  à  celui  du  premier  cas, 
on  trouvera  la  même  équation  j  &  par  conséquent  la 
conftruâion  du  lieu  demeurera  la  même.  Mais  il  faut 
obferver  dans  ce  fécond  cas  que  F  N  fera  plus  grande 

que  /  P  s  fie  qu'ainfi  la  valeur  4*J~*\  de  F  P  —  FN  de- 

viendra  négative  j  d'où  il  fuit  que  x  fera  toûjous  moin- 
dre que  ~ay  fie  partant  que  le  lieu  cherché  fera  alors  la 
portion  de  l'Hyperbole  qui  s'étend  du  même  côté  de  la 
Parabole,  laquelle  fe  trouve  renfermée  dans  cet  angle 
P  A  y.  Et  comme  en  fuppofant  que  les  points  M  tombent 
dans  l'angle  D  V,  on  trouve  encore  la  même  équa- 
tion ,  il  s'enfuit  que  cette  Hyperbole  entière  fera  le  lieu 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

De-là  il  eft  évident  que  fi  une  Hyperbole  K  M  eft  le 
lieu  de  tous  les  points  M  lorfque  l'angle  donné  BMC 
eft  aigu,  fon  oppofee  fera  le  lieu  de  tous  ces  points  lorf- 
que l'angle  donné  fera  égal  au  complément  à  deux  droits 
de  l'angle  B  MC ,  parce  qu'alors  les  lignes  données  a  fie  b 
qui  déterminent  la  conftruâion  des  Hyperboles- demeu- 
rent les  mêmes. 

Troifième  cas.  Lorfque  l'angle  donné  eft  droit.  Il  eft  F  i  c. 
clair  que  -FiVeft  alors  égale  à  F  Pt  fie  qu'ainfi  la  valeur  "P7« 

4*l*"y  de  FP  — F  N  fera  nulle  ou  zéro.  D'où  Ton 

voit  *  que  Cl  l'on  prend  fur  l'axe  A  D  prolongé  vers  fon  »  Art 
origin*  A  la  partie  AP  t^'-a\ fie  qu'on  lui  mené  la  per- 
pendiculaire indéfinie  P  M  *  cette  ligne  qui  n'eft  autre 

L 1  iij 
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que  la  directrice  comme  l'on  peut  voir  dans  les  définirions 
de  la  Parabole  ,  fera  le  lieu  cherche. 

Corollaire. 

Fi  g.  196,  î$9*  Si  l'on  mené  le  demi,  fécond  axe  f/0,&  qu'on 
197.  tire  Thypothenule  KO  s  les  triangles  rectangles  K  H  O, 
N  J2JT  feront  lemblables  :  car  puifque  le  fécond  axe  eft 
moyen  proportionnel  entre  le  premier  /  K  &  fon  para- 
mètre A'X,il  ^'enfuit  que  K  H.  HO*  ::IK.  KL:, 
bb,&  qu'ainfi  K  H.  H  O  ::  a  ).  £T  {b).  L'angle 

H  KO  (qui  félon  la  définition  11.  du  3.  Livre,  eft  égal 
à  la  moitié  de  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  de  l'Hy- 
perbole KM)  fera  donc  égal  à  l'angle  Q^NT  >  c'eft  a 
dire ,  à  l'angle  donné  BMC ,  &  on  aura  N QJja).  QT 

\  1  o  p  /  t  b  è 

Or  fi  l'on  pofe  Phypothenufe  KO  du  triangle  rechngle 
KHO  fait  par  les  deux  demi  axes  H  iC,  HO  ^  fur  le 
premier  axe  /  K  depuis  le  centre  H ,  en  R  &  S  -9  il  eft 
•An.  74.  clair  *  que  ces  deux  points  feront  les  deux  foyers  de 
l'Hyperbole  K  M  Se  de  fon  oppofee  i  &  que  R  \a% 

puifque  HRzz'^^U  AH^a-^jL,  D'où  l'on 

19  9  10  9 

voit  que  le  foyer  R  de  l'Hyperbole  KM  efr  encore  le 
*  Def.  3. 4.  foyer  *  de  la  Parabole  *^C,&  que  SicÇ'^'M). 

HO  (^p^)  »  "0  (i^pH)  (^))Puif- 

qu'en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on  forme  le 
même  produit.  Ce  qui  donne  lieu  à  ce  Théorème. 

Fi«.  19*.  Si  fur  la  diftance  SR  des  foyers  d'une  Hyperbole 
K  My  on  prend  du  côté  de  S,  la  partie  R  A  troincme 
proportionnelle  à  cette  diftance  .Sic,  &  a  la  moitié  HO 

9  4.  de  ion  fécond  axe  j  &  qu'ayant  décrit  *  une  Parabole 
.3  ^  C  qui  ait  pour  foyer  le  point  A ,  &  pour  axe  la  li- 
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goe  AR  dont  l'origine  foit  en  A  ,  on  tire  d'un  point  quel- 
conque M  de  l'Hyperbole  K  M  deux  tangentes  M  B , 
M  C%  à  cette  Parabole  :  je  dis  que  l'angle  BMC  qu'elles 
comprennent  ,  fera. toujours  égal  à  la  moitié  de  l'angle 
fait  par  les  Afymptotes  j  &  que  fi  l'on  prend  le  point  M 
fur  l'Hyperbole  oppoiée,  l'angle  compris  par  les  tangen- 
tes ,  fera  toujours  égal  au  complément  à  deux  droits  de 
la  moitié  de  l'angle  fait  par  les  Afymptotes. 

Exemple  VIII. 

$60.  Une  ligne  droite  indéfinie  BA  ?  étant  don.  F 10.  19S. 
née  de  pofition  iur  un  plan  avec  deux  points  fixes 
J'un  fur  cette  ligne  &  l'autre  au  dehors  5  on  demande  le 
lieu  de  tous  les  points  M ,  dont  la  propriété  foit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  aux  deux  points 
fixes  A ,  D  ,  les  droites  M  A  ,  M  D  ;  la  ligne  A  M  foit 
toujours  égale  i  la  partie  ME  de  l'autre  droite  D >W t 

Î>rife  encre  le  point      &  le  point  E  où  elle  rencontre 
a  ligne  Ari». 

Du  point  donné  D  &  du  point  M  que  l'on  fuppofe 
être  l'un  des  points  cherchés ,  ayant  mené  les  perpendi- 
culaires B  D  ,  A/?,  fur  la  ligne  ^P,  on  nommera  les 
données  A  B  ,  ta  }  £  D  ,  ib  \  &  les  inconnues  &  indé- 
terminées APyX'yPM,y  :  &  on  aura  ^<  P  —  F  £  j  puif* 
que  f  Ay/yJ  ^  Arf  —  A*£.  Or  les  triangles  femblables  £i?D, 
E  P M ^  donnent  E  £  ou  A  E  —  AB(xx  —  xa).  £  D 
( 16  )  ::  Ef  (x).  ?  M  (y  ).  En  multipliant  donc  les 
extrêmes  &  les  moyens  ,  on  formera  cette  équation 
xy — *y  zzbx  y  qui  renferme  la  condition  marquée  dans 
le  Problème,  &  d  ont  le  lieu  qui  eft  *  une  Hyperbole  équi-  »  Art,tfji 
laxere  entre  les  Afymptotes  fe  conftruit  ainU. 

Soit  tirée  la  ligne  A  D  que  l'on  divifera  par  le  milieu 
*n  c ,  par  où  l'on  mènera  les  droites  c /  ,CG ,  lune  pa- 
rallèle &  l'autre  perpendiculaire  à  Af  :  foient  décrites 
entre  les  Afymptotes  CF ,  CG,  indéfiniment  prolongées 
de  part  &  d'autre  du  point  C  y  par  les  points  D%  Ay  ¥  *  Art.  130. 
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* Dtf.  16.  les  deux  Hyperboles  oppofées  DM ,  AM,  qui  font • 
HI.  équilateres.  Je  dis  qu'elles  feront  le  heu  complet  de  tous 

les  points  cherches  M. 

Car  les  Aiymprotes  CF.CG,  divifent  les  droites  si B, 
B  D  en  deux  parties  égales  aux  points  i,/C,  puifque 
si  Z>  eft  divifée  par  le  milieu  en  C  j  &  partant  lorfque 
les  points  P  tombent  fur  si  B  prolongée  indéfiniment 
du  côté  de  i?,comrae  l'on  vient  de  fuppofer  en  faifanc 
le  calcul,  la  ligne  PL  ou  CH  :=*  —atHM  ~y—b\ 
&  par  la  propriété  *  de  lHyperbole  C  H  *  H  M 
{xy—sy  — ■bx^rab)^lCK :«/CZ)(«*):cequidon- 
ncxy  —  ay^ibx. 

Si  l'on  fuppofe  à  prefent  que  les  points  P  tombent  fur 
B  A  indéfiniment  prolongée  du  côté  de  si  ,  ou  fur  la 
partie  déterminée  A  B  ,  on  trouvera  toujours  (  en  ob* 
fervant  de  faire  siP^  —  x,UVM  -  —  y  lorfqu'ils 
tombent  de  l'autre  coté  du  point  A  &  de  la  ligne  A? ) 
la  même  équation  xy  —  ayzzbx,  tant  par  la  condition 
marquée  dans  le  Problême  que  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole A  M  ou  D  M*  Donc  &c. 

CoKOLLAlREi 

361.  De-la  il  eft  évident  que  les  parties  A/JCy 
M  S  des  deux  droites  si  M ,  D  M  ,  comprifes  entre  le 
point  M  &  l'une  ou  l'autre  des  Afymptotes,  font  égales 
entr'elles.  Car  i°.  Lorfque  l'Afymptote ,  comme  c  F ,  eft 
parallèle  â  la  ligne  si  P,  l'angle  R  S  M  eft  égal  à  l'angle 
si  EM,9t  l'angle Srt^f à  l'angle  MstE.  i°.  Lorfque 
l'Afymptote  ,  comme  c  G  ,  eft  perpendiculaire  i  A  P, 
l'angle  RS  M  (era  le  complément  à  un  droit  de  l'angle 
si  E  Mi  caufe  du  triangle  redangle      E ,  &  de  même 
l'angle  SRM  ou  fon  oppofe  au  fommet  ^.R£  eft  le 
complément  à  un  droit  de  l'angle  e  A  M  i  caufe  du 
triangle  redangle  RAL.  Donc  puifque  les  angles  Es*My 
A  EM  »  font  égaux  t  il  s'enfuit  que  le  triangle  RM  S  fera 
ifofcelle  ,  &  qu'ainfi  les  côtés  MR,MS  ,  feront  égaux 

entr'eux 
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entr'eux.  Ce  Corollaire  nous  fournie  leTheorême  fuivant. 

Si  l'on  mené  d'un  point  quelconque  M  d'une  Hyper- 
bole équilatere  ,  deux  droites  MD  ,  MA,  aux  extrémi- 
tés d'un  de  Tes  premiers  diamètres A  D ,  lefquelles  ren-  ' 
contrent  l'une  ou  l'autre  Afymptote  aux  points  Ry  S  :  je 
dis  que  les  partie*  M  R ,  M  S,  de  ces  deux  droites  fe- 
ront égales  entr'elles. 

Exemple  J  X. 

J6l.  D  e  u  x  cercles  E  GF  SB  NO,  dont  les  centres  F 1  g.  ijp. 
font  c ,  A ,  étant  donnés,  &  ayant  mené  par  un  point  quel- 
conque G  du  cercle  E  G  F  une  tangente  indéfinie  G  NO 
qui  coupe  l'autre  cercle  B  NO  en  deux  points  N>  0 ,  par 
Jefquels  foient  tirées  les  tangentes  N  M  %  o  M  \  on  de- 
mande le  lieu  de  tous  les  points  de  concours  M. 

Ayant  tiré  MP  perpendiculaire  fur  CA  ,  qui  pafle 
par  les  centres  c,  A  ,des  cercles  donnés  j  on  mènera  les 
droites  CG,  AM,  qui  feront  parallèles  ,  puifque  Tune 
&  l'autre  eft  perpendiculaire  fur  la  même  droite  GO 
qu'elles  rencontrent  aux  points  G,Q^-,  &  on  nommera 
les  données  A  B  on  A  o  ,.  a  -t  CE  ou  c  F  ou  CG  ,  b  -} 
c  A  ,  c  i  &  les  inconnues  &  indéterminées  ,  x  j 
P  M  ,y.  Cela  fait  ,  les  triangles  redangles  femblables 
A  O  M,AQO  ,  donneront  A  M  (  >/xx-±yy).  A  O  {a)  :: 


(*).  aq^~^~ —    Et  menant  CH  parallèle  i 

Go,  qui  rencontre  en  M ,  M  ^  prolongée ,  s'il  eft  neceflai- 
re  ,  on  aura  à  caufe  des  .triangles  redtangles  fembla- 
bles MA  P  y  CA  H,  cette  proportion  :  P  A  ( x  ).  A  M 

(  f xx-i-yy  )  :  :  AH  ou  CG~AQ^  (  à—  T==  )  ^  C  \c)s 
ce  qui  donne  £    xx;-f-^yŒ<f*-t-rx,  c'eft  i  dire  , en 

fa  fa  C 

ôtant  les  incommenfurables  ,  l'équation/^  JZifxx 


1  ««c 


dont  le  lieu  eft  *  une  Parabole  ,  une  *  Art.  j+j. 


bb  bb 

Ellipfcou  une  Hyperbole  félon  que  CE  (£)eft  égale^ 

Mm 
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plus  grande ,  ou  moindre  que  c  A  [c ).  Voici  la  contrac- 
tion du  dernier  cas. 

Soit  prife  lur  la  ligne  A P  la  partie  A  R      mmc  du 

cote  oppofé  à  P  .M  »  fit  de  part  Ôc  d'autre  du  point  R  les 
parties  RI,RKy  égales  chacune  i         }  &  foitsdécri- 

te  du  premier  axe  /  /C  qui  ait  pour  paramètre  K  Z=*  ÎÏLZ 

une  Hyperbole.  Je  dis  que  fa  portion  indéfinie  D  Af  ren- 
fermée dans  l'angle  PA  D  fait  par  la  ligne  A  P  &  par  la 
droite  A  D  menée  parallèlement  à  P  M  fie  du  même  cô- 
te ,  fera  le  lieu  de  cetre  équation. 

Car  par  la  propriété  de  l'Hyperbole,  JCI* > — lu 
ce  qui  donne  l'équation  précédente 


avec  la  moitié  entière  de  l'Hyperbole  qui  lui  eft  oppolce 
fera  le  lieu  de  ces  points ,  fie  qu'amiï  ces  deux  Hyperboles 
oppofées  compofent  le  lieu  complet  de  tous  les  points  cher- 
chés M  :  où  l'on  doit,  abferver  que  la  portion  SIT  ren- 
fermée dans  le  cercle  BNO  eft  inutile,  puifqu 'aucun  des 
points  de  concours  M  des  deux  tangenres  NM,  OM,  à 
ce  cercle ,  ne  peuvent  tomber  au  dedans. 
Il  eft  *  propos  de  remarquer  que  R  A  (   *'f  ) 

■s  /^x  -f^y/A:  *  jcz  ,  comme  l'on  voie  en  mettant 
pour  ces  lignes  leurs  valeurs  analytiques  j  fie  qu'ain- 
*Art.  74.  h*  puifque  te  redangle  IK  *KL  vaut  le  quarré  de  la 
moitié  du  fécond  axe,  le  point  A  fera  *  l'un  des  foyers 
de  l'Hyperbole  I M.    Or  puifque  AI  ou  ^£  — 

M  M(—~M  M  è  MM       .  , 

"-^»  «1  s'enfuit  qu'on  peut  abréger  la  conftruélion 
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preccdeore  en  cette  forte. 

Soient  priies  fur  la  ligne  A  c  du  côte  de  C,  les  parties 
Al AK%  troifiémes  proportionnelles  à  A  F  (c»{-b)  > 
A  B  (*).,&  à  (<r —  b),AB  (a)i  &  foienc  décrites 
du  premier  axe  /K,  &  du  foyer  A*  deux  Hyperboles  *  .Art.  76. 
oppofées.  Il  cft  évident  qu'elles  feront  le  lieu  de  cous  lei 
points  cherches  M. 

Lorfque  CE  (  b  )  eft  plus  grande  que  C  A  (  *  J ,  la  confc 
rrudion  de  l'Ellipfe  qui  cft  le  lieu  des  points  cherches 
M,  fe  fera  de  la  même  manière  que  pour  l'Hyperbole, 
en  obfcrvant  de  prendre  la  partie  A  K  de  l'autre  côté 
du  point  A  par  rapport  au  point  c.  £t  enfin  lof  fqûe  c  £ 

J  (i)<-, il  û>  *ura  ^u'à  prendre  foflâ  lignc^Cdu  Fi©, 
•ôté  de  C,  la  partie  >*7  troifiéme  proportionnelle  à  AFy 
AB  ybL  décrire  enfuite  une  Parabole  qui  ait  pour  foyer  le 
point  >,&  pour  axe  la  ligne  /  A  dont  l'origine  foit  en  /. 

COKOLLAIKE    I.    POOH    L*  E  L  L  I  P  S  E    &  LES 

Hyperboles  oppost'ts. 

$6'h  De-la  il  eft  évident  que  il  de  l'un  des  foyers  Fis»  199* 
A  d'une  Etlipfe  ou  de  deux  Hyperboles  oppofées  ,  dont 
le  premier  axe  tfft  /  K ,  on  décrit  un  cercle  quelconque 
i^0}&  qu'ayant  pris  fur  cet  axe  les  parties  A  £  ,  A  Fy 
Broifiémes  proportionnelle» à  AKt  AS ,  &à  AIy6c  AB9 
(  fçavoir  A  E  du  coté  du  point  a:  ,  &  A  F  du  côté  du 

rint  /)  on  décrive  du  diamètre  E  F  un  cercle  EGF: 
eft  évident >  dis- je,  que  û  l'on  tire  d'un  poinc  quel- 
conque M  de  la  Sedion  ,  deux  tangentes  M  JV,  M  O  , 
au  cercle  BNO  y  la  ligne  O  iVT  qui  joint  les  points  cou. 
chaos  étant  prolongée  >  s'il  eft  neccâàire ,  touchera  tou- 
jours l'autre  cercle  £  GF. 

Corollaire  II.  Pour  la  Paaabole. 

3^4*  I  l  fuit  encore  de  la  refolution  de  ce  Problême,  Ff  é.  *oo» 
que  il  du  foyer  A  d'une  Parabole  l  M  dont  Taxe  I A  a 

Mm  ij 
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fon  origine  en  /,  on  décric  un  cercle  quelconque  BtTO  $ 
&  qu'ayant  pris  (ur  l'axe  du  côté  de  fon  origine  ,  la  par- 
tie A  F  troisième  proportionnelle  à  AI ,  A  B^on  décri- 
ve un  cercle  A  G  F  du  du  m  erre  A  F  >  &  qu'enfin  l'on 
tire  d'un  point  quelconque  M  de  la  Parabole  deux  tan* 
gentes  M  N  y  MO  ,au  cercle  B  N 0  :  la  ligne  NO  qui 
joint  les  points  touchans ,  étant  prolongée ,  s'il  eft  necef- 
faire ,  touchera  toujours  le  cercle  A  G  F  en  un  point  G. 

Exemple  V. 

ne  liene  droite  indéfinie  AP  étant  donnée 
101.  103.  fur  un  plan ,  avec  un  point  rixe  F  hors  d'elle  >  trouver 
le  lieu  de  tous  les  points  M ,  dont  la  propriété  foit  telle 
qu'ayant  mené  de  chacun  de  ces  points  une  perpendicu- 
laire M  P  fur  A  P  t  &  au  point  F  une  ligne  droite  M  /"$ 
la  raifon  de  M  J?  à  M  F  foit  toujours  la  même,  que  cel- 
le de  la  donnée  a  à  la  donnée  b. 

Ayant  mené  du  point  donné  F  fur  la  ligne  A  P  la 
perpendiculaire  FA ,  &  du  point  M  que  l'on  fuppofe 
être  l'un  des  cherchés,  une  parallèle  M £ji  A  P ,  on 
nommera  la  donnée  A  F  %  a  &  les  inconnues  &  indé- 
terminées A  P  ,  x  j  P  M%y  i  qui  font  entr'elles  un  an- 
gle droit^  /> M.  Cela  pofé ,  le  triangle  rectangle  M^F 

donne  Ai  F**=f£(  ce  —  1  fyH-jry  )  H-  (*.*) ,  & 
à  caufe  de  la  condition  marquée  dans  le  Problème  on 

aura  M  P  {yy).  MI*  (cc—icy-+yy-+xx)  ::  a  a.  bbh 
d'où  (en  multipliant  les  moyens  &  les  extrêmes)  on  tire 
cette  équation  aayy  —  bbyy—iaacy-+aaxx-\'  aaxe  tsao , 
dont  il  s'agit  maintenant  de  conftruire  le  lieu.  Pour  en 
venir  à  bout,  il  faut  diftinguer  trois -diflfèrens  czi  félon 
que  a  eft  plus  grand ,  moindre,  ou  égal  a  b. 

Premier  cas.  En  divifant  par  a  a —  bb  yox\  trouve  cçt- 


1 .1  4  c      ■  .  '■      ma  .      ad  ce 


te  équation  y  y —  **    .y-j-_H-  *  * 

*a-~bb  aa—bb 


ZZ  0 


v—bb~~  * 

*Art.  314.  dont  le  lieu  eft  une  EIJiple  *  que  l'on  conftruit  en  cette 
forte. 
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Soit  prife  fur  A  F  du  côté  de  F,  la  partie  A  C— .  **'  -  Fie.  ioi. 

t  »»—bb 

&  ayant  mené  par  le  point  C  une  parallèle  KH  à  *APt 
foient  pnfes  fur  cette  ligne  de  part  &  d  ajtre  du  point 

C,Ies  parties  CHyCK ,  égales  chacune  i  r7  nee  .  En- 

fuite  de  Taxe  KH  qui  foit  à  fon  paramètre  KL  comme 
*d —  bb  eft  â  foie  décrite  une  Ellipfe.  Je  dis  qu'elle 
fera  le  lieu  de  l'équation  précédente ,  &  par  conféquent 
de  tous  les  points  cherchés  M. 

Car  par  la  propriété  de  l'EUipfe ,  KE  *E  H  ou  c77* 

KH.  KL  ::  a  a — ,  ce  qui ,  en  multipliant  les  extrê- 
mes &  les  moyens,  rend  la  même  équation  que  ci  deLÎus. 

Puifque  CH\  C~B%  ::  KH.  KL\:  a  a — bb.  aa,  il 

s'enfuit  que  le  demi-axe  CB  ou  CDaaJ^.i  &  qu'ainfi 

**  —  bb  * 

D  F  ou  DC-+- Cf=, •yc  +  bbem  ^iL^UFB  OU  CB—CF 

A  *—  b  b  *  — -b 

a  b        b  6c         b  C         r*    „  _  -r\  r  „  7-  «  b  b  ce  tf 

e=  =  .  Donc  JJ  I-  *  F  B  =  —  l  J-J  ;& 

partant  le  point  /"eft  *  l'un  des  foyers  de  cette  Ellipfe  qui  »  Art.  $5. 
a  pour  grand  axe  la  ligne  B  D.  Ces  remarques  nous  four- 
nirent une  conftru&ion  beaucoup  plus  fimple  que  ta  pré- 
cédente :  La  voici. 

Soient  prifes  fur  FA  du  côté  de  A  la  partie  FB 

IDJlLî&  du  côtéoppofe  la  partie  JD«~.  Ayant 

pris  DG  égal  à  B  F  du  côté  de  Fy  foit  décrite  des  foyers 

Ft  G,  &  de  Taxe  BD*  une  Ellipfe  j  il  eft  évident  qu'elle  +Aru  3*. 

fatisfera  a  la  queftion. 

Second  cas.  On  aura  dans  ce  cas^/-f-  -**e  y—      .  *  at 

—  =ot  parce  que  a  eft  moindre  que  b.  Le  lieu 

de  cette  équation  fera  deux  Hyperboles  oppofèes ,  que 
l'on  pourra  conftruire  félon  l'article  331.  (  Liv.  7  ).  Après 
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avoir  fait  tes  mêmes  remarques  ,  que  dans  le  cas  précè- 
dent ,  on  trouvera  cette  conftruction. 
Fi«.  xoi.     Soient  prifes  fur  FA  du  cote  du  point  *A  les  parties 
FB=*  — ,  FD  =  — .  Ayant  pris  D G  égal  à  BF 

*An.  76.  du  côté  oppofé  au  point  F ,  foient  *  décrites  des  foyers 
F%G>  &  du  premier  axe  BD,  deux  Hyperboles  oppo- 
fées  BM^DM.  Elles  feront  le  lieu  de  tous  les  points, 
cherches  M. 

Tmjtème  cas.  L'équation  générale  aayy  ~-bbyy  —  xa*cy 
aaxx-\- aacc=ù  (e  changeant  en  cette  autre  x  x— i  cj 
-+-cc^=:oy  parce  que  a  =  6,  (on  lieu  eft  une  Parabole 
F  i  s.  105.  °*u  ^  e^  facile  de  conftruire  félon  l'article  510.  (  Liv.  7.  ) 

mais  on  voit  tout  d'un  coup  &  fans  avoir  befoin  d'aucun 
calcul ,  que  fi  l'on  décrit  une  Parabole  qui  ait  pour  di- 
rectrice la  ligne  P  ,  &  pour  foyer  le  point  Fy  félon  qu'il 
eft  enfeigne  dans  la  définition  première  du  premier  Livrej, 
elle  fera  le  lieu  requis. 

Corollaire  I. 
$66.  I  Left  clair  dans  le  premier  cas,  que  CF(-L^-\. 

c *  ( zMtï) ::CB  (^TÙ • CA (iTÎh)  l-oa 
trouve  la  même  choie  dans  le  fécond  cas  :ce  qui  donne 
lieu  à  ce  Théorème. 
Fie.  ioi.  Si  dans  une  Ellipfe  ou  deux  Hyperboles oppofées  qui 
101.  ont  pour  centre  le  point  C ,  pour  foyers  les  deux  points 
J*, -G,  &  pour  premier  axe  la  ligne  BD>  on  prend  CU 
troisième  proportionnelle  à  c  F ,  c  B  ,  du  côté  du  foyer 
i? }  &  qu'on  mené  la  droite  indéfinie  *A  P  perpendicu- 
laire fur  B  D  :  je  dis  que  fivd'un  point  quelconque  Ai  de 
la  Section ,  l'on  tire  fur  A  P  la  perpendiculaire  Ai  P , 
&  au  foyer  2?  la  droite  M  F  i  la  raifon  de  Ai  P  à  Ai  f  ", 
fera  toujours  la  même  que  du  premier  axe  BD  à  la  dif, 
tance  i7  &'  des  foyers. 

Dans  les  Corollaires  fui  vans  cette  ligne  droite  indé- 
finie A  P  s'appellera  Dirctince  à  l'égard  de  ces  deux 
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Sections  j  auffi-bien  qu'à  l'égard  de  la  Parabole.  D  ou 
l'on  voie  qu'il  eft  facile  de  décrire  une  Se&ion  conique 
qui  ait  pour  foyer  un  point  donné  F ,  pour  directrice 
une  ligne  donnée  de  pofition  AP ,  &  qui  pafle  par  un 
point  donné  M  :  car  tirant  au  foyer  F  la  ligne  Af  F ,  6c 
fur  la  directrice  P  la  perpendiculaire  M  P  ,6c  nom. 
mant  les  données  A4  />,  <*  j  Af  F,  £  j  il  n'y  aura  qu'à  dé- 
crire le  lieu  des  points  M  tels  que  M  P  foit  toujours,  a 
M  F  comme  a  eft  à  b. 

* 

Corollaire  II. 

367.  S 1  l'on  joint  deux  points  quelconques  Af ,  N,  F 1  o.  104. 
d'une  Sedion  conique ,  par  une  ligne  droite  qui  rencon- 
tre  la  directrice  en  c  j  &  que  du  foyer  F,  on  tire  les  droi. 
tes  FM,  F Ny  FC  :  je  dis  que  la  ligne  FC  coupe  en 
deux  parties  égales  l'angle  NF  H  complément  à  deux 
droits  de  l'angle  N  F  M  ,  lorfque  les  points  A4",  W, 
tombent  fur  une  Parabole,  Ellipfe,  ou  Hyperbole  }  & 
l'angle  N  F  M  ,  lorsqu'ils  tombent  fur  deux  Hyperboles 
oppofees. 

Car  tirant  les  perpendiculaires  M  P ,  N  fur  la  di- 
rectrice, &  la  ligne  ND  parallèle  à  M  F  5  les  triangles 
femblables  A/VC,  N£C y6c  MFC ,  NDC, donnent  A4i». 
N'gj:  MC.  NC  MF.  ND.  Et  parrant  Af  P.  MF:i 
2?J%.ND*  Or  par  la  propriété  de  la  Section  conique  qui 
a  pour  directrice  la  ligne  6c  pour  foyer  le  point  F, 
on  aura  M  P.  M  F  :r  NQ^NF*  Les  lignes  ND,  NF, 
feront  donc  égales  enrVelles }  c'eft  pourauoi  dans  le  pre- 
mier cas  Pangle  NDF  ou  CFH  fera  égal  i  l'angle  CFN% 
êc  dans  le  fécond  l'angle  FDN  ou  cf  M  fera  égal  à  l'an- 
gle CFN.  Ce  qu'il  falloir  prouver. 

Corollaire  III. 

3^.  Del  a  on  voit  comment  on  peut  décrire  une  Fi 104. 
Parabole  ,  Ellipfe  ,  ou  Hyperbole  qui  pa(Te  par  trois 
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points  donnés  M%N,0 ,  &  qui  aie  pour  foyer  le  point 
donné  F, 

Soient  menées  par  le  foyer  5,  les  droites  F C ,  F  Er 
qui  divilent  par  le  milieu  les  angles  N  F  H ,  N  F  JC ,  com- 
plemens  à  deux  droits  des  angles  donnés  M  F  Ny  OFN^ 
&  par  les  points  C  ,  R  ,  où  elles  rencontrent  les  lignes 
M  N  yON  ,  qui  joignent  les  points  donnes ,  foit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  CE.  Soit  décrite  une  Se&ion 
conique  qui  ait  pour  diredrice  la  ligne  CE,  pour  foyer 
le  point  F ,  &  qui  paflè  par  le  point  M  :  il  eft  clair  fé- 
lon le  Corollaire  précèdent  qu'elle  paflèra  auûl  par  les 
deux  autres  points  iV,  o. 

•  ■ 

Corollaire  IV. 

369. 0  N  tire  encore  du  Corollaire  fécond  une  mai 
niere  de  décrire  deux  Hyperboles  oppofées  qui  ayent 
pour  foyer  le  point  F  -y  Se  dont  l'une  d'elles  paiîe  par 
deux  points  donnés  M ,  o  ,  &  l'autre  par  un  point  don. 
né  AT. 

Soit  menée  par  le  point  F  la  ligne  FE  qui  divife  par 
le  milieu  l'angle  H  F  o  complément  â  deux  droits  de 
l'angle  MFO  formé  par  les  droites  FM  ,  FO 3  tirées 
du  point  F  aux  deux  points  M  ,  O ,  qui  doivent  le  trou, 
ver  dans  la  même  Hyperbole  j  &  foit  encore  menée  par 
le  même  point  F  la  ligne  FC,  qui  divife  en  deux  parties 
égales  l'angle  MFN  formé  par  les  droites  FM  ,  F  KT 
tirées  du  point  F  aux  deux  points  M  ,  Nt  qui  doivent 
tomber  fur  les  deux  Hyperboles  oppofées.  Par  les  points 
C,  où  les  lignes  FE4  FC ,  rencontrent  les  droites 
M  O  y  AfN ,  qui  joignent  les  points  donnés  ,  foit  tirée 
une  ligne  droite  indéfinie  E  c.  Soient  enfin  décrites  deux 
Hyperboles  oppofées  ,  qui  ayent  pour  foyer  le  point  F t 
pour  directrice  la  ligne  E  c  ,  &  dont  l'une  d'elles  patte 
par  le  point  M  :  il  eft  évident  qu'elles  fatisfont  à  la  queC  m 
tion. 

■ 

COROL.  V. 
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Corollaire.  V. 

370,  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  le  Fia.  194. 
Corollaire  fécond  i  il  eft  vifible  que  l'angle  MF  N  dif- 
férence de  l'angle  CFM  &  de  fon  complément  à  deux 

droits  C  F  H  ou  C  F  iv~,  diminue'  à  mefure  que  le  point 
W  approche  du  point  M  ->  de  forte  qu'il  s'évanouit  tout- 
i-fait ,  lorfque  le  point  2V  tombe  fur  le  point  Af.  L'an- 
gle CFM  fera  donc  égal  alors  à  fon  complément  à  deux 
droits,  &  par  confequent  il  fera  droit.  Or  comme  la  li- 
gne MN  devient/  alors  la  tangente  M  T,  puifqu'elle 
pafle  *  par  deux  points  infiniment  proches  de  la  courbe  j  »  Art,  188. 
on  voit  naître  une  manière  générale  &  toute  nouvelle 
de  mener  d'un  point  donné  M  fur  une  Section  conique, 
une  tangente  MTy  un  foyer  F  avec  l'axe  qui  pafle  par 
ce  foyer  étant  donnés. 

Car  ayant  trouvé  la  directrice  comme  il  eft  enfeigné  dans 
le  Corollaire  fécond  ,  on  mènera  du  point  donné  M  au 
foyer  F  la  droite  M  f,iur  laquelle  on  tirera  la  perpendicu- 
laire F  T  qui  rencontre  la  directrice  en  7*,  par  où  &  par  le 
point  donné  Mon  tirera  la  tangente  cherchée  M  T, 

Exemple  Xf. 

* 

371.  Deux  angles  KAM,  KBM  ,  mobiles  autour  F 1  e.  *af. 
des  points  fixes  A ,  M ,  étant  donnés  fur  un  plan ,  avec 

une  ligne  droite  indéfinie  F  K  qui  ne  pafle  par  aucun  de 
ces  points  j  foit  imaginé  le  point  de  concours  K  des  deux 
côtés  AK ,  BK ,  (e  mouvoir  le 'long  de  la  droite  F  K ,  & 
foie  propofé  de  trouver  la  nature  de  la  figne  courbe  que 
décrit  dans  ce  mouvement  le  concours  M  des  deux  au. 
très  côtés  A  M ,  B  M ,  prolongés  lorfqu'il  ell  neceflaire 
de  l'autre  côté  des  points  A-,  B. 

Sur  ABy  comme  corde  ,  je  décris  de  l'autre  côté  du 
point  M  ,  un  arc  de  cercle  capable  d'un  angle  BDA 
qui  vaille  quatre  droits  moins  les  deux  angles  donnés 
JC  A  M ,  K  B  M  -,  &  ayant  achevé  le  cercle  entier  donc 

Nn 


■ 


Digitized  by  Google 


'1*1  LlTM  HuiTlE'Mi 

cet  arc  fait  partie ,  il  peut  arriver  que  la  droite  indéfinie 
P  K  tombe  toute  entière  au  dehors  de  ce  cercle ,  ou  qu'el- 
le pafle  au  dedans  ,  ou  enfin  qu'elle  le  touche  ce  qui  fait 
trois  diffêrens  cas  que  j'explique  en  particulier. 

premier  cas.  Du  centre  c  du  cercle  B  D  A Eyt  mené 
fur  F  Ky  la  perpendiculaire  CP  qui  le  rencontre  aux 
points  D,  Ey  &  je  fais  pafler  par  le  point  D  (plus  pro- 
che de  la  ligne  P  K  que  l'autre  point  E  )  les  deux  côtés 
D*A  ,DB ,  des  deux  angles  DAP%DBg^  égaux  aux 
angles  KAM^  KBM,  lefquels  côtés  étant  prolongés 
vers  D  rencontrent  la  ligne  F  K ,  aux  points  GyH.  Or 
par  la  conftrudion  l'angle  BDA  plus  les  deux  angles 
DAPt  DB  vaut  quatre  droits  5  &  comme  le  mime 
angle  BDA  plus  les  deux  angles  D  A  B ,  DB  si  y  vaut 
deux  droits  ;  il  s'enfuit  que  les  angles  B  AP ^b-jèq,  val- 
lent  deux  droits ,  &  qu'ainfi  les  lignes  A  P ,  BJ%.  font  pa- 
rallèles entr'clles.  Cela  pofé. 

Soit  mené  du  point  K  fur  les  deux  côtés  ADyBD% 
les  perpendiculaires  K  Rt  K  &  dès  points  /f ,  jk,  fur  les 
deux  autres  côtés  BQ,  AP,lcs  perpendiculaires  AJ% 
MP ,  qui  rencontrent  BQ^  aux"  points  7,  (y  Soient  les 
données  PE  tza%  FDzz  BIzzc,  AI  fg  trg, 
PH  ZzbyDG  myDH  zznyUks  inconnues  FK  ~  <, 
APZ2  x ,  P  M  tzy  i  &  â  caufc  des  triangles  re&angles 
femblablcs,  GDF  ,  GKR  ,  on  aura  ces  deux  propor- 
tions ;  G  D  (m).  G  P  (g)  ::  G  K  G R  & 

GD  (m  ).  DP  (6):  :  GK  Or  les  triah- 

gles  re&angles  femblablcs  GDF ,  E  D  A  ,  donnent  auffi 
GD  (m).  DF{à)  ::  ED{a— ^ D—it^f,  &  par- 
tant AD-t-DG  ou  ^  Gcs,**~**-Iy,  &  AG^JUGA 

m 

ou  ^*«-«^"~™^^*CT^s  parce  que 

-t~gg  a  caufe  du  triangle  reâangle  2) /G.  Mais  les 
triangles  redangles  ARK,  A  P  M  font  femblabies 
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car  retranchant  des  angles  égaux  K^4My  DAP  le 
même  angle  KAP^ies  reftes  KAR>  P  ^  m  ,  feront 
égaux  j &  par conféquent  AK  ( îtîâS u—*£  J . . 

AP  (x).  PM  (^),d'où  l'on  tire  th^tll. 

Maintenant  les  triangles  re&angles  femblables  HDFy 
HKS  donnent  H  S  S^*  *,  K  S  s=  ;  &  les 

triangles  rectangles  femblables  HFDtEBD>  donnent 
DH(n).DF(b)  ::  DE{a—l>)>BB  Etpar. 

tant  BD-±-DH  ou       :=  iizîi^ZLi ,  fie  i?/* — //S  ou 

BS  o*. — ~—\  parce  que  nnzï  bb 

-\-hhà.  caufe  du  triangle  rectangle  DP  H.  Or  les  trian- 
gles rectangles  B  S  K ,  5  iJAr,  font  femblables  ;  car  re- 
tranchant des  angles  égaux  D  B  K  B  M  ,  le  même 
angle  EBM>  les  relies  KBS^MBQ^  feront  égaux  }  & 
par  conféquent  £  S  (  ^~)-  S  K  (t^±t)  :  :  BQ^x^c). 
£M{y-+d).  D'où  l'on  tire ^ ss * k'~h h*  +  b<b+*bi 

Comparant  cette  dernière  valeur  de  ^  avec  la  précé- 
dente ,  multipliant  en  croix  ,  en  faifant  pour  abréger 
G  H  (g-+£)  s-/,  on  arrive  enfin  en  divifant  par  a  bf  à 
cette  équation. 

f  f 


dont  le  lieu  que  l'on  pourra  conftruire  félon  l'article  314* 
(  Liv.  7.  )  fera  une  Ellipfe ,  parce  que  le  terme  -xx  fera  tod. 

jours  précédé  dans  ce  premier  cas  du  figne  — J- ,  en  quel* 
que fituation  que  Ce  puûTent  trouver  les  points  AyM,K. 

Stconà  cas.    Après  avoir  nommé  les  lignes  par  les  F 1 
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mêmes  lettres  que  dans  le  premier  cas ,  &  fait  les  mêmes 
raifonnemens }  on  arrivera  à  cette  équation. 
yy-Jf-dy  —  t-xx^-tlx 

77  *f 
qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  dans  quelques  lignes , 
&  dont  le  lieu  que  l'on  pourra  conftruire  félon  l'article 
331.  (  Liv.7.)  fera  toujours  deux  Hypcrbolesoppofées,par- 
ce  que  le  terme  txx  fera  toujours  précédé  du  ligne  — 

dans  ce  fécond  cas. 

Comme  le  plan  xy  ne  fe  rencontre  point  dans  les 
deux  équations  précédentes  ,  &  que  l'angle  P  M  eft 
droit  v  on  connoit  d'abord  que  l'un  des  axes  de  l'Ellipfe 
dans  le  premier  cas ,  &  des  Hyperboles  oppofées  dans  le 
fécond  doit  être  parallèle  aux  lignes  ^  P ,  />*  &  qu'il 
a  avec  fon  paramètre  la  même  raifon  que  EF  (a)  à  FD 

{b) ,  parce  que  la  fraction  -  qui  multiplie  le  quarré  x xex- 

prime  ce  rapport. 

Lorfque  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  indéfinie  KF 
arrive  au  point  o  où.  cette  ligne  rencontre  la  circonfé- 
rence ,  il  eft  clair  que  les  côtes  *A  M  ,  B  M,  qui  décri- 
vent par  leur  point  de  concours  M  l'Hyperbole  B  *4  M 
deviennent  parallèles  entr'eux  >  qu'ils  fe  coupent  vers  le 
côté  oppofé  ,  pendant  que  le  point  K  parcourt  la  partie 
OX  de  la  ligne  K  F  renfermée  dans  la  circonférence  j 
qu'ils  deviennent  encore  parallèles ,  lorfque  le  point  K 
tombe  en  L ,  après  quoi  ils  le  rencontrent  de  nouveau 
vers  le  même  côté.  D'où  Ton  voit  que  le  point  M  décrit 
l'Hyperbole  B^M ,  pendant  que  le  point  K  parcourt  les 
deux  parties  indéfinies  de  la  droite  K  F  qui  tombent  de 
part  fie  d'autre  de  la  circonférence  3  &  qu'il  décrit  fon 
oppofée,  pendant  que  le  point  K  parcourt  la  partie  O  L 
renfermée  dans  la  circonférence. 
F  x  6.  108.     Troifiémc  cat»  Comme  dans  ce  troifîéme  cas  la  droite 
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indéfinie  F K  couche  la  circonférence  du  cercle  BDA  E 
en  quelque  point  F ,  il  eft  clair  que  le  point  D  des  deux 
autres  cas  le  confond  ici  avec  le  point  F,  &  qu'ainfi  les 
triangles  DFG  ,  DF  H,  s'évanoiiiflent  :  c'eft  pourquoi 
on  fe  fervira  en  leur  place  des  triangles  E,  DBEy  de 
la  manière  qui  fuit. 

Soient  les  données  AE  zza  ,  E B  b  ,  EF~  my 
AFzig,B  F~  b%  BItzc,  Al  tzdy  &  les  inconnues 
i?  /C  ZZ  ^  A  P  sa  x ,  P  —  y.  Les  triangles  rectangles 
FKRyEFA  font  femblables  j  car  l'angle  KFR  ou  fon 
oppofé  au  fommet  r/7^  fait  par  la  tangente  FT  &  la 
corde  M,a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  A  F  j  de 
même  que  l'angle    £  A  :  Et  partant  F  E(m).  E  A  {*)  n 

KF  («J.        =  —  •    Et  £/>  (w).         (g)  ::  FK  (O- 

If  Jc=»lS.  Or  les  triangles  rectangles  femblables  A  R  K, 

APMy  donnent  AR  ou  AF-^FR  (H±^).  *  AT  (£5-)  :  : 

^  />  (  x  )  P  M  ( y  )  >  d'où  l'on  tire  ^ On  trou- 
vera  de  même,  à  caufè  des  triangles  re&angles  lêmbla. 
bles  EF  By  F  KSt  que  F  S  s=^,  &  &à  caufe 

des  triangle  re&angles  femblables  BQMy  que  £5  ou 
BF—F  S  SA  (L*)  :  :  J?£(*.-.0.        {y-+d)  s 

ce  oui  donnez  s — .. 

Comparant  ces  deux  valeurs  de  2;,  multipliant  en  croix  f 
&  mettant  par  ordre  les  termes ,  on  trouve  cette  équation 

yy-±-dy  r^r-J  r^r*x  =*>  ^ont  le  lieu  fera 

toujours  une  Parabole  que  l'on  peut  conftruire  (êlon  l'ar- 
ticle 51*.  (  Liv  7.)  &  qui  aura  fon  axe  parallèle  aux  droi- 
tes AP>B$^ 

Il  eft  donc  évident  i#.  Que  le  lieu  de  tous  les  points 
cherchés  M  fera  toûjours  une  Se&ioo  conique ,  dont  l'axe 
ou  l'un  des  axes  fera  parallèle  aux  lignes  A  P ,  Bg±  &  en 
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particulier  qu'il  fera  une  Ellipfe  dans  le  premier  cas.deus 
Hyperboles  oppofées  dans  le  fécond  ,&  une  Parabole  dan» 
le  troiûemc  -t  &  que  dans  le  premier  &  le  fécond  cas ,  l'axe 
qui  eft  parallèle  à  AP>  aura  avec  fon  paramètre ,  la  même 
raifon  que  EFiFD.  i°.  Que  dans  le  premier  &  le  t  roi  fié. 
cas  les  deux  points  rixes  A ,  B ,  autour  defquels  tournent 
les  angles  mobiles  K  A  M ,  KBM  tomberont  toujours 
du  même  côté  de  la  ligne  F  K ,  au  lieu  que  dans  le  fécond 
ils  peuvent  tomber  non  feulement  du  même  côré  de  cette 
ligne ,  mais  encore  de  part  &  d'autre;  parce  que  la  circon- 
férence du  cercle  A  D  B  E  fiir  laquelle  ils  font  fitués, eftV 
coupée  alors  en  deux  portions  par  la  ligne  FK. 

« 

R  E  M  A  R  Q^U  E  I. 

F  i  «.  zo6.       37x*  "••Une  ligne  quelconque  qui  pafle  parl'un  des 
*ofr.'xo8.'  points  fixes  A  ou  B,  comme  A  M  ,  étant  donnée,  on 
pourra  toujours  trouver  fur  cette  ligne  le  point  M  oà 
elle  rencontre  la  Section  qui  eft  le  Jieu  requis ,  en  cette 
forte.    Ayant  mené  la  droite  AK  qui  faflè  avec  A  M 
l'angle  MAK  égal  à  l'angle  donné  qui  doit  tourner  au. 
tour  du  point  fixe  A ,  on  mènera  du  point  K  où  elle 
rencontre  la  droite  F  K  ,  par  le  point  fixe  B ,  l'angle 
KBM  égal  à  l'autre  angle  donné ,  qui  doit  toufper  autour 
de  l'autre  point  fixe  B  j  te  Je  point  M  où  le  côté  B  M 
de  cet  angle  rencontre  la  ligne  A  M ,  fera  celui  qu'on 
cherche.  %°.  Lorfque  le  point  K  en  parcourant  la  ligne 
F fe  trouve  tellement  utué  que  le  côté  A  M  de  l'an- 
gle KAM  tombe  fur  la  ligne  AB  $  il  eft  vifible  que  le 
point  de  concours  M  des  deux  côtés  A  M  ,B  M  ,  tom- 
be alors  fur  le  point  B ,  &  qu'ainfî  le  lieu  des  points  M 
pafle  par  le  point  fixe  B  -,  on  prouvera  de  même  qu'il 
pafle  par  le  point  A. 
F  i  «.  xeé.     De- la  on  voit  que  pour  décrire  la  Section  conique  qui 
eft  le  lieu  des  points  cherchés  M ,  (ans  avoir  befoin  des 
équations  précédentes ,  il  n'y  a  qu'à  mener  comme  dans 
l'exemple  les  droites  A  P ,  AI  y  ht  lefquelles  ayant 
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trouve ,  félon  cette  remarque,  les  points  où  elles  rencon- 
trent Ja  Section  ,  &  achevé  le  rectangle  qui  a  pour  côtés 
ces  deux  lignes,  il  n'y  aura  qu'à  décrire  *  autour  de  ce  • An.  \jc, 
rectangle ,  l'Ellipfe  ou  les  deux  Hyperboles  oppofées  (  fe.  *  *7*« 
Ion  que  F  K  tombe  au  dehors  ou  au  dedans  du  cercle), 
dont  Taxe  qui  eft  pa/allele  à  AP  foit  à  Ton  conjugué , 
comme  le  quarré  de  E  F  eft  au  quarré  de  D  F.  Si  la  Sec- 
tion  eft  une  Parabole  (ce  qui  arrive  lorfque  la  ligne  KF  F 1  «.  lofe 
couche  le  cercle  BDA)  \  on  trouvera  iur  la  ligne  AI 
le  point  où  elle  rencontre  la  Section  ,  &  on  Récrira  fé- 
lon l'article  170.  {Liv.  4.)  une  Parabole  qui  pafle  par  ce 
point ,  &  par  les  deux  autres  donnés  AyB\àc  dont  les 
diamètres  foient  parallèles  aux  lignes  AP  ,2? Q 

Remarque   I  L 

373  Lorsqjje  le  point  K  en  parcourant  la  ligne  Fie.  to$* 
y  K  eft  tellement  fitué  que  le  côté  A  M  de  l'angle  KAM 
tombe  fur  A  B  ,  il  eft  clair  non-feulement  que  le  point  M 
tombe  en  B  -,  mais  auffi  que  le  côté  BM  de  l'angle  KBM 
devient  tangente  *  en  B  de  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  *An,  ttii 
du  point  M,  puifque  le  point  M  peut  être  regardé  alors 
comme  étant  infiniment  près  du  point  B.  D'où  il  fuit  que 
pour  mener  une  tangente  de  ce  lieu  en  B ,  il  n'y  a  qu'à 
mener  par  le  point  A  une  ligne  droite  A  C  qui  faflè  avec 
BA  un  angle  BAC  égal  i  l'angle  donné  K  A  M  ,  &  ti- 
rer enfuite  une  ligne  BD%  qui  rafle  avec  BC  l'angle  CBD 
-égal  à  l'autre  angle  donné  KBM  $  car  le  côté  £JM  de  cet 
angle ,  qui  devient  BD ,  touchera  la  Section  en  9.  Il  en 
*ft  de  même  de  l'autre  point  fixe  A. 

De-la  on  tire  encore  une  manière  trés-facile  de  décri-  Fie.  xofl 
re  la  Section  conique  qui  eft  le  lieu  de  tous  les  points  M 
{ans  avoir  befoin  des  équations  précédentes  ,  ni  même 
d'aucun  calcul.  Ayant  mené  par  le  point  fixe  B  une  tan- 
gente £  D ,  &  par  l'autre  point  fixe  A  une  parallèle  AE 
î  cette  tangente ,  on  trouvera  *  fur  cette  ligne  le  point  *  Art.  $7*. 
£.  où  elle  rencontre  la  Section ,  &  l'ayant  divifée  par  le 
milieu  en  if  on  tirera  BH,  fur  laquelle  on  cherchera  *  *Art.  $713 
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auffi  le  point  G  où  elle  rencontre  la  Sedion.  Cela  fair, 
»  Art.  t6u  on  décrira  *  du  diamètre  B  G  &  de  l'ordonnée  H  A  ou 
-H£,  une  Se&ion  conique,  qui  fera  celle  qu'on  deman- 
de. Car  il  eft  vifible  que  la  ligne  BG  qui  divi/e  par  le 
milieu  en  H  la  ligne  AE  terminée  par  la  Section  &  pa- 
rallèle à\  la  tangente  en  i?,  en  ferajm  diamètre  qui  aura 
pour  ordonnée  la  ligne  H.  Où  l'on  doit  remarquer 
que  lorfque  le  point  H  tombe  entre  les  points  B,  G ,  la 
Se&ion  eft  une  Ellipfe  y  que  lorfqu'il  tombe  de  part  ou 
d'autre  de  ces  deux  points,  ce  font  deux  Hyperboles  op- 
pofées  -,  Se  qu'enfin  lorfque  la  ligne  B  G  eft  infinie  ,  la 
Se&ion  eft  une  Parabole. 

Corollaire  I. 

F  i  c  no.  374*  Cet  exemple  nous  fournit  le  moyen  de  faire 
palier  par  quatre  poincs  donnés  A ,  B ,  H,  My  une  Sec- 
tion conique  d'une  efpece  déterminée. 

Car  i°.  So\is  la  Section  conique  une  Ellipfe  ,  dont  le 
grand  axe  foit  à  fon  paramètre,  en  la  raifon  donnée  de 
a  à  b.  Je  forme  le  triangle  A  B  H ,  en  joignant  trois  des 
points  donnés  par  des  lignes  droites  5  &  du  quatrième 
point  M ,  je  fais  pafTer  par  les  points  «4  ,  B,  les  angles 
M~4K,  MBK  ,  égaux  aux  angles  G  AH,  R  B  A ,  com- 
pléments à  deux  droits  des  angles  HAB,HB^i.  Je 
décris  fur  *4B  comme  corde  de  l'autre  coté  du  point 
M  un  arc  de  cercle  BDA  capable  d'un  angle  qui  vaille 
quatre  droits  moins  les  deux  angles  K  *A  M ,  K3Mt 
&  du  centre  c  de  cet  arc,  je  décris  un  autre  cercle  dont 
le  rayon  CF  foit  au  rayon  CD  du  premier,  comme 
a^-b  eft  à  a  —  ^>  &  du  point  de  concours  K  des  deux 
côtés  ^X.ÎK,  des  angles  M  *A  K  y  MBK,  je  tire 
une  tangente  K  F  à  ce  dernier  cercle.  Maintenant  je  dis 
que  fi  l'on  fait  mouvoir  le  point  K  le  long  de  la  droite 
indéfinie  JFK  -,  le  point  de  concours  M  des  deux  autres 
côtés  A  M ',  BM  ,  prolongés  lorfqu'il  fera  neceflàire  de 
l'autre  côté  des  points  décrira  dans  ce  mouve- 

ment l'Ellipfe  o^u'on  demande.  Car  il  eft  évident  félon 

ce 
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ce  q  l'on  a  die  dans  le  premier  cas  de  l'exemple ,  que  lé 
heu  des  points  M  (era  une  Elliplè  ,  dont  le  grand  axe 
fera  â  Ton  paramètre  comme  £/"(«/)  à>  D  t  (  b)  y  êt  de 
plus  qu'elle  paflera  par  les  points,  si ,  M^B ,  H ,  puifs, 
que  le  point  K  étant  en  G ,  le  côte  M  tombera  fiio 
A  H         cote  ^  M  fur  i*  /t.  .1 

a°  Lorfque  c'eft  irne  Hyperbole  ou  deux  Hyperbo* 
les  oppofées  qu'il  eft  queftion  de  décrire  par  quatre  points 
donnes  A %B%  H ,  A/,  &  dont  le  graod  axe  Toit  à  Ion 
paramètre  en  la  ration  donnée  de  a  à  è  ^  la  conftru&œ  / 
demeure  la  même, excepté  que  le  rayon  CF  du  cercle 
concentrique  au  cercle  B  D^i  £,  doit  être  au  rayon  CD , 
comme    —  b  eft  à 

3°.  Lorfqu'il  s'agit  de  décrire  une  Parabole  par  qua- 
tre points  donnes  ^t  B  %  H%  M,  Ayant  decrir  comme 
dans  le  premier  cas  le  cercle  BDA  £y  on  mènera  dur 
point  de  concours  K  une  tangente  â  ce  cercle  ,  qui  fera 
la  droite  indéfinie  fur  laquelle  faifant  mouvoir  le  point 
K  ,  l'autre  point  de  concours  M  décrira  la  Parabole  qu'on 
demande. 

Comme  Ton  peut  mener  d'un  même  point  deux  tan» 
gentes  à  un  cercle  ,  il  s'enfuit  qu'on  peut  décrire  deux 
différentes  Sedions  coniques  qui  fatùfont  également  lorf- 
que  le  Problême  eft  poffible  ^  car  lorftjue  le  point  K  tom- 
be au  dedans  du  cercle  oui  a  pour  rayon  C  F ,  il  eft  vi- 
fible  que  le  Problême  eft  impolEble. 

On  pourra  décrire  la  Sedion  conique  par  le  moyen 
de  Tes  axes  en  fe  fervant  de  l'article  371.  ou  par  le  moyen 
d'un  de  fes  diamètres  &  d'une  ordonnée  à  ce  diamètre, 
en  fe  fervant  de  l'article  37$. 

Corollaire  ir, 

575*  ^)  n  tire  encore  de  cet  exemple ,  une  nouvel-  Pie.'  xiu 
le  manière  de  décrire  une  Seâion  conique  qui  paffe  par 
cinq  points  donnés  A ,  B,  H ,  M ,  iV.  Car  ayant  joint 
trois  quelconques  de  ces  points  ^  %  B ,  H  y  par  de* 

Oa 
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lignes  droites,  on  fera  pafler  par  les  aurres  points  M %  Jtft 
&  par  les  deux  points  fixes  yBy  les  angles  M^4 K  yNs*S% 
eg<iux  chacun  à  1  angle  HA  O  complément  à  deux  droits 
de  l'angle  H^B,  &  les  angles  M  B  KyN  BS  égaux 
chacun  à  l'angle  *A  B  R  complément  à  deux  droits  de 
l'angle  A  B  H  t  &  on  tirera  par  les  points  de  concours 
KyS  y  une  ligne  droite  indéfinie  S,  A* ,  fur  laquelle  fai. 
fant  mouvoir  le  point  K%  il  eft  clair  que  le  point  de  con- 
cours M  décrira  dans  ce  mouvement  la  Sedion  conique 
qu'on  demande  >  puifqu'elle  paûera  par  les  cinq  points 
donnes^,  BtH,  M,  2v~. 


LIVRE     NEUVIEME,  * 

D<  l*  conftruaion  des  B&im  ;   "  , 

proposition;  i 

Problème. 

57^'  C  ONSTHu  i  m         égalité  dottnie^  dans  la- 
quelle l'inconnue  ne  Je  trouvé  qu'au  premier  degré.  '  '■ 

Soit  en  premier  lieu  l'inconnue  x  égaie  à  une  ou  à -«lu- 


fours  fraAion*  fimples  ,  telles  quel.*,  oul^,  ou  *±LÎ  ^   *  — 

&c  Ayant  fait  c.b  wa.  ly  il  eft  clair  que  cette  quatric- 

me  proportionnelle  /~  ~  ^  &  fi  Ton  fait  /  /  :  :  <r.wi ,  l'on  ~c 


aura  m  — ti  =  ~  J&  faifant  enfjn  g.  *»  ::/>.»,  il  vient 

n  s:  2i = en  mettant  pour  w  fa  valeur  — .  De  forte 
qu'on  aura  l'inconnue  x  égale  à  /,  ou  à  m ,  ou  i  »,  &C. 
félon  que  *  fera  égale  a  1-*,  ou  à  li',  ou  i  ^&c.  Or 

il  eft  vifible  qu'en  augmentant  le  nombre  des  propofw 
dons,  autant  qu'il  fera  necenaire,  on  trouvera  toujours 
une  ligne  droite  égale  à  une  fradion  (impie  donnée, 
tel  que  puifle  être  le  nombre  des  dimenfions  de  jfon  nu- 
mérateur. D'où  l'on  voit  que  l'on  pourra  toujours  trou* 
ver  une  ligne  x  égale  à  une  quantité  compolee  de  plu- 
/îeurs  fraâioos  fimples  j  car  ayant  trouvé  en  particulier 
des  lignes  droites  égales  à  chacune  de  ces  fractions ,  il 
n'y  aura  qu'à  les  ajouter ,  ou  retrancher  félon  qu'il  fera 
marqué  par  les  fignes  -f— &  — .  Qu'il  faille ,  par  exem- 
ple ,  trouver  une  ligne  x  =  a-{-Zi ^tti^.ttLii  xm 

ajoûtera  les  deux  lignes  A  =  l-&/=:^àli  ligne  a 

pour  en  conapofer  une  feule ,  de  laquelle  ayant  rerran- 

O  o  ij 
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ché  la  ligne  m  ^       ,  le  refte  fera  la  valeur  cherchée  de 

l'inconnue  x  ,  c'eft  â  dire  qu'on  aura  *:=  s-±-h-)-l 

mm  m. 

Soit  en  fécond  lieu  l'inconnue  x  égale  a  une  ou  à  pla- 
ceurs fractions  compofees ,  c'eft  à  dire,  dont  les  dénomi- 
nateurs ayent  plufieurs  termes.  On  cherchera  d'abord, 
comme  Ton  vient  d'enfeigner  ci-deflùs,  une  ligne  égale  au 
dénominateur  divifé  par  une  ligne  arbjtraire,  lorfque  cha- 
cun de  les  termes  n'a  que  deux  dimenûons,par  un  plan 
lorfqu'ils  en  ont  trois ,  par  un  folide  lor(qu'ils  en  ont  qua- 
tre,  &c  i  ce  qui  reunira  tous  les  termes  du  dénominateur 
en  un  feul ,  lequel  étant  lubftituè"  en  leur  place ,  changera 
la  fradion  compolee  en  une  ou  en  plufieurs  iîmples  (elon 
que  le  numérateur  eft  compofe  d'un  ou  de  plu  fleurs  ter- 
mes *  &  ayant  trouve  comme  ci-deflus  une  ligne  qui  leur 
foie  égale  t  elle  fera  celle  qu'on  cherche.  Ceci  s'éclaircira 
par  les  exemples  qui  fuivenr. 

On  demande  une  ligne  x  s  tiî^lll  je  cherche  d'a- 

bord  une  ligne  m=i  f-+-">  c'eft  à  dire  égale  au  dénomi- 
nateur af^bb  divifé  par  la  ligne*  i  ce  qui  donne  bb-±-af 
<±aam,&  ayant  trouvé  enfuite  une  ligne  n  =  M*'~ict 

t!  _  tll  i  il  eft  clair  que  la  ligne  cherchée  x  ~  ».  De 

mêmenTon  demandoitune  ligne  x     ll±+*  ,on 

trouVeroit*  une  ligne  m  s=  a     eJL  _j-     c'eft  à  dire  égale 

au  dénominateur  aaf^- ccf-\-bff divifé  par  le  plan  af% 
ce  qui  donne  afm  zzaaf *~\-ccf -fr-^/ ,  Se  enkiite  une 

autre  liene  sr  -, — ,  _zz:  x.  Il 

0  mfm  [m         fm  m 

ien  eft-ainlide  tous  les-autres  exemples  que  chacun  fe.peut 
former  à  plaifir. 

Il  eft  inutile  d'avertir  que  H  l'on  demandoit  une  ligne 
x  égale  à  une  ou  à  plofieurs  fractions  tant  fimples  que 
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compofées  j  il  faudrait  chercher  en  particulier  des  lignes 
égales  i  chacune  de  ces  fractions ,  pour  les  ajouter  er>(  ;i. 
te  ou  les  retrancher  les  unes  des  autres,  félon  que  le» 
lignes      ou  —  le  feroient  connoître. 

■ 

Corollaire  I. 

377-  Il  eft  facile  par  le  moyen  de  cette  Propofition 
de  trouver  i°.  Une  fra&ion  (impie -ou',  dont  le  déno- 

1      m  x 

minateur  ou  le  numérateur  a  foit  donné  ,  égale  à  une 
ou  à  plufieurs  fractions  (impies  ou  compofées  j  car  il  n'y 
aura  qu'à  trouver  une  ligne  x  égale  à  la  ligne  a  multi- 
pliée ou  divifée  par  ces  fra&ions.    Qu'il  raille  trouver 

par  exemple  ,  une  fraûionf— — ,  il  eft  viG- 
ble  qu'il  n'y  aura  qu'à  trouver  une  ligne  x  =  ~£  'y 

«J-  il .  i*.  Un  plan  a,x  dont  Tun  des  côtés  a  eft  donné , 

égal  à  un  ou  à  plufieurs  plans  (i  compofé  qu'ils  puifTent 
être  }  car  il  ne  faut  pour  cela  que  trouver  une  ligne  x 
égale  à  tous  ces  plans  divifés  par  a.  30.  Un  folide  a  a  x 
ou  abx  ,  dont  deux  des  côtés  <*,  a ,  ou  a ,  b  ,  font  don. 
nés ,  égal  à  plufieurs  folides  >  puifqu'il  ne  faut  pour  cela 
que  trouver  une  ligne  x  égale  à  tous  ces  folides  divifés 
par  le  quatre  a  a  ou  par  le  plan  ab.  40.  Un  furfolide 
a* x  ou  abc  x  dont  trois  côtés  a ,  a ,  a  ,  ou  a ,  b ,  c  ,  font 
donnés ,  égal  à  plufieurs  furfblides  j  puifqù'il  ne  faut  en- 
core pour  cela  que  trouver  une  ligne  x  égale  à  tous  ces 
furfolides  divifés  par  le  cube  a*  ou  par  le  folide 
Et  il  en  eft  de  même  de  plufieurs  produits  de  cinq  di- 
menûons ,  de  fix  &c.  que  l'on  peut  toujours  réduire  en 
on  fêul  dont  cous  les  côtés ,  excepté  un ,  foient  donnés. 

Corollaire  II. 

378.  De; la  on  voit  que  pour  trouver  un  quar- 
rè  égal  à  plufieurs  plans  donnes  ,  il  les  faut  réunir 

O  o  iij 
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tous  en  on  feul  trouver  enfuite  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  cotes  -t  car  il  eft  clair  qu'elle  ièra 
le  côté  du  quarré  qu'on  demande.  Qu'il  faille,  par  exem- 
ple ,  trouver  un  quarré  xx  tiss  —  111'^*'   ■  (les  lignes 

*>b,e>*>f>bys>  font  données) ,  je  cherche  une  ligne 
ect-jhb       avoir  un  pian  em~ss  — ,  & 

ayant  trouve  une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les 
deux  côtés  r,  m,  du  plan  em,i\  eft  clair  que  xxsf» 

CCet—e  thh 

Pour  trouver  une  ligne  x  dont  le  quarré  foit  égal  à 
plufieurs  furfolides  donnés  j  je  cherche,  comme  ci  deflus, 
un  quarré  ^cgal  à  tous  les  furfolides  donnés  divifés  par 
le  quarré  a  a  donné  ou  pris  a  volonté.  Je  prends  enfuite 
une  moyenne  proportionnelle  x  entre  les  deux  lignes 

je  dis  qu'elle  leracelle  qu'on  demande  j  car  xx*m  a^y 
& ,  en  quarrant  chaque  membre ,  x4  a  a^,  c*eft  à  dire 
x4  égal  à  tous  les  furfolides  donnés. 

379'  C3  u  o  i  qju  e  la  méthode  que  l'on  vient  d'ex» 
pliquer  foit  gênerai  pour  tous  les  cas  poflîbles,  il  ne  s'en- 
fuit pas  néanmoins  qu'elle  foit  toujours  la  plus  fimple. 
Ccft  pourquoi  je  vais  donner  ici  des  exemples  particu- 
liers que  l>n  refoud  d'une  manière  plus  aifée  en  s'écar- 
tant  un  peu  de  la  méthode  générale ,  &  qui  pourront  fer- 
vir  de  méthodes  pour  tous  les  cas  femblables. 

i°.  Soit  x  s=  Je  cherche  d'abord  une  ligne 

m  =sli,&  fubftituant  à  la  place  de  ai  fa  valeur  rw,je 
trouve  x  x=-t*m—'cmm  _  <j^z^Jl  5  d'oà  je  connois  qu'en 

cem  +  c*  m  <+t 

faifant  <:-+  m.c  —  m  :  :  m.  n  ,  j'ai  cette  quatrième  propor- 
tionnelle n  , —  x.  Il  eft  donc  viûble  qu'on  n'a  eu  befoin  que 
de  deux  proportions  pour  trouver  la  valeur  de  x ,  au  heu 
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qoe  fi  l'on  tente  la  méthode  générale ,  on  trouvera  qu'il 
en  faut  au  moins  trois. 

i°.  Soit  x  y* Je  fais  un  triangle  rc&angle , 
dont  l'un  des  côtés  zza,  &  l'autre  Zzb  $  &  Ton  hypothe- 
nufe  fera  la  valeur  de  x.  S'il  falloit  trouver  une  ligne  x 

3  ^  a  a — bby  il  n'y  auroit  qu'à  trouver  une  moyen- 
ne proportionnelle  x  entre  les  deux  lignes  a  -f  b  & 
* — b  y  car  fon  quarré  xx  doit  être  égal  au  produit 
des  extrêmes  *  a  —  b  b.  Ou  bien  je  fais  un  triangle  rec- 
tangle dont  l'hypothcnufe  &  l'un  des  côtés  2=  £5 
l'autre  côté  fera  la  valeur  de  *. 

30.  Soit  xx  tzss-++ee — tlilZ.  Je  prends  l'hypothe- 
nufe  m  d'un  triangle  rectangle  dont  l'un  des  côtés  sr*, 
&  l'autre  -         ayant  trouvé  une  autre  ligne  n  —  — , 

j'ai  x  x  tr  w  m—sin  &  x=  f  m» — que  je  refous  com- 
me je  viens  de  faire  x  =;  44 — bb  dans  l'exemple  pré- 
cèdent. 

40.  Soit  enfin  jf^/-  ""ZI***  '  JC  Prcnc*s  une  moycn- 
ne  proportionnelle  entre  les  côtés  s9f%  du  plan  af% 
pour  avoir  un  quarré  M  zz*fy  ]e  trouve  enfuite  un  quarré 
mm  ZZ  b è  -+  M ,  &L  un  autre  quarré  nn  m  ce  -+  h  h  par 
le  moyen  de  deux  triangles  rectangles ,  comme  dans  le 

fécond  exemple ,  &  j'ai  par  la  fubftitution  xxaa/j—  '<~~  \ 

&  trouvant  enfin  une  ligne  g=»  il  vient  x— ^  s  /  «—g  g 
que  Ton  refoud  comme  ci- demis. 

PROPOSITION  IL 

* 

Problème. 

380.  X  ».  O  u  v  E  r  les  racines  de  toutes  fortes  £  Egalités 
du  fécond  degré. 

Toutes  les  Egalités  du  fécond  degré  fc  peuvent  ré- 
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duire  à  l'une  de  ces  deux  formes,  xx~z+ax — bb  s»,  m» 
,  .  f        »  *  Art.  pfi  x  x  _f  ax      bb  es  *  i  en  trouvant  une  Jigne  *  *  égale  i 

toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  l'inconnue  x, 
•  Àri.i7%.  &  un  quarré  bb  ♦  égal  a  tous  les  pUu*  entièrement  con. 
nus.  Cela  pofé. 

,  ^  ^    '  -  v  Fie.  m.      i°.  Soitxx-+<*x —      ~     Je  forme  un  angle  droit 

dont  l'un  des  côte»  C  si  l'autre  coté 

ABZ3  £j&  ayant  mené  l'hypothenufe  *  C  prolongée  au 
delà  de  C,je  décris  du  centre  C&du  rayon  CA,  un  cercle 
qui  coupe  BC  en  deux  points  £ ,  Z).  Je  dh  que  les  droites 
B  D,  BE  y  font  les  deux  racines  de  l'égalité  propofée 
xxZ+  ax — bb:  feavoir  BE  la  racine  vraie,  &  ££>larauffe 
de  l'égalité  x  x  -+ax> — bb  sro  ,  &  au  contraire  B  D  la 
'  '  vraie  &  B  £  la  faufle  de  l'égalité  xx —  ax  —  bb  s=  o. 

Car  faifant  BE~x  y  on  aura  BD  ou  £  £  -+  £Z> 
~  a  ~f  x  j  &  fi  l'on  fait  B  D  zz  —  x  ,  on  trouvera  £  £ 
ou  £i> —  £  D     —  x  —  </.  Donc  en  l'un  &  l'autre  cas 

D  B  *  8  E     x  x      *x  *zz  yi  B  (bb)  par  la  propriété  du 
cercle ,  c'eft  i  dire  xx— f  ax  —  bb  tr  o.   Au  contraire  û 
l'on  fait  BDS=ïx  ouj£—  —  x,oo  trouvera  DB*BE 
ZZ  x  x  —  a  x  ÎZ2  é  b  ou  xx — ^  x  — —  bb  "zzo. 
Fie.  113.  Soit  xx  — \.bb  zz o.  Je  forme  comme  dans 

le  premier  cas,  un  angle  droit  C  si  B  dont  l'un  des  côtes 
C  si  zz  7  a ,  &  fautre  ayant  mené  une  droi- 

te indéfinie  B  D  parallèle  i  AC ,  je  décris  du  centre  C& 
du  rayqn  c  A  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  Ugne  B  Daux. 
points  £ ,  IX  Je  dis  que  les  droites  B  E  y  BD,  lont  les  ra- 
une*  de  l'égalité  propofee  xx'Z+rfX.^^  rro  :  feavoir 
les  deux  vraies  de  l'égalité  xx  —  *x~±bb  zzo*  &  les 
deux  fauffes  de  l'egalitc  xx  -+ax     bb  zzo. 

Car  achevant  la  demi- circonférence  A  E  D  Ff  y  & 
menant  les  parallèles  £  JF,  DC  i  A  £  i  on  aura  en  fai- 
fant J?  £  ou  si  F  zz\  x  ,  le  redangle  A  F  *F  H  zza  x 

— xx  zz  FE  par  la  propriété  du  cercle.  De  mê- 
me fi  l'on  fait  BD  ou  si  G  zz,  x,on  aura  siG  *  G  H  zziax 

—  xx  zzG~D  (bb)  :  c'eft:  i  dire  en  l'un  &  l'autre 

cas 
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cas  xx  —  ax-+-bb  =r  o.  Si  l'on  veut  que  B  E  ou \A  F  ~ 
• — x,  &  B  O  ou  A<J  ZZ-  —  x,on  trouvera  ^4  F  *  F  H  U 

slG*GH  ~~~xx —  ax  ~Te  ou  G~5\  b  b  )  c'e&  i 
dire  x  x  4-  a  x      b b 

Si  le  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  C,  &  pour  rayon 
la  droite  CA%  ne  coupe  ni  ne  touche  la  parallèle  BD% 
(  ce  qui  arrive  toujours  lorfque  AB  furpatfe  Csi  )  i  les  ra- 
cines de  l'égalité  feront  toutes  deux  imaginaires  :  mais  s'il 
la  touche  en  un  point ,  les  deux  racines  B  £  ,  B  D ,  devien- 
nent égales  chacune  au-  rayon  C  ^i. 

Rem  ak  qjo  *: 

381.  Lorsque  dans  une  égalité  l'inconnue  ne  fe  ren». 
contre  qu'au  quatrième  &  au  fécond  degré,  on  peut  tou- 
jours réduire  cette  égalité  en  une  autre  où- l'inconnue  ne 
monte  qu'au  fécond  degré  :  de  manière  que  ces  fortes  d'é- 
galités ne  paflènt  que  pour  être  du  fécond  degré. 

Soit  par  exemple  ^ — aa^\ —  aabb  tzo.  Je  fuppofe  F 
une  inconnue'  x  qui  fôit  telle  que  ion  rectangle  par  la 
donnée  a  fôir  égal  au  quarré  z^-,  ce  qui  donne  a  x  z^sç. 
Et  mettant  i  la  place  die  ^  cette  valeur  *  jp,  &  à  la  pla- 
ce de  ^  fon  quarré  aaxxt  je  change  l'égalité  donnée 
£ — aazjc^ — *abba»e  en  cette  autre  xx — ax — bb=*os 
où  l'inconnue*  x  ne  monte  qu'au  fécond  degré.  J'en  cher- 
che les  racines  x,  comme  l'on  vient  d'enfeigner,  &  pre<* 
naat  des  moyennes  proportionnelles  entre  la  donnée  a  ô£ 
les  valeurs  de  fes-  racines,  je  dis  qu'elles  exprimeront  les 
valeurs  cherchées  de  l'inconnue  z^i  ce  qui  eft  évident  v 
pttifquc  x^xj^ax. 

PROPOSITION  IIL 

■  * 

Problème. 

381.  TROUVEE,  far  une  autre  veye  les  racines  dep 
égalités  du  fécond  degré  yfans  *%*d  feitnecejfaire  de  changer  le** 
eUrmer  terme  en  un  quarré. 
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i°.  Soit  xxZ+ax  —  bczio.  Ayant  décrit  un  cercle 
Fie.  iij.  qUC|COOqUC  si£D  ,  dont  le  diamètre  ne  foit  pas  moin- 
dre que  les  données  *  &  b  —  c  je  fuppofe  ici  que  b  fur- 
palier)  s  on  inlcrira  dans  ce  cercle ,  i  commencer  par 
un  de  fes  poincs  quelconques  A ,  deux  cordes  ~*  B  zia, 

A  Dzz  b  c  :  &  ayant  prolongé  ✓jDen  F  en  forte  que 

D  F~  c y  on  décrira  de  fon  centre  C,&  du  rayon  CF  t 
un  autre  cercle  concentrique  qui  coupe  aux  points  £, 
G ,  H ,  les  cordes  AD,A*i  prolongées  Je  dis  que  A  G 
eft  la  vraie  racine ,  &  ^  H  la  faufle  de  légalité  x  x-f  *x 

 ~  o  }  &  qu'au  contraire  A  G  eft  la  faufle ,  &  AH 

eft  la  vraie  racine  dexx — ax—bc~o. 

Car  AF  ou  AD-+DFzzbyD  F  ou  r ,  & 
faifant        ou  i?H  :=:x  ,  on  aura  AH  ~a-+x.  Or 
par  la  propriété  du  cercle  FGFH>  le  reûangle  EA*  A  F 
{bc)  zzG  A*  A  H  {xx  -+  ax)    Si  l'on  rait  à  prefent 
AH  s= — x,  on  aura  A  G  ou  B  H  ou  AH  —  AB  r: 
 4 ,  &  par  conlèquent  G  A  «  AH  ssxxH-ax  com- 
me auparavant.  Donc  foit  que  l'on  fafle  ,a  G  sr  x  Nou 
^ /f  —  —  x.  on  trouvera  toujours  xxH-^x  —  bc  sr*. 
On  prouvera  de  même  que  A  G  eft  la  racine  faufle  ,  & 
A  H  h  vraie  de  l'cgalite  xx — *x — bc  zzp. 
Fi     né      l0'  Soit  xx"^+*x-+ £f         Ayant  décrit  up  cercle 
'  quelconque  A  B  D ,  donc  le  diamètre  ne  loit  pas  moin- 
dre que  les  données  a  &  b-+  c ,  on  inferira  dans  ce  cer- 
-cle,  à  commencer  par  un  de  fes  points  quelconques 
deux  cordes  AB  zz*,AD  =  *H- *   &  ayant  pris  fur 
AD  U  partie  i)  i^=:  r ,  on  décrira  de  fon  centre  C  & 
du  rayon  c  /  un  autre  cercle  concentrique  qui  coupera 
les  cordes  A  D ,  A  B ,  aux  points  F ,  £ ,  G',  //.  Je  dis 
que  A  G  U  A  H  font  les  deux  racine*  vraies  de  l'égali- 
té xx —  */xH*^f        Si  les  deux  fauiles  de  xx  — f  *x 
-+bc  zz  9.  Gela  fe  démontre  de  même  que  dans  le  pre- 
mier cas. 

Si  le  cercle  qui  a  pour  rayon  CF  ne  toueboit  ni  ne  ren- 
controit  la  ligne  A  B  en  aucun  point,  il  s'enfuivroit  que 
les  deux  racines  de  l'égalité  feroient  imaginaires. 
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Avertissement. 

Tout  l'artifice  dont  je  me  fers  pour  contraire  les  éga- 
lités qui  n'ont  qu'une  inconnue ,  ou  pour  trouver  les  ra- 
cines ,  confitie  à  introduire  dans  cette  égalité  une  nou- 
velle inconnue  ,  en  forte  qu'on  en  puifle  tirer  plulîeurs 
équations  qui  renferment  chacune  les  deux  inconnues 
&  qui  foient  telles  que  deux  quelconques  de  ces  équa- 
tions renferment  enfemble  toutes  les  quantités  connues 
de  la  propofce  j  car  autrement  en  faifant  évanotifr  Tin. 
connue  nouvellement  introduite ,  on  ne  retrouveroit  pas 
l'égalité  propofée.  Je  choifis  enfuite  entre  ces  équations 
deux  des  plus  fimples  ,&  en  ayant  conftruit  feparèment 
les  lieux,  leurs  points  d'interfe&ions  me  donnent  les  ra- 
cines que  je  cherche.  Il  y  a  de  l'art  à  introduire  l'incon- 
nue }  car  il  faut  que  les  lieux  que  l'on  tire  de  la  propo- 
fée ,  foient  les  plus  fimples  qu'il  fe  puifle  :  par  exemple , 
Ci  l'égalité  eft  du  quatrième  degré,  il  faut  que  les  lieux 
des  équations  qu'on  tire  ne  paflent  point  le  fécond  degré  ; 
que  parmi  ces  lieux  il  y  ait  toujours  un  cercle  comme 
étant  le  plus  (impie ,  &  auflî  une  Parabole ,  une  Hyper- 
bole équilatere  &c.  Or  c'eft  ce  que  j'ai  tâché  d'exécu- 
ter dans  les  Lemmcs  &  les  Propositions  qui  fuivenr. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

pour  U  confhuftion  des  Egalités  du  troisième  &  du  quatrième 
degré  t?*rle  moyen  à*un  cercle,  &  d'une  Parabtle  donnée. 

38}.  Soit  propofée  l'égalité  **  -J- 1  £  *'  -f-  *r  x  * 
—sadx —  dans  laquelle  x  eft  l'inconnue,  & 

4t%è>c9d^fi  font  les  données  ,  &  foit  fuppotee  une  au. 
cre  inconnue/  telle  que  fon  re&anglc  par  la  connue*  , 
foit  égal  au  rcdangle  de  x  b  par  x.  Ce  qui  donne  les 
équations  fuivantes. 

i«.  a  y  s=  x  x-\-bx  ,  de  laquelle  quarrant  chaque 
membre  ,  on  trouve  x'-^ibx'^-  bbxx  =  aayy  3  & 

Ppij 
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mettant  a  la  place  de  *4-|-  ièx*  tU  valeur**// — bbxx 
dans  l'égalité  propolee  x*  &c.  on  la  changera  en  cette 
féconde  équation. 

te  y  y — itxx-ï-lxx — dx — afwmo,  dans  laquelle 

mettant  à  la  place  de  xx  fa  valeur  a  y — bx  trouvée  par 
le  moyen  de  la  première  équation  ,  i°.  Dans  —  _t  xx, 

x°.  Dans -Jfx.  30.  Dans — tL xx Ixx,  on  arriverai 

m  •  *  *  s 

ces  trdis  différentes  équations. 

,  y  y  y^-      x-lr-xx  —  dx  af^O. 

4e.  yy —  tLxx^cy —  -x—  dx  —  */—  o. 

f.  yy  +  c,—iiy~ifx+£x  —  dx  —  af~o.Si 

l'on  rctrancke  de  cette  cinquième  équation  ,  la  première 
xx-+-bx —  ayt»o%U  qu'enfuite  on  la  lui  ajoute  ,  on 
aura  ces  deux  autres. 

6e.  yy-+-cy— "y-\-«y — ** — bx — 

—  dx  < — af =s* 0. 

7e.  yy-+-cy—  bJiy  —  ây^xx^-bx —  —  x-\-  ~x 

—  dfC  afesmO. 

Maintenant  fi  l'on  prend  pour  les  inconnues  x  &  y  deux 
lignes  droites  ^4  p ,  P  A/,  qui  faflènt  entr'elles  un  angle 
quelconque  ^  P  M  j  il  eft  évident  que  le  lieu  de  la  pre- 

*  Art.  510.  raiere  équation  eft  *  une  Parabole  :  que  celui  de  la  féconde 

peut  être  une  Parabole,  une  Ellipfc,ou  une  Hyperbole 
félon  que  b  b  eft  égal ,  moindre  ,  ou  plus  grand  que  a  c  j 
que  celui  de  la  troifiéme  eft  une  EUipfe,  qui  devient  un' 

*  Art.  cercle*  lorfque  c 3 a  &  que  l'angle  -HP  M  eft  droit:  que 
&  **9.  celui  de  la  quatrième  eft  une  Hyperbole,  qui  devientéquû 
»  An.  nS.  iatere  *  lorfque  b = a  :  que  celui  de  la  cinquième  eft  enco- 
&  re  une  Parabole  :  que  celui  de  la  fixiéme  eft  une  Hyper- 
bole équilatere  :  &  enfin  que  le  lieu  de  la  fepticme  eft  un 
cercle ,  lorfque  l'angle     P  M  eft  droit. 
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R.EMÀR  QJU  E  I. 

384»  S'il  y  avoit  — zlx'dans  l'égalité  propoféc 
au  lieu  de  -+  1  b  *' ,  il  faudroit  changer  dans  toutes  les 
équations  les  fignes  des  termes  où  b  Ce  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire  j  &  fi  le  fécond  terme  manquoit, 
il  faudroit  effacer  tous  les  termes  où  b  fè  trouve.  11  en 
cft  de  même  à  l'égard  des  autres  termes  de  l'égalité  pro- 
pofée  par  rapport  aux  lettres,  r,  </,/,  qu'ils  renferment. 
Mais  l'on  doit  remarquer  que  dans  tous  les  differens 
changemens  qui  peuvent  arriver ,  le  lieu  de  la  première 
équation  fera  une  Parabole  ,  celui  de  la  fixiéme  une- 
Hyperbole  équilatere ,  &  enfin  celui  de  la  dernière  toû- 
jours  un  cercle  lorfque  l'angle  A  PM  eft  droit. 

R  E  m  a  r  <^u  B  II. 

3^5-  O  m  a  choifî  pour  première  équation  xx-\-bx 
*x=*ay  >  plutôt  C[UCx  x^bx^ay  ou  Amplement  xx=*=ay  ; 
parce  qu'en  quarrant  chaque  membre  de  cette  éouat.on, 
les  deux  premiers  termes  du  premier  membre  (ont  les 
mêmes  que  les  deux  premiers  termes  de  l'égalité  propo- 
fee  *4-r-  tbx*  &c ,  &  qu'ainfi  on  peut  les  faire  évanouir 
tout  d'un  coup.  Ce  qui  donne  une  nouvelle  équation 
dont  le  lieu  n'eft  que  du  fécond  degré,  &  qui  étant  corn, 
binée  en  différentes  façons  avec  la  première ,  fert  à  en 
trouver  (  comme  l'on  vient  de  voir  )  plufieurs  autres ,  dont 
les  lieux  n'étant  que  du  fécond  degré ,  fe  conltruifent  ai. 
fément ,  parce  qu'elles  ne  renferment  point  le  plan  x y  v 
&  entre  lefquels  le  lieu  de  la  dernière  équation  eft  tou- 
jours un  cercle ,  en  fuppofant  que  les  inconnues  x  &  y 
faflent  entr'elles  un  angle  droit. 
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PROPOSITION  IV. 
Problème. 

1&6.  TROUVE*  les  racines  de  f  égalité  frtpfee  x4" 
-f-ibx'-fr-ac x  x  —  aadx— a'f*— o,  far  le  moyen  d  uns 
Parabole  &  d?*n  cercle. 

Fie.  217.      Ayant  pris  pour  les  inconnues  &  indéterminées  x  tiy , 
les  deux  lignes  droites  A  P ,  P  M , qui  faflent  entr'elles 

»  j*rt.}i*.  un  angle  droit  A  P  M  >  je  conftruis  *  d'abord  la  Para. 

bole  qui  eft  le  lieu  de  la  première  équation  du  Lemme , 
&  enfuite  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  ieprieme  :  &  leurs 
interférions  me  fervent  à  découvrir  les  différentes  va- 
leurs de  l'inconnue*  x  qui  feront  les  racines  de  1  égalité 
propôfée.  Cela  fe  fait  en  cette  forte. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  A  P  prolongée  de  l'autre  côté 
de  A  la  partie  A  D  %  on  mènera  par  le  point  D 
une  parallèle  i  P  M ,  fur  laquelle  on  prendra  ja  partie 

DC-^da  côté  oppofé  à  PM  j  fie  on  décrira  de  Taxe 

C D  qui  ait  fon  origine  en  C,&  dont  le  paramètre  foie 
égal  4  la  donnée  *,une  Parabole  M  CM.  Cela  fait  on 
mènera  par  le  point  fixe  A  une  parallèle  A  Jgjk  P  M, 

fur  laquelle  ayant  pris  la  partie  AB  :r  i*4~— — le 

="^Fg  pour  abréger ,  on  tirera  parallèlement  i  A  P  la 
droite  BE  ~\d^l£  Ravoir  —  ^lorfque  A  B 
c'eft  i  dire  lorfque  la  valeur  de  A  B  eft  pofitive  ,  & 
-4-^  lorfque  AB  £2 — g  *  en  obier  vant  de  prendre  on 

mener  ces  deux  lignes  AB>BE,d\x  côté  de  P  M\otC- 
que  leurs  valeurs  font  pofitives  ,  &  du  côté  oppofé  lors- 
qu'elles font  négatives.    Nommant  enfin  E  S-i ,  m  j  on 

décrira  du  centre  E  ,  &  du  rayon  EAfi^r  mm  -+  af 
un  cercle  $  &  menant  des  points  JVf  où  il  coupe  la  Para, 
bole  des  perpendiculaires  MP  fur  la  ligne  A  P 1  les  par- 
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tïes  A  P  de  cette  ligne  marqueront  les  racines  de  l'éga- 
lité ,  fçavoir  les  vraies  lorfque  les  points  P  tombent  du 
côté  où  Ton  a  fuppofé  P  M  en  faifant  la  conftru&ion ,  & 
les  faufles  lorfqu'ils  tombent  du  côté  oppofé. 

Car  prolongeant  A/^paralIele  à  ^pf  &  qui  ren- 
contre Taxe  C  G  au  point  L  ,  on  aura  ML  ou  ^4 P 

-h  l-b  ,  CL  ou  A4 v -+  —  >& 

  4« 

par  la  propriété  de  la  Parabole  ML  wmC  L*a,  c'eft  à 

dire  **— *-£x-r-7^:ri^H-*js  °u 
qui  eft  la  première  équation  du  Lemme.  Maintenant  fi 
Ton  prolonge  B.  B  juîqu'à  ce  qu'elle  rencontre  P  M  en 
Ry  &  qu'on  tire  le  rayon  E  M  y  on  aura  i  caufe  du  trian- 
gle reâangle  E  R  M  le  quarré  £  M  £  A  -f-ÂTÂÏ* 
*=1Tb%  -+  1EB  *  BR-¥B~R*  — iA£*PM 

-+AB*ZZ  EB%  -±  BA      af  par  la  conftru&ion  j  c'eft 
â  dire  en  effaçant  de  part  &  d'autre  les  quarrés  £ 
MA  y  &  mettant  pour  lABh  valeur  s  H* H  —  r  & 

pour  fa  valeur^—  d  ou  *  H-  fi_L'  —  i  & 

1  «  mm        m  * 

pour  B  R  ou  A  P6c  PM  leurs  valeurs  x  &^ ,  la  (êptié- 
me  équation  yy-\-cj  —  ay  y  -+xx— 1-  £x  -+  ~* 

•  *  mm 

—  —  dx  s*/,  dans  laquelle  fi  l'on  met  a  la  place 
dey  fa  valeur  *** **  trouvée  par  la  première  équation, 

&  a  la  place  àeyy  le  quarré  de  cette  valeur,  oû  retrouve 
l'équation  même  propoféeA4-+  xbxx  -±a.cx  x~r—  aadx 

—  a*f  D'où  l'on  voit  que  la  ligne  <rf  T'exprime  une 
racine  vraie  de  cette  égalité. 

Si  l'on  obferve  de  prendre  — *  pour  *AP  or^-y  pour  PM % 
forfque  ces  lignes  tombent  du  côté  oppofé  où  on  les  a  fup- 
pofces  en  raiiànc  la  cooUru&ion  }  on  trouvera  toujours  par 
la  propriété  de  la  Parabole  la  première  équation ,  &  par 
la  propriété  du  cercle  la  feptiéme.  Donc  &c. 
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387.  I  l  eft  vifible  qu'on  rendra  la  conftru&ion  pre> 
cedente  générale  pour  toutes  les  égalités  du  troifieme  & 
du  quatrième  degré,  &  qu'on  y  employera  toujours  une  Pa- 
rabole qui  ait  pour  le  paramètre  de  Ton  axe  une  ligne  don- 
née* y  fi  l'on  obferve  i°.  De  multiplier  par  fa  racine  x  l'éga» 
litc  lorfqu'elle  n'cft  que  du  troifieme  degré  J  &  de  prendre 
*  Art.  yit.  une  ligne  *  ib  cgaleà  toutes  celles  qui  multiplient  un 
+  Art.  $77.  plaQ  *  ac  ^gal  à  ceux  qui  multiplient  xxy  un  folide  a  ad 
égal  aux  folides  qui  multiplient  jc,&  enfin  un  furfolide  a*f 
égal  aux  termes  entièrement  connus  de  l'égalité  donnte. 
i°.  De  changer  dans  les  valeurs  des  lignes  AD ,  DC ,  AB% 
BE^EMy  qui  déterminent  la conftru&ion  de  la  Parabole 
&  du  cercle ,  les  fignes  des  termes  où  b  fe  rencontre  avec 
une  dimenfion  impaire  s'il  y  a  —  i^x'dans  l'égalité  don. 
née,  parce  qu'il  y  avoit  -|- 1  b  x'  dans  celle  du  Problè- 
me j  &  d'effacer  tous  les  termes  où  b  fe  trouve  fi  le  terme 
ibx1  manaue  ,  parce  qu'alors  b  sr  0:  comme  auffi  défaire* 
la  même  chofe  à  l'égard  des  termes  où f ,  ^, /,  fe  rencon- 
trent. 3*.  De  prendre  ou  mener  ces  lignes  du  côté  de 
PM  lorfqu'elles  font  pofitives  ,  &  du  coté  oppofé  lorf* 
qu'elles  font  négatives,  On.  aura  donc  A  D  rr     \.b , 
Ravoir — ±b  lorfqu'il  ya-J-i^',  & -t-t*  lorfqu'il  y 
a  —  ibx*  )4A 3  zz^a-t-ii^+^c  ts^+g,fçavoir — {c 
lorfqu'il  y  z-{-ac xx %6c-{-Lc  lorfque  c'eft  —  *cxxY 
BE  s=         "+t^i  «Ravoir  — -£lorfque  A  B  •= 
êc  qu'il  ya-fiK',  ou  bien  lorfque  ^  £  t=  — g ,  & 
qu'il  y  a  —  2  £    j  &  au  contraire  -f     lorfque  A  3  t= 
qu'il  y  a  —  2£x*,ou  bien  lorfque  A3  rs  —  g  & 
qu'il  y  a  -f-if  xr(c'cft  à  dire  —    lorfque  les  valeurs 
àt  A3  bc  AD  font  l'une  pofitive  &  l'autre  négative, 
& -4- i£  lorfque  ces  valeurs  font  toutes  deux  ou  ppfiti- 

ves 
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ycs  ou  négatives  )  j  comme  auflî  H*  j  à  lorfqu'il  y  a 
— aadx,  &  — i^lorfque  c'eft  -f  aadx  :  &  enfin  EM 

a=  ^ m mZf  af,  fça voir  —f  * /lorfqu'il  y  a — * '/ t£—af 
lorfque  c'eft  -±  a1  f.  D'où  l'on  cire  cette  conftru&ion 
géométrique  qui  eft  générale  pour  tous  les  cas. 

Une  Parabole  MCM qui  a  pour  axe  la  ligne  C  G  dont  Fie.  117. 
le  paramètre  eft  égal  à  la  ligne  a ,  étant  donnée ,  &  ayant 
réduit  l'égalité  propofée  ious  cette  forme  x*  2  b  x% 
ac  xx  Z^aadx  "Zj:  0  •  on  mènera  une  ligne  AB 
parallèle  à  l'axe  CG  qui  en  foit  diftante  de  4  b  *  du  côté 
droit  de  cet  axe  lorfqu'il  y  a  H*  zbx*  dans  l'égalité  don- 
née ,  &  du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a  —  xb  x\  On  tirera 
par  le  point  A  où  la  ligne  AB  rencontre  la  Parabole ,  une 
perpendiculaire  AD  fur  l'axe  CG  $  &  on  prendra  fur  cet 
axe  les  parties  Di?»^  a,  F  G™  1  CD  toujours  du  côté 
oppofé  a  fon  origine  C,  &  la  partie  G  A'  =»  f  c  vers  fon 
origine  C  lorfqu'il  y  a  -±  acxxy  &  du  côté  oppofé  lorf- 
qu'il y  a  — acxx.  On  mènera  enfuite  par  les  points  dé- 
terminés A y  F y  une  ligne  droite  indéfinie  AFy  &  par 
le  point  K  une  perpendiculaire  à  l'axe  qui  rencontre 
A  F  en  H  ;  &c  on  prendra  fur  cetre  perpendiculaire  la 
partie  HE=*\  d  du  côté  droit  lorfou'iî  ya  — aadx,  te 
du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a  -+  aadx.  Cela  fait,  on  dé- 
crira un  cercle  du  centre  £,  &  du  rayon  E M=*=A £ % 
lorfque  le  terme  alf  manque  dans  l'égalité  donnée ,  c'eft 
â  dire ,  lorfqu'elle  n'eft  que  du  troifiéme  degré  :  mais  lorf- 
qu'elle  eft  du  quatrième,  on  prendra,  (après  avoir  nom» 

mé  AE -y  m  -,  )  le  rayon  EM=*r  mmrz+af^  fça voir 
— h  af  s'il  y  a  — &  — af  s'il  y  a  -f  a*  f.  Enfin  des 
points  M  où  ce  cercle  rencontre  la  Parabole  donnée ,  me- 
nant des  perpendiculaires  ^w^fur  la  ligne  AB  -,  elles 
feront  les  racines  de  l'égalité  donnée  $  ujavoir  celles  qui 
tombent  du  côté  droit  de  cette  ligne ,  les  vraies ,  &  celles 
•qui  tombent  du  côté  gauche ,  les  fâufles. 

Car  prolongeant  H  K  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la 
ligne  AB  au  point  B ,  on  a  pat  la  conftru&ion  BK  on 

Q<1 
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uiT>  %  fijavoir —  4*  lorfqu'il  y  a  -4-  i**',  6c 

-^-i^  lorfque  c'eft  — xbx1  >  6c  par  la  propriété  de  la 

Parabole,  CD  — Donc  2)  G  ouDF-f- 
-r-t^&DJC  ou^i?  t=^  +  ^Ztî^=:^g,fça- 

voir  — \c  lorfqu'il  ya-r-<*fx*,&-f-4f  lorfqu'il  y  a 
—  a cxx  j  &  l'on  doit  obferver  que  le  point  B  tombe  du 
côté  de  PM  lorfque  ^-S  ,  c'eft  à  dire  lorfque 

{a  valeur  eft  pofitive  ,  &  du  côté  oppofé  lorsqu'elle  eft 
négative.   Or  à  caufe  des  triangles  Jerablablcs  ADF9 

BH  zz^t^j»  fçavoir-4--£  lorfque  les  valeurs  de  AD 
&  de  AB  font  toutes  deux  pofitives  ou  négatives  ,  & 
— 1£  lorfque  Tune  d'elles  eft  pofitive  &  l'autre  négative. 

Et  partant  BE  t=i^±^^±\d^  Ravoir  —  l  d  lorfqu'il  y  a 

— a  adx,  &  -J- 1  d  lorfqu'il  y  a  a  a  d  x  j  &  l'on  doit  enco- 
re obferver  que  le  point  £  tombera  du  côté  de  PM  lorfque 
la  valeur  de  B  E  eft  pofitive  >  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elle 
eft  négative.  D'où  il  eft  évident  que  par  le  moyen  de  cet- 
te conftrudion  on  déterminera  dans  tous  les  cas  poffibles, 
toujours  comme  il  eft  requis,  le  centre  E  du  cercle. 

Si  le  fécond  terme  xbx1  manquoit  dans  l'égalité  don- 
née ,  il  eft  clair  que  les  lignes  AB,AF,  tomberoient fur 
l'axe  c  G ,  enforte  que  les  points  AyD,fc  confondroienc 
avec  l'origine  C  ;  puifque  b  =  o.  Et  par  confcquent  le 
F i  c.  nS.  point  G  tomberoit  fur  le  point  F 9  &  les  points  HyB>  fur 
le  point  K  .-ce  qui  rend  la  conftruâion  générale  beaucoup 
plus  fimple.  Car  il  ne  faudroit  alors  que  prendre  fur  l'axe 
la  partie  CF==  \*  toûjours  vers  le  dedans  de  la  Parabole, 
&  la  partie  K  F^\c  vers  l'origine  c  lorfqu'il  y  a  -M<rxx, 
&  du  côté  oppofé  lorfqu'il  y  a— acxx  s  mener  KEzx'Td 
perpendiculaire  à  l'axe  ,  du  côté  gauche  lorfqu'il  y  a 
H-  a  a  dx }  &  du  côté  droit  lorfqu'il  y  a  — aadxi  6c  ache- 
ver le  refte  comme  dans  la  conftrudion  générale ,  en  ob- 
fervant  qu'ici  EC=m. 
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De  même  fi  le  terme  acxx  manque ,  le  point  K  tom-  F 1  c.  117. 
bera  fur  le  point  G  \ &  fi  c'eft  le  terme  aadx  y  le  centre 
E  du  cercle  tombera  en  H, 

Corollaire  II. 

388.  o  n  peut  encore  trouver  une  conftru&on  plus 
fimple  pour  les  égalités  du  troifiéme  degré  qui  ont  un 
fécond  terme, en  les  multipliant  par  l'mconnuë  plus  ou 
motus  la  quantité  connut  du  fécond  terme ,  fçavoir  plus 
cetee  quantité  quand  le  fécond  terme  eft  affecté  du  line 
— —  i  &  moins  cette  quantité  lorsqu'il  y  a  le  ligne  -f-  j  ce  qui 
donne  une  équation  du  quatrième  degré  on  le  fécond 
terme  eft  évanoui.  Qu'il,  faille  ,  par  exemple  ,  trouver 
les  racines  de  l'égalité  du  troifiéme  degré  t  x1  —  bxx 
-\-dpx  -\-aa<j  ~o  :  je  la  multiplie  par  x-\-è  pour 
avoir  d'égalité  du  quatrième  degré ,  *4  -\~*fxx-\-  aaqx 
~-\-aabq  ZZo3   bbxx-^-abpx 

dans  laquelle  le  fécond  terme  eft  évanotii  *  je  me  fers  i 
prefent  de  la  conftrudion  que  Ton  vient  de  donner  pour 
ces  fortes  d'égalités  où  le  lecond  terme  manque ,  &  j'ai 

&  le  rayon  du  cercle  E  M        mm  mm  bq  :  ce  qui  donne 
cette  conftrudion. 

Ayant  mené  une  parallèle  à  l'axe  C  D  qui  en  foit  dif.  F 1  «.  nj. 
tante  vers  le  côté  gauche  d'une  ligne  égale  à  b ,  &  qui 
rencontre  la  Parabole  au  point  A%  je  tire  par  l'origine 
C  de  l'axe  la  droite  CA>  fur  laquelle  j'élève  par  ion 
point  de  milieu  O  une  perpendiculaire  indéfinie  o  G  qui 
rencontre  Taxe  au  point  G.  Je  prends  fur  l'axe  vers  km 
origine  C  la  partie  G  K  sr  &  ayant  tiré  par  le  point 
K  une  perpendiculaire  à  l'axe  qui  rencontre  la  ligne 
OG  au  point  H  ,  je  prends  fur  cette  perpendiculaire 
prolongée  du  côté  de  H  la  partie  Jf£cftft&jc  dé- 
cris du  centre  £  &  du  rayon  E  A  un  cercle.  Je  dis  qu'il 
coupera  la  Parabole  en  des  points  ifcf  *d'où  ayant  abat£ 
fc  fur  l'axe  des  perpendiculaires  MQ^  ^cront 
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à  droit ,  marqueront  les  vraies  racines  $  &  ceHes  qui  fe- 
ront à  gauche  t  les  faufles  de  l'égalité  propofée  xl-~6xx 

Car  ayant  mené  les  perpendiculaires  ^  2) ,  o  Z ,  for 
l'axe  j  on  aura  par  la  conftru&ion     Z)  =3  £ ,  &  par  la 

propriété  de  la  Parabole  CD  s=~.  Donc  puifque 

eft  divifée  par  le  milieu  en  O ,  les  triangles  femblablei 

CAD,  COL  ,  donneront  0Z  CZ     —  j  &  à 

caufë  des  triangles  rectangles  femblables  CZO,  OZG, 

on  aura.CX(i^).-xb  (i*)::XO(i^).ZCcsi-«,«C 

par  confequent  CXou  CI  h- ZG  —  GiC  s=i4H.|f 
•—7 ^.  De  plus  à  caufe  de»  triangles  femblables  GLO 9 
GKH,on  trouve  K H-+-HE  ou  JCfi 

^I^-J-tîqui  tend  du  côté  gauche  de  Taxe,  comme 

il  eft  prefcrit  dans  la  conftru&ion  lorfqu'il  y  A-î-aadx. 
Le  point  £  eft  donc  le  centre  du  cercle  lequel  doit  dé- 
terminer par  (es  interférions  avec  la  Parabole  donnée  tou* 
tes  les  racines  de  l'égalité  du  quatrième  degré  x*-f- 
apxx  &c.  Or  comme  les  racines  de  cette  égalité  font 
cel  les  de  la  propofée  x% —  b  xx  — f- a  p  x  -4-  *  *  q  52  o ,  avec 
une  faufTe  AD  (S) }  il  s'enfuit  que  ce  cercle  doit  pafler 
par  le  point       Donc  &c. 

On  peut  encore  s'affurer  par  le  calcul  que  EA  eft  le 
rayon  du  cercle  cherché.  Car  menant  BB  parallèle  à 
Taxe  ,  on  aura  (à  caufe  des  triangles  redangles  EBAt 

EKC)  les quarrés des hypothenufes B^t  mmEB  -±-JTa 

te  EC       k  -±-KE  &  par  confequent  il  s'agit  de 

prouver  que  £5  g«£/c  -fr-iCC  _*^,puifqu'on 

doit  prendre  EM  r  mm-~bq.  Or  en  mettant  â  la 
place  de  ces  lignes  de  part  6c  d'autre  leurs  valeurs  analy- 
tiques ,  on  trouvera  les  mêmes  quantités.  Et  c'eft  ce  qui 
doit  arriver ,  û  le  rayon  cherché  EM  ~£A. 
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Pour  rendre  cette  conftru&ion  générale ,  il  faut  ob- 
ferver  i°.  De  mener  du  côté  gauche  de  l'axe  la  parallè- 
le qui  en  eft  diftanre  d'une  ligne  égale  à     lorfqu'il  y  a 

—  bxx  dans  l'égalité  propofée,  &  du  côté  droit  lorfqu'il 
y  a  -f-  bxx.  i°.  De  prendre  fur  l'axe  G  K        du  côté 

-  de  /on  origine  c  lorfqu'il  y  a  H-  apx ,  &  du  côté  oppo- 
fé  lorfqu'il  y  a — apx.  30.  De  prendre  H E*»\q  du  cô- 
té gauche  lorfqu'il  y  a  —\>aaqy  &  du  côté  droit  lorfqu'il 
y  a— Tout  cela  eft  trop  évident  pour  m 'arrêter  à 
le  démontrer  en  détail. 

♦ 

Rimai  qjj  e  I. 

l  eft  i  propos  de  remarquer,  i°.  Que  Ci  le  cer- 
cle ne  coupe  la  Parabole  donnée  qu'en  deux  points ,  il 
s'enfuivra  que  l'égalité  propofée  n'aura  que  deux  racines 
réelles  lorfqu'elle  eft  du  quatrième  degré,  &  qu'une  feule 
lorfqu  elleeft  du  troifiéme,  &  les  deux  autres  imaginaires  : 
comme  dans  la  figure  119.  où  le  cercle  ne  coupe  la  Para, 
bole.  qu'en  deux  points  ji  ,  M  j  l'égalité  **  -f  apxx 

—  bbxx  &c.  n'a  que  deux  racines  réelles  *4  D ,  M  Q , ;  qui 
font  toutes  deux  faufles,  parce  qu'elles  tombent  du  côté 
gauche  de  l'axe.  i°.  Que  fi  le  cercle  ne  coupoit  ni  ne 
rencontroic  la  Parabole  en  aucun  point  (  ce  qui  ne  peuc 
arriver  lorfque  l'égalité  eft  du  troifiéme  degré  comme  l'on 
voit  par  les  conftruâions  précédentes  )  les  quatre  racines 
(croient  imaginaires.  30.  Que  s'il  la  roùchoit  en  un  point 
l'égalité  propofée  auroic  deux  racines  égales  chacune. à 
la  perpendiculaire  menée  de  ce  point  j  ce  qui  vient  de  ce 
qu  on  peut  confiderer  un  cercle  qui  touche  une  Parabo- 
le, comme  s'il  coupoit  en  deux  points  infiniment  pro- 
ches l'un  de  l'autre ,  qui  font  regardés  comme  réunis  dans 
le  point  touchant  :  mais  alors  l'égalité  propofée  Ce  pour- 
rait abaiûer  à  une  du  fécond  degré  par  les  règles  de  l'Al- 
gèbre ordinaire ,  de  forte  qu'on  n'auroit  point  befoin  d'u- 
ne Parabole  pour  en  trouver  les  racines. 


yio  Livili  Niovii'mi 

R.IMARQJJE  IL 

39° •  Si  l'on  fait  attention  à  ce  qu'on  démontre  en 
Algèbre  qu'en  toute  égalité  où  le  fécond  terme  manque , 
&  qui  a  toutes  Tes  racines  réelles  ,  la  fomme  des  vraies 
eft  égale  à  la  fomme  des  fàuflès  ;  on  verra  naître  ce  Théo- 
rcme. 

F  i  g.  118.  S'il  y  a  un  cercle  qui  coupe  une  Parabole  en  quatre 
points  M  d'où  l'on  abaiffe  des  perpendiculaires  Mgjur 
t'axe  CF  ?  je  dis  que  la  fomme  des  perpendiculaires  qui 
tombent  du  côté  droit  de  l'axe  ,  fera  égale  à  la  fomme 
de  celles  qui  tombent  du  côté  gauche. 

Car  fi  l'on  prend  vers  le  dedans  de  la  Parabole  fur 
l'axe  depuis  ion  origine  C  la  partie  égale  à  la  moitié 
de  fon  paramètre  que  j'appelle  qu'ayant  tiré  du 
centre  E  du  cercle  la  perpendiculaire  EK  fur  l'axe,  on 

fûffcFK  t=jc,  KE  zs\d,EC  —EAiwméifiil  eft  clair 
*jirt.  387.  par  la  conftruâion  qui  eft  à  la  fin  *  du  Corollaire  pre- 
mier ,  que  les  perpendiculaires  M  £  feront  les  racines  de 
cette  égalité #4  — *cxx~^-dadx~\- *  dans  laquel- 
le le  fécond  terme  manque  \  fçavoir  celles  qui  tombent  du 
côté  droit  de  l'axe  ,  les  vraies  5  &  celles  qui  tombent  du 
côté  gauche ,  les  faufiès.  Donc  &c. 

Si  le  cercle  paûoit  par  l'origine  C  de  l'axe  ,  il  eft  vi- 
fible  que  l'une  des  perpendiculaires  M  £_deviendroit 
nulle  ou  zéro  j  êt  qu'a  in  fi  il  y  auroit  alors  une  perpen- 
diculaire d'une  part  de  l'axe  égale  aux  deux  autres  de 
l'autre  part. 

Si  le  cercle  tonchoit  la  Parabole  en  un  point  &  la 
coupoit  en  deux  autres  ,  il  faudroit  prendre  le  double 
de  la  perpendiculaire  menée  du  point  touchant  j  puifque 
•  Art.  j8j.  (comme  l'on  vient  *  de  dire  )  on  peut  regarder  ce  cercle 
comme  s'il  coupoit  la*  Parabole  en  deux  points  infini- 
ment  proches  l'un  de  l'autre  ,  icfquels  fe  réunifient  an 
point  touchant. 
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RlM  AR  QJ7  e  III. 

39 Comme  l'on  ne  peut  imaginer  en  Géométrie 
des  produits  qui  ayent  plus  de  trois  dimenfions  }  puifque 
le  folide ,  qui  eft  la  quantité  la  plus  compofée  ,  n'en  a 
que  trois  j  on  pourra  divifer ,  fi  l'on  veut  ,  tous  les  ter- 
mes d'une  égalité  propofée  qui  pafle  le  troifiéme  degré, 
par  telle  ligne  donnée  qu'on  voudra,  élevée  à  unepuif. 
fance  moindre  d'une  unité  que  chacun  de  Tes  termes  n'a 
de  dimen fions  :  ce  qui  ne  troublera  point  l'égalité  ,  & 
fera  que  chacun  de  les  termes ,  n'exprimera  plus  que  des 
lignes  droites.  Soie ,  par  exemple  ,  l'égalité  du  quatriè- 
me dcgréx*-\-i6xt-±-acxx  — aadx — je  la 

divife  par  S ,  ce  qui  donne ïl-r-  —  -h  —  —  -  —  / 

—  0 ,  dont  chaque  terme  n'a  qu'une  dimenfion  ,  &  n'ex» 
prime  par  confequent  que  des  lignes  droites.  On  choi- 
flt  ordinairement  la  ligne  qui  fe  trouve  répétée  le  plus 
fouvent  dans  tous  les  termes  de  l'équation  propofée, 
comme  eft  ici  la  ligne  a ,  &  même  quelquefois  on  la 
fousentend  ,  en  la  regardant  comme  l'unité  dans  les 
nombres ,  qui  ne  change  rien  aux  quantités  qu'elle  mul- 
tiplie ou  qu'elle  divife  :  ainfi  en  faifant  az=i ,  on  écrira 
x*  — f  iBx%  -+  cxx —  dx — fw^o ,  au  lieu  de  x*  H-  ibx1 

-+  a  c x  x-a  a  Jx-a'/^o  ou  de  ^  h-  —  -+  —  -  - 

—f=*o.  Il  en  eft  de  même  des  égalités  du  cinquième  & 
du  fixiéme  degré ,  &c. 

RlMAR  Q^U  I.    I  V.  6 

392*  Si  après  avoir  conftruit  le  cercle  qui  eft  le  lieu 
de  la  dernière  équation  du  Lemme  ,  on  conftruit  une 
Seâion  conique  qui  foit  le  lieu  de  telle  autre  de  fes 
équations  qu  on  voudra  >  ces  deux  lieux  détermineront 
par  leurs  interférions  les  racines  de  l'égalité  propofée  j 
clone  la  raifon  eft  que  faifant  évanouir  par  le  moyen  de 
leurs  équations  l'inconnue*^ ,  on  retrouve  l'égalité  même 
propofée. 


3it  Livue  Neuvi.b'mi. 

De  là  il  eft  évident  qu'on  peut  conftruire  cette  éga- 
lité ?  i#.  Par  le  moyen  d'un  cercle  6c  d'une  Hyperbole 
équilatere,  en  fe  fervant  de  la  feptiéme&  de  la  fîxiéme 
équation  du  Lemme.  i°.  Par  le  moyen  d'un  cercle ,  5c 
d'une  Ellipfe  dont  l'axe  parallèle  à  *A  P  eft  à  fon  para- 
mètre  comme  a  eft  à  c ,  en  fe  fervant  de  la  feptiéme  6c 
de  la  troifiéme  équation.  3*.  Par  le  moyen  d'un  cercle  y 
6c  d'une  Hyperbole  dont  l'axe  parallèle  à  A  P  eft  à  fon 
paramètre  comme  a  a  eft  à  bb ,  en  fe  fervant  de  la  feptié- 
me 6c  de  la  quatrième  équation.  Or  comme  la  lignes, 
dont  on  fê  fèrt  pour  réduire  fous  l'expreffion  a  c  toutes 
les  quantités  qui  multiplient  xx ,  fous  l'expreffion  a  ad 
celles  qui  multiplient  x,6c  enfin  fous  l'exprefGon  a'fks 
quantités  entièrement  connues,  eft  arbitraire  $  il  s'enfuit 
qu'en  prenant  pour  cette  ligne  a  une  infinité  de  diffé- 
rentes grandeurs ,  on  pourra  conftruire  l'égalité  propo- 
sée par  le  moyen  d'une  infinité  de  cercles ,  6c  d'Elliples,. 
ou  d'Hyperboles  équilatcres  6c  non  équilatcres  x  toutes 
différentes  entr'elles. 

On  a  vû  dans  L'article  387.  qu'en  prenant  pour  Puni- 
té  arbitraire  m  le  paramètre  de  Taxe  d'une  Parabole 
donnée x  on  peut  en  fe  fervant  de  la  première  6c  de  la 
feptiéme  équation  conftruire  l'égalité  propofée  par  le 
moyen  d'un  cercle  6c  de  la  Parabole  donnée  :  8c  je  vais 
taire  voir  qu'en  déterminant  cette  ligne  a  d'une  certai- 
ne manière ,  on  peut  conftruire  l'égalité  par  le  moyen 
d'un  cercle  6c  d'une  Ellipfe  ou  d'une  Hyperbole  fembla- 
ble  à  une» Ellipfe  ou  4  une  Hyperbole  donnée.  Car  la 
raifon  de  fes  axes  étant  donnée  par  la  fuppofition  ,  la  rai- 
fon  de  Taxe  parallèle  à  A  P  avec  fon  paramètre  fera 
aulfî  donnée.  Si  donc  l'on  nomme  cette  raifon  donnée 

—  i  on  aura  lorfqu'il  s'agit  de  l'Eilipfe  -  «.  —  ,  6c  par- 

tant  aaacaîU?}  d'où  il  fuit  que  fi  l'on  prend  pour  l'uni- 

%Art.  57t.  té  arbitraire  ay  la  racine  d'un  quarré  a  a  égal  *  à  une 
quantité  connue:  a  c  qui  multiplie  xx  dans  l'égalité 

donnée 
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donnée  ,&  eft  multipliée  par~,  on  construira  l'égalité  en 

iê  fervant  de  la  feptiéme  &  de  la  troifiéme  équation ,  par 
Te  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Ellipfe  dont  l'axe  parallèle 
i  A  P ,  fera  à  fon  paramètre  comme  m  eft  à  n ,  puifque 

.1=»  * .  Mais  lorfqu'il  s'agit  de  l'Hyperbole  \  on  aura 
JL  =  fi ,  &  partant  a^b^HL-  d'où-  l'on  voit  que  fi  l'on 

a*       ##  n 

prend  pour  l'unité  a  cette  valeur  ,  &  qu'on  conftruife 
['égalité  en  fe  fervant  de  la  feptiéme  &  de  la  quatrième 
équation,  l'axe  parallèle  i  *A  P  de  l'Hyperbole  qui  eft 
le  lieu  de  la  quatrième ,  fera  a  fon  paramètre  comme  m  eft 

à  «  >  puifque  *  «Ji.  Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofé. 

R  E  m  a  k  o^u  e  V. 

395'  L  a  lignes  qui  fait  l'office  de  l'unité,  &  qui  eft 
arbitraire  ,  fuffit  comme  l'on  vient  de  voir  pour  conf- 
truire  l'égalité  propofée  ,  par  le  moyen  d'un  cercle  & 
d'une  Parabole  donnée ,  ou  bien  par  le  moyen  d'un  cer- 
cle ,  &  d'une  Ellipfe  ,  ou  drune  Hyperbole  femblable  à 
une  donnée.  Mais  lorfqu'il  eft  queftion  de  la  conftruire 
par  le  moyen  d'un  cercle ,  &.  d'une  Ellipfe  ,  ou  d'une  Hy- 
perbole donnée  ,  une  feule  ligne  arbitraire  ne  fuffit  pas  y 
iï  faut  en  introduire  d'autres  dans  l'égalité  propofée , 
afin  de  pouvoir  les  déterminer  enfuite  de  la  manière  que 
la  Section  donnée  ferve.  C'eft  ce  que  Ton  va  exécuter 
dans  le  Lemrae  fuivant. 

LEMME  FONDAMENTAL. 

J>*ur  U  conjtruftion  dès  Egalttês  du  troifiéme  &  du  quatrième 
dtqrè  .  étvec  un  cercle  ,  &  une  Ellipfe ,  ou  une  Hyper- 

èole  donnée. 

»  _ 

3  $4*  Soit  l'égalité  dû  quatrième  degré  £+abz^ 
; — a  acz^  a'd=zo9  dans  laquelle  les  lettres  a ,  b ,  c  .df. 


Lit  HE  Neutiï'mi. 
marquent  des  lignes  données  ,&  la  lettre  ^exprime  les 
racines  inconnues  de  l'égalité.  Je  prends  une  autre  in- 
connue (la  lettre /  marque  une  ligne  pnfe  à  vo- 
lonté ) ,  &  fubltituant  à  la  place  de  ^  &  ^4  leurs  va- 
ieuCs  MJL  *'** ,  &       dans  l'égalité  précédente  ,  je  la 

*  HT  cf*      ,  if* 

change  en  cette  autre  x4+.2x^^x-r-i^  i  je 

prends  une  troifiéme  inconnue^  telle  qu'étant  multipliée 
par /Ion  produit  fy  Toit  égal  au  quarré  xx  de  la  fécondes 
ce  qui  donne  les  équations  Vivantes. 

jl  xx— f y      >  &  fubftituant  à  la  place  de  xxy  &  de 

x4  leurs  valeurs  />  &  //t  dans  l'égalité  x*  -\r~**  &c, 

j'ai  pour  féconde  équation. 

xe  y  y     tly  —  ilx~\-i!L**o ,  laquelle  étant  ajoutée 

à  la  première,  donne  pour  troifiéme  équation. 

f.yy-k-t£y — //-4-** — -  *-f-~«-*  ,  dont  le 

*-^rt  514.  ^eu  c^  *  un  cercle  lorfque  les  inconnues  &  indétermi- 
&  jtj.      nées  x  ta  y  font  entr'elles  un  angle  droit.   Je  multiplie 
la  première  équation  par  la  fra&ion  k  dans  laquelle  g 
exprime  une  ligne  telle  qu'on  veut  de  même  que 
j'ailx* — l£y=*o  j  Et  ajoutant  cette  équation  avec  la 

féconde ,  &  l'en  ôtant  enfuite ,  je  forme  la  quatrième  &  la 
cinquième  équation. 

•An.  314..  le  lieu  eft  *  une  Ellipfe. 

ce  yy  +  iLy+iLy  —  Zxx  —  £*-f- dont 

*  Art.  at.  le  lieu  eft*  une  Hyperbole  ou  les  Hyperboles  oppofées. 

Remarque. 

395*  S*i  t  arrive  que  quelques  termes  de",  l'égalité 
propofée  ayent  des  (ignés  differens  de  celle-ci ,  ou  qu'ils 
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manquent  *  les  lieux  de  ces  cinq  équations  feront  toû- 
jours  néanmoins  des  Sections  coniques  de  même  nom  : 
c'eft  à  dire  que  les  lieux  de  la  première  6c  de  la  féconde 
équation  feront  toujours  des  Paraboles ,  celui  de  la  troi- 
fieme,  un  cercle, &c. 

PROPOSITION  V. 


Probl 


erne. 


396.  Construire  l'égalité  du  quatrième  degré 
z*-fabzz —  aacz  -f  aM  —  o,  avec  un  cerie  donné  & 
une  Hyperbole  fcmblablt  a  une  donnée  >  ou  avec  une  Hyperbole 
donnée  &  un  cercle. 

Je  conftruis  feparéroent  *  les  lieux  de  la  troifiéme  &  de  »  Art,  31*. 
U  cinquième  équation ,  en  prenant  pour  les  inconnues  &  &  33 1. 
indéterminées  x  Uy  les  mêmes  lignes  A  />,  p  M,  qui  Fie.  ho. 
faflent  entr'elîes  un  angle  droit  APMyic\çs  interfec  &  xu. 
tions  de  ces  deux  lieux  me  fervent  à  déterminer  les  va- 
leurs de  l'inconnue  a^,  de  la  manière  qui  fuir. 

Soit  menée  par  le  point  A  origine  des  x,  la  ligne 
AD^'JjZU  parallèle  à  P  M  rhL  du  m&ne  côré.lor£ 

que  a  furpaffe  h  ,  &  au  contraire  du  côté  oppofé  lorf- 
qu'il  eft  moindre.  Et  ayant  tiré  la  droite  indéfinie  DG  pa- 
rallèle à  A  f\  foient  prifes  fur  cette  ligne  du  côté  de  P  M 
la  partie  DC-  eL,  &  foit  décrit  du  centre  C  &  du 

layon  C/oti  CGmmS^ cc-+aa —  tabHrbb —  +  ad9 

vn  cercle.   Maintenant  ayant  mené  A  H  t=tL^Jl  pz. 

rallcle  à  P  M  êç  du  côté  oppofé ,  (bit  tirée  la  droite  in- 
définie HK  parallèle  i  AP^fur  laquelle  foient  prifes 
la  panie  HIm*ZLà\x  côté  oppofé  à  Ph  ,  &  de  part 
ic  d'autre  du  point  I  les  parties  / K,IL,  égales  cha- 
cune à— cc—kg—t+dg  ouî-K  hg — +dg—cc  (on  a- 

**  Rrij 


3i6  Livre  Neutii'ue. 

pris  pour  abréger  h  =  t±£.  \  Soie  enfin  décrite  de  l'axe 

ZK  (  qui  doit  être  le  premier  lorfqûe  c f-f  +dg  eft  plus 
grand  que  bg ,  &  le  fécond  lorfqu'iî  eft  moindre  )  qui  foit 
à  Ton  paramètre  K  o  comme  eft  à  g ,  une  Hyperbole 
ou  les  Hyperboles  oppofées  qui  rencontrent  le  cercle  en 
des  points  JW ,  M,  d'où  foient  abaiflèes  des  perpendi- 
culaires MPyMP,  fur  la  ligne  A  /\  Je  dis  que  les  parties 
P  %  ^  P  y  de  cette  ligne  feront  les  racines  de  l'égalité 

*4  —h  t£x  x  —  ifl  x  -+  tL~  =r  o  -  en  ob/êrvant  qu'elles  font 

m  *  »  * 

▼raies  lorfque  les  points  P  tombent  du  côté  où  l'on  a 
fuppofé  />jtfenfaifant  la  conftruâion ,  6c  fauHes  lorfqu'ils 
tombent  du  côté  oppofé. 

Car  on  trouvera  par  la  propriété  du  cercle  la  troifié- 
me  équation  j  &  par  la  propriété  de  l'Hyperbole ,  la 
cinquième  ,  &  ôtant  la  rroificme  de  la  cinquième ,  on 

aurai//  -+fy  —  L  xx — xx  =s  o,  d'où  Ton  tire  y  =  Il  \ 
&  mettant  dans  l'une  ou  dans  l'autre  de  ces  deux  équations 
â  la  place  dey  cette  valeur  *JL>  &  à.  la  "place  de  y  y  fon 

quarré^ ,  on  trouvera  l'égalité  x4  &c.  Mais  ayant  les  va- 
leurs de  * ,  on  a  celles  de   }  puifque  ^.=yf* 

Maintenant  pour  fatisfaire  à  la  première  demande  du 
Problême,  je  nomme  le  rayon  du  cercle  donné  CF,  rj& 

j^i  par  confequent  1^  cc-+a*-.ial>-+bb~-4ad } 

d'où  il  fuit  que  fi  l'on  prend/»  *-r  ,  le 

rayon  CF  ou  CC  du  cercle  qui  eft  le  heu  de  la  troiûeme 
équarion ,  fera  égal  à  la  donnée  r.  II  refte  à  faire  que  l'Hy- 
perbole foie  femblable  à  une  donnée ,  c'eft  à*  dire ,  que  fon 
premier  ou  fécond  axe  L  K  fok à  fon  paramètre  KO  en 
raifon  donnée  de  m  à  n  s  &  il  eft  vifible  qu'il  ne  faut  pour 

cela  que  prendre  &  «  ™,  puifque  L  K.  K  o  :  :  a.  g    m.  iu 
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Enfin  pour  faire  en  forte  que  l'Hyperbole  foit  don- 
née ,  ou ,  ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fon  premier  ou 
fecond  axe  L  K  &  le  paramètre  /code  cet  axe  foienc 
égaux  a  des  lignes  données  $  je  nomme  d'abord  le  pre. 
mier  axe  LK^xt  j  fon  paramètre  ko  ,  p .  &  j'ai  KO  (p) 

fouvenir  que  A  —  i±£.  j  j  ce  qui  donne  g«£2,  &/ 

■=  jc     *d       :  d'où  l'on  v°jf  que  fi  *f-+  4  Jg  furpafie 

/;g>  &  qu'on  prenne  pour  g  &  pour/ces  valeurs,  on  trou, 
vera  dans  la  conftruîhon  de  la  cinquième  équation  pour 
le  premier  axe  L  K  &  fon  paramètre  ko  les  lignes  don. 
nées  14  &  p.  Mais  s'il  arrive  que  4</g  foit  moindre 
que  il  faudra  nommer  le  fecond  axe  L  K t  xt;  &  fon 
paramètre  K  O tp  -,  ce  qui  donne  comme  ci  deflus  g» 

— ,         ^===  }  où  Ton  doit  obferver  que  1  /  &  p 

ne  marquent  plus  a  prefent  les  mêmes  lignes  qu'aupara- 
vant :  &  s'il  arrive  que  <6g,  dans  cetce  dernière  fuppohtion 
où  1 1  marque  le  fécond  axe  j  furpaffe  c  c  — I-  4  dg  y  il  eft  vi- 
fîble  qu'en  prenant  pourg&/ces  valeurs  dans  la  conftruc- 
tion  de  la  cinquième  équation ,  on  trouvera  pour  le  fécond 
axe  LK  Se  fon  paramètre  K  0  les  lignes  données  itUp. 

Il  faut  bien  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  la  va- 
leur de  /  foit  imaginaire  dans  l'une  &  dans  l'autre  de 
ces  fuppofitions ,  &  alors  on  voit  que  la  conftruâion  de- 
vient  impoffible  du  moins  par  cette  méthode.  Or  com- 
me tous  les  Auteurs  qui  s'en  font  fervis  après  M.  Sluze , 
qui  en  eft  l'inventeur  ,  la  donnent  pour  générale  j  j'en 
ferai  une  remarque  à  part ,  où  je  ferai  voir  en  examinant 
par  ordre  tous  les  cas  qui  peuvent  arriver ,  que  dans  cet 
exemple  même  il  peut  y  en  avoir  une  infinité  où  cette 
méthode  ne  rétifiit  point. 

Si  c'étoient  deux  Hyperboles  conjuguées  qui  fuftènt 
données  ,  la  conftru&ion  feroit  toujours  poffible  y  car  fi 

Rr  iij 
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après  avoir  nomme  le  premier  axe  d'une  de  ces  Hyperbo- 
les L  K ,  i  r  j  &  ion  paramètre  K  O ,  f  -t  il  fe  trou  voit  que  la 

valeur  de  /— 4==: fût  imaginaire,  c'eft  à  dire, 

que  />g  furpaiiât  f</ -4-4.0 g  >  il  n'y  auroir  qu'à  fe  fervùr 
dans  U  conftrucbion  à  la  place  de  cette  Hyperbole  de  (a 
conjuguée  &  de  fon  fécond  axe  ,  puifque  le  fécond  axe  de 
celie.çi  étant  le  même  que  le  premier  axe  de  l'autre ,  la  va- 
leur de  f ne  renfermeroit  plus  aucune  contradiction.  Je  dois 
encore  avertir  que  s'il  arrive  que  "  -f  -  4  d&**hg,  l'equa- 
tion  du  quatrième  degré  s'abaifle  à  une  du  fécond. 

R  £  M  A  R  Q^U  I. 

397 1°.  S  1  l'Hyperbole  donnée  eft  équilarere.  On  au* 
ra  g onfefervira  dans  la  conftrudion  du  Problème 
de  fon  premier  axe,  lorfque  ce -4-4*^  furpafle  £g,  c'eft  à 

dire ,  en  mettant  pour  h  fa  valeur  i±L ,  &  pour  g  (a  valeur 

*,  lorfque  cc-^+ad  furpafle  b  -f  *  j&  du  fécond  lor£ 
qu'il  eft  moindre.  Et  la  conftru&ion  fera  toujours  poffible. 

i°.  Si  le  premier  axe  de  l'Hyperbole  donnée  furpafle 
fon  paramètre.  On  fe  fervira  dans  la  conftru&ion  du 
Problème  de  fon  premier  axe  ,  lorfque  ce -4-4 ad  fur- 
pafle b  -+a  j  car  il  fuit  de  là  que  ec-\-\dg  furpafle /&g, 
c'eft  à  dire  (  en  multipliant  par  ~  &  mettant  pour  h  fa 

râleur  que     -4-  4  a  d  furpafle  V-f  g* ,  puifque 

dans  cette  fuppofition  g  (ii)  étant  moindre  que  *  ,  la 

quantité  lif-f-4^^  fera  plus  grande  que  ff-f- 4*4,61 

b  -+g  fera  moindre  que  b-+a.  Au  contraire  lorfque 
ff-t-4*</  eft  moindre  que  b  -+V,  il  faudra  fe  fer  vit 
du  fécond  axe  ;  car  il  fuit  de  là  que  ce -+-4^  eft  moin. 
q*re  que  £g ,  ou,  que  ^-4-4**'  eft  moindre  que  f~ 
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puifquc  i  t  marquant  à  prefent  le  fécond  axe  qui  eft 
moindre  que  Ton  paramètre  p  la  quantité  IL  eft  ici  plus 

grande  que  a.  D'où  Ton  voit  que  la  conftrudion  eft 
toujours  poflîble  ,  non  feulement  lorfque  l'Hyperbole 
donnée  eft  équilatere,  mais  encore  lorfque  le  premier 
axe  eft  plus  grand  que  fon  paramètre. 

3°.  Si  le  premier  axe  eft  moindre  que  fon  paramètre. 
Il  faudra  neceflairement  lorfque  ce -+-4 ad  furpade 

^  -4-*  ,  fe  fèrvir  du  premier  axe  $  car  Ci  l'on  employoit  le 
fécond  ,il  faudroit  que  cc~\-^.dg  fût  moindre  que  hgy 

ou  que?~-}~44<4  fut  moindre  que  £-4- g  j  ce  qui  ne 
peut  être  ,  puifquc  xt  qui  exprimeroit  alors  le  fécond 
axe  étant  plus  grand  que  p ,  la  quantité  g  fi!)  feroit 
moindre  que  a.  Mais  en  Ce  lêrvant  du  premier  axe ,  il 
peut  arriver  que^-f-4*</  foie  moindre  que  M^g* 

puifquc  g  (1!)  eft  plus  grand  que  <*  j  St  alors  il  eft  évi- 
dent que  la  conftruûion  du  Problême  devient  impoffi. 
ble ,  parce  que  la  valeur  de  f(       1 -  \  renferme 

une  contradiction.  De  même  Jorfque  cc-\-+ad  eft 
moindre  que  6-\-a  ,  il  faut  neceflairement  ie  fervir 
du  fécond  axe  j  &  comme  alors  la  valeur  de  g  (i£)  eft 

moindre  que  <*,  il  peut  arriver  que  tLf  _j-  4  «  ^  foit  plus 

grand  que  £  -+-g  ,  &  qu'ainfi  la  valeur  de /  ^jp==r.J 

foit  imaginaire. 

Il  eft  donc  évident  qu'il  peut  arriver  une  infinité  de 
cas ,  où  la  conftrudlon  de  l'égalité  propofée  dans  le  Pro- 
blême devient  iropoffibie  -y  &  cela  lorfque  le  premier  axe 
de  l'Hyperbole'  donnée  eft  moindre  que  fon  paramètre, 
car  autrement  elle  reuffira  toujours. 
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Corollaire  I. 

398.  S  i  l'on  prenoic  dans  le  Problème  précèdent 
la  quatrième  équation  au  lieu  de  la  cinquième ,  &  qu'on 
fie  la  conftrudion  de  même  en  fe  fervane  de  l'Ellipfe  qui 
eft  le  lieu  de  cette  équation ,  au  lieu  de  l'Hyperbole  qui 
eft  le  lieu  de  la  cinquième  :  il  eft  vifible  que  l'on  conf- 
truiroit  l'égalité  propofee  ^*  &c.  par  le  moyen  d'un  cer- 
cle donné  Ôc  d'une  Elliplê  femblable  a  une  donnée  j  ou, 
avec  une  Ellipfe  donnée  &  un  cercle. 

Corollaire  IL 

* 

399.  Il  eft  évident  qu'on  peut  rendre  la  conftrae- 
tion  précédente  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  du 
troifiéme  &  du  quatrième  degré ,  en  obfcrvant  i°.  De 
faire  évanouir  le  fécond  terme  de  l'égalité  donnée ,  lorf- 
qu'elle  en  a  un  >  de  la  multiplier  en  fuite  par  fa  racine  \ 
lorfqu'elle  n'eft  que  du  t  roi  fié  me  degré  î  &  de  prendre  un 
p\znab  égal  â  tous  les  plans  qui  multiplient un  foli- 
de  aac  égal  â  tous  les  fol  ides  qui  multiplient  jç.,  &  enfin 
un  furfolide  a1  d  égal  à  tous  les  furfolides  donnés.  i°.  D'ef- 
facer dans  les  valeurs  de  ^4D,DC9  CF,  ^4H,lHy 
L  K  ,  les  termes  où  fe  trouve  b  lorfque  xj^  ne  fc  rencon- 
tre point  dans  l'égalité  donnée,  ceux  dans  lefquels  fe  ren- 
contrent c  ou  d  lorfque  le  quatrième  ou  le  cinquième  ter- 
me manquent  :  &  de  changer  de  fignes  tous  les  termes  où 
b  fe  rencontre  avec  une  dimenfion  impair ,    le  treifiéma 
terme  de  l'équation  donnée  a  un  figne  diffèrent  du  troi- 
fiéme de  la  précédente  ;  comme  auffi  ceux  dans  lefquels 
c  ou  d  fe  rencontrent  avec  une  dimenfion  impaire  lorC 
que  le  quatrième  ou  le  cinquième  terme  ont  des  fignes 
diffèrens  des  quatrième  &  cinquième  de  l'égalité  précé- 
dente. 30.  De  prendre  du  côté  de  PM  ces  lignes  lork 
que  leurs  valeurs  font  pofitives ,  &  du  côté  oppofé.  lor£. 
quelles  font  négatives. 

Remar 
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400.  On. peut  toûjours  rendre  la  conftru&ion  pré- 
cédente plus  fimple  dans  les  égalités  particulières  qu'on 
fe  propoie  de  conftruire ,  en  faifant  en  forte  que  a  foit 
égal  à  b  i  car  il_n*y  a  qu'à  réduire  l'égalité  donnée  fous 
cette  formel  -+aa*j^  _ \.a acxJZ^a1  d^o y  au  lieu  de 
cette  autre  £j+abzs-k*ée  <H-~  *' d  Ce  qui  a  em- 
pêché de  le  taire  d'abord  ,  c'eft  qu'on  a  voie  en  vue  de 
rendre  la  conftru&ion  du  Problême  générale  pour  tous 
les  cas ,  comme  Ton  vient  de  faire  dans  le  Corollaire 
précèdent,^  que  pour  cet  effet  il  falloit  que  chaque 
terme  de  l'égalité  renfermât  des  lettres  différentes  byet 
d3  au  premier  degré. 

P&OPOSITION  VL 
Problème. 

4OI«  TiOUfER.  les  racines  de  l'égalité  z* —  bz*  F 
—  aczzH-aadz-f  aahh=-o^rfr  le  moyen  (tune  Hy- 
perbole donnée  entre  les  Afymptetes  y&  dun  cercle. 

Ayant  fait  s— on  transformera  l'égahtç  donnée 

en  cette  autre**  —  —  x* — 'JLx  x  —t.  tîL  y  —1  k}.[*  - 

Ayant  mené  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
donnée  qui  a  pour  centre  le  point  -A  >  une. parallèle  M  p 
à  l'une  des  Alymptotes  AJ^Ôc  qui  rencontre  l'autre 
au  point  P ,  on  nommera  les  inconnues  &  indéterminées 
AP,*i  PM\y  $  lefquelles  font  entr'elle*un  angle  don- 
né A  P  M)  &  on  aura  par  la  propriété  de  l'Hyperbole* 
xymomm  ,  en  fuppofant  que  mm  en  foit  la  puiflance- 
Màintenant  fi  l'on  prend /— w//f ,  on  aura  hff^amri, 

&77— w*—  xxyy  .ti.  mettant  à  la  place  de^Cqui. 
eft  - le  dernier  terme  de  l'égalité  précédente  fa'valeur 
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xxyytU  divifant  enfuite  par  xx ,  on  trouvera  x  x  —  hIx 

— — -f-  iC  -\-yy  qui  fe  change  (  en  mettant  dans 
le  terme  ^  à  la  place  de  x  fa  valeur  if  trouvée  par  le 
moyen  de  l'équation  xyzz  mm  ss— )  en  cette  antre  xx 

•  Art,  5  il.  ~  7  *  —  T  +  Hy  ~*~Jf  te  '  *  d°Dt  Ie  Iieu  ^  *  00  CCr' 
J1*»     cle  lorfque  l'angle  A  PM  endroit. 

Mais  lorfque  l'angle  *APM  n'eft  pas  droit,  ou  (ce 
qui  revient  au  même)  lorfque  l'Hyperbole  donnée  n'eft 
pas  équilatere ,  il  eft  évident  que  le  iieu  de  la  dernière 
équation  n'eft  plus  un  cercle  ,  mais  une  Ellipfe.  C'eft 
pourquoi  afin  de  trouver  une  équation  dont  le  lieu  foit 
un  cercle  ,  je  prens  fur  l'Afymptote  A  P  la  partie  *A  B 
s  i<*  :  &  ayant  mené  .££  parallèle  à  l'autre  Afympto- 
te  AQ^  je  tire  du  centre  A  la  perpendiculaire  fur 
S  E  :  &  nommant  les  données  «ff  £ ,  g  $  ^  £ ,  e }  je  mul- 
tiplie l'équation  — wws»,  dont  l'Hyperbole  don- 
née eft  le  lieu,  par £i& j'ai*^~S^L=  „.  J'ajoûte en- 
fuite  cette  équation  à  la  précédente  lorfque  l'angle  fait 
par  les  Afymptotes  eft  aigu ,  &  je  l'en  retranche  lorfqu'il 
eft  obtus  comme  je  le  fuppofe  dans  cette  ligure: cela  me 

donne  yy—lxy+yy+xx—U.x—tJ±*Z2zz0> 
*AH*  317.  dont  le  lieu  eft  un  cercle  ¥  qui  fè  confirait  ainfî. 

FiTiii      ^  P"fc  fuf  rAfymPtotc  parc*  ssiL 

'du  côtéoppofé  i  PM:  foit  tirée  parallèlement  à  AE% 
la  ligne  D  C  t=:'£ — ^du  côté  dcPM  lorfque  cet- 
te valeur  eft  pofitive  ,  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elle 
eft  négative  :  Enfin  du  centre  C  &  du  rayon  CM 

_  ^ZTc  -4-  'JtipZ  foie  décrit  un  cercle.  Je  dis  qu'il  cou- 
pera l'Hyperbole  donnée  &  fon  oppofée  en  des  points 
M%  d'où  ayant  mené  des  parallèles  MP  à  l'Afymptote 
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les  parties  AP  de  l'autre  Afy mptote exprimeront  les 
racines  de  l'égalité  *—-C*>-Uxx+££x+i^m^: 

_  *  *  *  MM 

fcavoir  celles  oui  font  du  côté  de  PM,  les  vraies  $  & 
celles  qui  font  au  côté  oppofé ,  les  Fan  (Tes. 

Car  par  la  propriété  du  cercle r  on  trouve  cette  équa- 
tion y  y  mm J  xym\mî£y'-%-  x  x~  t£  *  — .t$'*zm,mzaal9  qUj  fe 

réduit  (en  mettant  pour  xy  fa  valeur  mm)  à,  cette  autre 
xx—tLx—cl-±.tîj-3ryy  =#,  dans  laquelle  mettant 

M  M  h 

enfin  pour  /  fa  valeur  ZT.oxkïî.,  &  pour  //  le  quarré 

de  cette  valeur ,  on  trouve  l'égalité  même  propofée 
tLx*  Uc 

M 

Si  l'angle  fait  par  les  Afymprotes  étoitaiga  jil raudroit 
changer  dans  les  valeurs  de  AD  Se  de  CM,  les  (ignés 
des  termes  où  g  fè  rencontre ,  dont  la  raifbn  eft  que  BB 
(g  )  devient  négative  de  pofitive  qu'elle  étoit.  Mais  lort 
que  l'Hyperbole  eft  cquilatere,  il  faut  eflfàcer  les  terme» 
où  g  fe  rencontre  &  mettre  pour  e  fa  valeur  2  a  paw 
que  AE  tombe  alors  fur  A  B  .-ce  qui  rend  la  conftru&ion 
beaucoup  plus  (Impie. 

Lorfqa'on  a  les  différentes  valeurs  de  x,il  eft  évident 

qu'on  a  auffi  celles  de     en  faifant  ^  s=  — .  Et  c'eft  ce 

qui  etoit  propofé.  * 

Corollaire  iY 

4®*~  S  i  1*  dernier  terme  de  l'égalité  propofée  du 
quatrième  degré ,  avok  le  Ggne  — ,  il  eft  clair  qu'en  opé- 
rant comme  ci.deû*ùs ,  on  trouveroit  une  équation  dans 
laquelle  le  terme//  auroit  le  (îgne — ,  &  dont  le  lieu  par 
confequent  ne  feroit  pas  un  cercle,  mais  *  une  Hyperbo-  *Ari,  3$*. 
bole.  D'où  l'on  voit  que  cette  méthode  ne  peut  fervir 
aue  pour  les  égalités  du  quatrième  degré  qui  ont  leur 
dernier  terme  avec  le  fîgne  -+% 

S*  ij. 
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Corollaire  I.I. 

403.  O  n  pourra  toujours  en  Te  fervanc  de  la  mé- 
thode précédente  ,  refoudre  toute  égalité  donnée  du 
troiûcme  degré  x1^  nxxZ+  afxZ+aaq  ~o  }  par  le 
moyen  d'une  Hyperbole  donnée  entre  Tes  Afymptotos, 
&  d'un  cercle.  Car  la  multipliant  par  x-4-r  lorfqu'il  y 
a  -H  a  a  q ,  &  par  x  —  r  lorfque  c'eft — *  4  7 ,  on  la  chan- 
gera toujours  en  cette  autre  du  quatrième  degré. 
x4  ^+  nx'^apxx  ~Z+  aaqx-*r  aaqr  ~  0, 
Z+r     Z+nr  Z+apr 
dont  le  dernier  terme  *aqr . aura  toujours  le  (igné  -f-, 
&  qui  fera  par  confequent  du  nombre  de  celles  qu'on 
peut  conftruire  de  la  manière  précédente. 

Mais  on  abrégera  beaucoup  la  conftru&ion  en  obfer- 
vant  i°.  De  prendre  pour  l'unité  arbitraire  a  la  ligne  m 
racine  de  la  puiffance  de  l'Hyperbole  donnée ,  qui  eft  le 
lieu  de  l'équation  xyzn  mm  "zzaa,  puifque  m  zza.  i*. 
De  profiter  de  l'indéterminée  r  pour  égaler  Je  dernier 

terme  aaqr  avec  d*     xxyy  :  ce  qui  donne  r  s:— .  30. 

Que  le  cercle  qui  doit  déterminer  par  fes  interférions 
les  racines  de  l'égalité  coupera  neceflàirement  l'Hyper- 
bole lorfqu'il  y  a — aaq,  &  fon  appofee  lorfque  c'eft 
fJ0.  ai;.  -4-<*<*f  >  en  un  point  K ,  d'où  ayant  mené  une  parallèle 
KH  à  l'Àfymptote  AQ^  la  partie  +AH  de  l'autre  Afymp- 
tote  doit  être  égale  â  r ,  puifque  l'égalité  du  quatrième  de- 
gré a  pour  une  de  fes  racines  x  £2  3jl  r.  De  Jà  on  tire 
cette  conftru&i on  qu'il  eft  facile  de  rendre  générale  pour 
toutes  les  égalités  du  troifiéme  degré. 

Je  fuppoîe  que  l'angle  fait  par  les  Afymptotes  de  l'Hy- 
perbole donnée  ibit  aigu  ,  &  qu'ayant  pris  pour  l'unité 
arbitraire  a  la  racine  de  la  puiflance  de  l'Hyperbole 
donnée  ,  on  ait  réduit  l'égalité  donnée  du  trentième  de- 
gré fous  cette  expreflîon  x*  —  nxx  —  apx  — aaq 
Ayant  pris  fur  l'Afymptote  A  P  la  partie  A  B"=>  xa  ,  êC 
mené  B  z  parallèle  à  l'autre  Afymptote  AQj>  on  rire 
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du  centre  A  la  perpendiculaire  ji  E  fur  BE  j  *c  ayant 
pris  fur  .^£ja  partie  Z3  ^  du  côté  de  /'«M  ,  parce 
qu'il  y  a — aaq  dans  l'égalité  donnée ,  on  tirera LK  pa- 
rallèle à  AP^  &  qui  rencontre  l'Hyperbole  au  point 
Cela  fait ,  on  nommera  les  données  BE>  g  -,  ^4.  E ,  #  } 
£  JC,r  5  &  on  prendra  fur  l'Afymptote  ^JjMa  partie 

-^D  =^ — Iq^^d  pour  abréger  ,  &  on  tirera  BC 

«"•^'^^ parallèle  â  ,  en  obfervantde  pren- 
dre ou  mener  ces  lignes  du  côté  de  P  M  lorfque  leurs 
valeurs  font  pofitives  &  du  côté  oppofé  lorfqu'elles  font 
négatives.  On  décrira  enfin  du  centre  c,éc  du  rayon 
C/C,  un  cercle  qui  coupera  les  Hyperboles  oppofées  en 
des  points  ilf ,  d'où  ayant  mené  des  droites  MP  parallè- 
les a  rAfymprote  ^f^les  parties  A  P  de  l'autre  Afymp- 
tote  feront  les  racines  de  l'égalité  propofée  V — nxx 
• —  a  p  x — uaq  ~o. 

Car  prolongeant  les  droites  M  P  ^  K  M  ,  jufqu'â  ce  " 
qu'elles  rencontrent  la  ligne  D  C  aufli  prplongée ,  s'il 
eft  neceflaire  aux  points  G ,  F  5  on  aura  (  à  caufe  des 
triangles  rectangles  C  F  Ky  c  G  M)  ces  deux  égalités 

G  M* -±-CG9*m  CM*  ,&FK-hCF%-mCK  •  &  par  con- 
séquent G~m  -\-CG*m*FK  H-CÏ*,  puifque  les  lignes 
C  Jlf,  C  K ,  font  rayons  d'un  même  cercle.  Or  par  la 
conftruction  (  je  fuppofe  ici  pour  éviter  l'embarras  des 

fignes  -f-  &  — t  que  tl — l  q  s+  d,  c'eft  à  dire  ,;que 
cette  valeur  eft  pofitive)  G  M  o*  PM^rPG^y 
j^Lx+d^CG  ou  D'G—DCï=IZ— 


1  *  X* 


FK  ou  KH+H^?+-'+^  Ci7  ou  CD 
—  Dir^ll*ir±£#_!I.   Ceft  pourquoi  mettant  à 

la  place  de  ces  ligne*  leurs  valeurs  analytiques  dans  l'é- 
galité précédente  G  M%-\-  CG*  M  F~K-+-  c7*on  en 
formera  d'abord  celle. ci yy-+-£xy-\-i dy-\  *J*"*xx 

S  s  iij 
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~nx~rx  =  qq+lrq+idq+*LÏ±lrr—nt*--rr, 
en  s'épargnant  Ja  peine  d'écrire  de  part  &  d'autre  les 
quarrés  de  d  &  deîi±i^£qUi  fe  dctruifcnt  mutuel- 
lement. Si  Ton  confidere  i  prêtent  qu'à  caufc  de  l'Hy- 
perbole ,  le  rectangle  ;=rr?  ,  &  qu'à  caufe  du  trian- 
gle rectangle  A  E  S  le  quarré  \aa  E=gg-f-*,  ,  on 
changera  l'équation  précédente  en  celle-ci  yy^lxdy» 
-+■**  nx  —  rx  Ziqq-\-idq — nr  f  <Jai)$  JaqgeJjJ 

mettant  d'abord  â  la  place  de  i  d  fa  valeur  ^  "  q  >  &  Cn- 

fuice  à  la  place  dey  Uyy  leurs  valeurs" «cordon, 
nant  l'égalité  il  vient 

x4  —  nx%  —  Mpxx— a  a  q  x  -\-  a*  ~ 
— r    -4-»r  -f-^^r 

qui  étant  divifé  par  x — r,  donne  enfin  x'-  *xx  apx 

—  *aq        qu'il  falloit  conftruire. 

Pour  rendre  cette  conftrudion  générale  il  faut  obfcrver 
t°.  De  prendre  la  partie  A  L  fur  l'Afymptote  AO  du  côté 
oppofei  PM  lorfqu'il  y  a  -+-aaq  dans  l'égalité  donnée- 
&  de  changer  de  fîgnesles  termes  oàf  &  r  fe  rencontrent 
dans  les  valeurs  de  ^Z>,  />c,  i<».  changer  de  fignes 
le  terme  où  f  fe  rencontre  dans  la  valeur  de  ^  D  lorfqu'il 
7»+^  dans  l'égalité  donnée, &  de  l'effacer  Jorfque 
ce  terme  y  manque  :  il  faut  faire  la  même  chofe  à  l'éeard 
du  terme  où  »  fe  rencontre  dans  la  valeur  de  DC  torù 
qu'il  y  a  -f  -  s  x  x.  3*.  De  changer  de  figne  le  terme  où  z 
fe  rencontre  dans  la  valeur  de  DC,  lorfquc  l'angle  fait 
par  les  Afymptotes  eft  obtus ,  &  de  l'effacer  lorfqu'il  eft 
droit ,  en  obiervant  alors,  que  e  s  i 

L'alceb  k.e  nous  fournit  des  moyens  faciles 
pour  transformer  toute  égalité  du  quatrième  degré  en 
une  autre  du  môme  degré  dont  les  fignes  des  i  ' 
Joient  alternatifs..  Or  comme  alors  ion  dernier 


* 
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aura  toû  jours  le  figne  H- ,  il  eft  vifible  qu'en  fe  fervant 
de  cette  préparation  lorsque  le  dernier  terme  de  l'égalité 

3u'on  veut  conftruire  a  le  figne  — ,  on  rend  la  méthode 
u  Problême  générale  pour  toutes  fortes  d'égalités  du 
quatrième  degré.  Mais  parce  que  toutes  les  racines  réel- 
les d'une  égalité ,  font  vraies ,  lorfque  les  fignes  de  fes  ter- 
mes font  alternatifs  ;  il  s'enfuit  qu'on  n'a  befoin  alors  que 
de  l'Hyperbole  donnée ,  puifque  fon  oppofée  qui  ne  iert 
que  pour  les  racines  faufles  devient  inutile. 

P  ROPO  SITION  VII. 
Problème. 

4°5'  SoiT  fropofee  à  conftruire  l'égalité  du  ftxiéme  de- 
£rêx*—bx'  -tacx44âaclx'  -+a'exx — a*fx-+  a*  g 
»o,£«  x* — bx*  -+ ex*  H- d  x' -f  e xx  —  fx  — i-g— o 
(  en  (ousentendant  la  ligne  a  qui  rend  le  nombre  des  dimenftohs 
égal  dans  chaque  terme ,  ejr-  que  ton  regarde  comme  l'un  ne  )  j 
par  le  moyen  d'un  cercle ,  &  t? un  lieu  du  t  roi  fit  me  degré. 

Je  prends  pour  le  lieu  du  troifiéme  degré  x* — mxx 
• — n  x-+  -=.q  —  pxy,  dans  lequel  les  quantités  mynypyq, 
que  l'on  regarde  comme  données ,  fe  doivent  détermi- 
ner d'une  manière  convenable  pour  fatisfaire  au  Problè- 
me j  ce  que  je  fais  en  cette  fort*  : 
en  quarrant  chaque  membre ,  j'ai 

&  _ .  x  m  x  «  +  m  m  x     t  m  n  x 1  «*  n  n  x  x  —  t  n  f  *  *  |  ;  r=r  fp  x  x  y  y  » 
—  *»      >4>  x  f       —  x  mij 

&  comparant  les  termes  —  i  m  x* ,  —  i  n  qx ,  -f  q  q •  avec 
leurs  correfpondans  dans  la  propofée  - — b  x? ,  — - /x*r+  g» 

je  trouve  »«^,f=i  j/g ,  n  »      i  &  par  confequent 

x*  imx' — inq  x-+q  q  «x* — bx% — Si  Ton 

met  à  prefent  à  la  place  de  x* —  i  m  x*-^  1  n  q  x  -f  q  q  fa 
TAÏear  ppxxjfy  —  mmx*&c.  trouvée  par  le  moyen  de 
l'équation  précédente  ,  &  à  la  place  de  **  — 4x' — fx 
g  fa  vafeur — rcx* — dx*  &c.  trouvée  par  le  moyen 
de  l'égalité  donnée ,&  qu'ayant  divifé  par  x xt  on  tranf- 
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pofe  toutes  les  quantités  du  môme  côté  ,  on  formera 
cette  équation 

ppyy  —  mmxx —  imnx — nn  ~oy 

1»       — tq      -4-  i™i 

-4-c      —M  -4-f 

•  yfr*.  3 18.  dont  le  lieu  fera  *  un  cercle  fi  la  quantité  c  -4-  î.»  —  m  « 
tf*  j**-      (  qui  multiplie  le  quarré  xx)  eft  pofitive,&  qu'on  prenne./»/ 
~c-+-JL  —  -J^jcar  divifant  par  />/>,  &  faifant-  pour 

'       abréger?,-— î=j*  ss^t^^o^l^L\ 

on  aura ^  n.  ^x~irj(-f^t=ff;  Ravoir  — r  ion- 
queim?H-*  furpafle  — j j ,  lorfqu ileft  moindre. 

Pour  conftruire  la  ligne  courbe  qui  eft  le  lieu  de  la  pre- 
mière équation  x' — xx—nx-+-q  r= — /*y, je  fuppofe 
à  l'ordinaire  deux  lignes  droites  inconnues.*  indetermi- 
Pic.  114.  ocesAP  (x),  ^(/Jqui  faflenteotr'cHesunangledroit 
AP M  -,  &  je  tire  par  l'origine  des  x,  une  ligne  droite 
indéfinie  A  ^parallèle  à  PM>  fur  laquelle  ayant  pris  du 
côté  de  P M  la  partie  AGj^  &  du  côté  oppofé  la  partie 

G  B  s^X,  je  mené  du  côté„  de.  PM.  la  droite  2TC  zzm. 

perpendiculaire  iv/*£.  Gela  fait\  je  décris  fur  un  plan  fe* 
paré  une  Parabole  M  E  M  qui  ait  pour  paramètre  de  Ton 

axe  la  ligne  p  =3  v^c-+  xa— -  m  w ,  &  ayant  placé  ce  plan 
fur  celui-ci  en  forte  que  Taxe  de  la  Parabole  fè  confonde 
avec  la  ligne  A  Q  &  que  la  Parabole  s'étende  vers  le  côté 
oppofé  à  PJtf  yie  prends  iùr  cet  axe  depuis  fon  origine  £ 

verrte  dedans  de  la  Parabole  la  partie  E  F  53  B  G  tr  JL. 

4  m  f 

je  me  fers  enfin  d'une  longue  règle  indéfinie  c  F  mobile 
autour  du  point  fixe  c ,  &  qui  pafle  toujours  par  le  point  /; 
ÔC  la  faifant  tourner  autour  dû.  point  c,en  forte  qu'elle  fat 
k  elifler  la  partie  £  F  de  l'axe  de  la  Parabole  le  long  de 
la  ligné  ije  dis  que.  les  deux^nrerlêâions  continuelles 
jW,  ,  démette  règle  avec  la  Parabole  M  E  M  décriront 
dans  ce  mouvement  deux  lignes  courbes  qui  feront  Je  lieu 

qu'on 
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qu'on  demande  Car  par  la  conftru&ion  A  B  ou  A  G 
—  G  B  =r_  —  i-,  &  par  la»  propriété  de  la  Parabole 

Ed_~  —  puifque  AP  ou  M£jzx.  Or  les  triangles 
femblablei  F  Q^M \  MDCy  donnent  i^^ou  EJ£---EF 

(  t-  7,  )  ^  (  *  > :  :  ^ ou  '"-^  £0"^-:,)- 

ci)  {m  —  x).  Donc  en  multipliant  les  extrêmes  &  les 
moyens, on  aurax1 — mxx — 7ix-\~q  « — f  xy.  Et  fi  l'on 
prend  faccefïïvement  les  points  A4  dans  les  trois  angles  qui 
lùivent  celui-ci ,  on  trouvera  toujours  la  même  éqgation, 
en  obfervant  de  faire  ^Ps  — x  &  PM  — — /  lorfque 
les  points  P  &  M  tombent  du  côté  oppofé  à  celui  ci  :  de 
forte  que  ces  deux  lignes  courbes,  qu'on  peut  appeller^/r- 
choïdes  paraboliques  3  feront  le  lieu  complet  de  toutes  les 
valeurs  tant  vraies  aue  fauflfes  de  l'inconnue  v,  qui  répon- 
dent  à  toutes  les  valeurs  tant  vraies  que  fauUes  de  l'autre 
inconnue  x , dans  Pégalité  x*  —  m xx—nx-±-q  £=— /> xy. 

Pour  conftruire  le  cercle  qui  eft  le  lieu  de  la  féconde 
équation  yy-±-  ** — itx^Çss  ^ ,  il  n'y  a  qu'à  pren- 
dre fur  la  droite  indéfinie  A  P  la  partie  A  H  rr  r  du  cô- 
té de  PM  lorfque  la  valeur  de  r  eft  pofitive ,  &  du  côté 
oppofé  lorfqu'elle  eft  négative  >  enfuite  du  centre  H  & 

du  rayon  H  M  rr^+ss ,  fçavoir  —  ss ,  lorfqu'il  y 
a  -4-  s  s  dans  l'équation ,  &  -f~  /  s  lorfque  c'eft  —  /  s ,  dé- 
crire un  cercle  j  car  à  caufe  du  triangle  rectangle  H  P  Mr 

on  aura  toujours  H  M  m*  H  P*  Tm  ,  c'eft  à  dire  en 
mettant  les  valeurs  analytiques -y  &  tranfpofant  tous  les 
termes  d'un  côtéj^-f-xx — irx~ss  sr  o. 

Je  dis  maintenant  que  fi  des  points  M  où  ce  cercle 
rencontre  les  conchoïdcs  paraboliques  on  mené  des  per- 
pendiculaires M.  fur  ia  droite  indéfinie  AJgj  ces  lignes 
feront  les  racines  de  l'égalité  propofée:  Ravoir  celles  qui 
tombent  à  droit ,  les  vraies  j  &  celles  qui  tombent  à  gau- 
che, les  huttes.  Car  menant  des  parallèles  M  P  à  A 
on  trouve  par  la  propriété  des  conchoïdes  cette  équation. 

Tt 
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x1  mxx— nx-*rq  rr—./xy,  c'eft  à  dire,  enquarrant 

chaque  membre  yppx  xyy  cr  —  *'  —  iwx'&cjfit  par  la 
propriété  du  cercle  ,  cette  autre yy-+-xx —  irx"Z£ss 
o ,  laquel  le  étant  multi  pliée  par//  x  x  donne  //  x  x>  ;  » 
^-.pp  x* ipfr  x*  ^+ pps  s  xx.  Et  comparant  en- 
femble  ces  deux  valeurs  de  J>pxxyyy  on  formera  une  éga- 
lité dans  laquelle  fi  l'on  met  à  la  place  de  tr,  jj 
w ,  » ,  ^,  leurs  valeurs ,  on  retrouvera  l'égalité  propofee 
x*  —  bx'  &c. 

S'il  y  a  voit  dans  l'égalité  propofée  ~—dx*  au  lieu  de 
-H/*1,  il  eft  vifible  qu'en  prenant  alors  ir-ll"'h^f4  , 

le  refte  de  la  conftru&ion  ne  changeroit  point ,  puifque  d 
ne  le  rencontre  que  dans  la  valeur  de  r.  Et  comme  alors 
tous  les  fignes  des  termes  de  l'égalité  propofée  font  alter. 
natifs  j  c'eft  une  maxime  reçûë  en  Algèbre  que  toutes  fes 
racines  réelles  feront  vraies  -,  c'eft  à  dire ,  que  fi  cette  éga- 
lité a  deux  racines  réelles  &  quatre  imaginaires ,  les  deux 
réelles  feront  vraies  $  fi  elle  en  a  quatre  réelles  &  deux  ima. 
ginaires,  les  quatre  feront  vraies  1 &  enfin  fi  toutes  les  fix 
font  réelles, elles  feront  toutes  vraies.  D'où  l'on  voit  qu'on 
n'a  befoin  alors  que  de  Iaconchoïde  qui  eft  décrite  par  la 
moitié  de  la  Parabole  qui  tombe  du  côté  du  point  fixe  c, 
puifque  l'autre  ne  fert  que  pour  les  racines  fauffes. 

S'il  arrivoit  que  la  valeur  du  rayon  du  cercle  fut  nulle 
ou  imaginaire,  ou  enfin  fi  petite  qu'il  ne  touchât ,  ni  ne 
coupât  les  deux  conchoïdes  en  aucun  point }  ce  fcroit 
une  marque  infaillible  que  toutes  les  racines  de  l'égalité 
feroient  imaginaires.  S'il  les  coupoit  en  fix  points,  toutes 
les  racines  feroient  réelles.  Et  enfin  s'il  ne  les  coupoit 
qu'en  quatre  ou  en  deux ,  il  n'y  auroit  que  quatre  ou  deux 
racines  réelles ,  &  les  autres  feroient  imaginaires.  11  faut 
toujours  prendre  garde  que  fi  le  cercle  touchoit  l'une  des 
conchoïdes  en  quelque  point ,  on  doit  regarder  ce  point 
comme  s'il  réiinifToit  deux  points  infiniment  proches ,  en 
forte  que  l'égalité  propofée  auroit  deux  racines  égales  à  la 
perpendiculaire  menée  de  ce  point  fur  B  £. 
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Remakojje  I. 

406.  Il  fuie  de  la  defcnption  des  deux  conchoïdes 
paraboliques ,  i°.  Qu'elles  ont  pour  Afympcote  commu- 
ne la  droite  B  E  infiniment  prolongée  de  part  &  d'autre. 

Qu'une  des  conchoïdes  pafle  par  le  point  fixe  C ,  & 
qu'alors  la  règle  c  F  la  touchera  en  ce  point  j  puifque  le 
point  M  fe  réunifiant  au  point  C3  la  règle  pafle  par  deux 

f joints  infiniment  proches  de  cette  ligne  courbe.  30.  Que 
orfque  le  point  F  tombe  fur  B  ,  la  règle  CF  qui  décrit 
par  les  interférions  M,  M,  avec  la  Parabole  les  con. 
cherdes  ,  tombefur  CB  tU  qu'ainfi  la  ligne  MF  M  de- 
vient la  double  ordonnée  qui  part  du  point  F  :  c'eft  à 
dire  que  la  ligne  c  B  rencontre  les  conchoïdes  en  deux 
points  K,Z,  tels  que  B  K  U  B  L  font  égales  chacunes 
à  l'ordonnée  à  l'axe  de  la  Parabole  qui  part  du  point  F. 
D'où  il  eft  clair  que  fi  B  C  étoit  égale  à  cette  ordonnée , 
le  point  K  tomberoit  alors  Ain  le  point  C  $  fie  qu'ainfi  la 
ligne  B  C  qui  paûeroit  par  deux  points  infiniment  pro- 
ches Kt  c  de  la  conchoïde  la  toucheroit  en  fe  réunifiant 
toute  entière  dans  le  feu  1  point  c. 

Il  n'eft  pas  neceflaire  de  fe  fervir  de  la  Parabole  MEM  F 1  c.  azj. 
pour  trouver  les  points  des  conchoïdes  j  car  ayant  pris 
fur  B  E  la  partie  B  0  égale  au  paramètre  de  la  Parabo- 
le^ décrit  d'un  diamètre  quelconque  OR  plus  grand 
que  OB  un  cercle  qui  coupe  BC  aux  points  £>, D  ion 
prendra  fur  ce.  diamètre  la  partie  R  S  égale  à  £  .F,  &  on 
tirera  par  le  point  fixe  C  les  deux  droites  CM,  CM, 
parallèles  à  DS  ,  DS  t  qui  rencontreront  les  parallèle» 
JD  M ,  D  M ,  a  EB  en  des  points  M ,  M ,  qui  feront  aux 
deux  conchoïdes.  Car  ayant  prolongé  CM  jufqu'à  ce 
qu'elle  rencontre  l'Afymptote  B  E  au  point  F  >  &  mené 
MQ^  parallèle  à  B  c  $  il  eft  clair  que  les  triangles  rec- 
tangles M Q^F ,  DBS  ,  feront  égaux  ,  &  qu'ainfi  F 
eft  égale  a  B  S.  Or  ayant  pris  R  S  égale  à  E  F  ;  on 
aura  £  F^hFJ^  ou  £ ^Jjr  A «S -+- SB  ou  Ai?  ,  &  la 
Parabole  EM  qui  a  pour  fommet  le  point  £  ,  &  pour 
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paramètre  une  ligne  égale  à  B  0  ,  paflèra  par  le  point 
M  i  puifque  par  la  propriété  du  cercle  le  quarré  de  B  D 
ou  M  jç,  eft  égal  au  redangle  de  B  R  ou  EQ  par  le  pa- 
rametrede  B  0  \  ce  que  donne  auflî  la  propriété  de  la  Pa- 
rabole. D'où  il  fuit  que  le  point  M  trouvé  par  cette 
conftru&ion,  n'eft  pas  différent  de  celui  que  donneroic 
Tinter iedion  de  la  règle  CF  avec  la  demie  Parabole  EM. 
Et  c%efl  ce  quil  falloit  démontrer. 

Si  le  point  D  ctoit  donné ,  il  ne  faudroit  pour  avoir 
le  point  R ,  que  mener  D  A  perpendiculaire  a  O  D  ;  &  le 
refte  de  la  conftru&ion  ne  changeroit  point. 

J'avertirai  ici  en  paflant,  i°.  Que  fi  l'on  prend  fur  B  C 
du  côté  du  point  C,  une  partie  B  D  égale  à  la  vraie  ra- 
cine de  l'égalité  du  troifiéme  degré  V  —  \mxx— ~mnf 
m*o  (les  données  B  C*w,  ,  BO=*p)  -y  &  qu'on 

trouve  enfuire  le  point  M  comme  l'on  vient  d'enfeigner  : 
ce  point  fera  plus  éloigné  de  la  droite  BC  cjue  tous  les 
autres  points  de  la  portion  K  M  C ,  de  forte  que  la  tan- 
gente qui  paffe  par  ce  point  fera  parallèle  à  BC.  i°.  Que 
fi  Ton  prend  fur  B  c  prolongée  de  l'autre  côté  du  point 
B ,  une  partie  B  D  égale  à  la  vraie  racine  de  l'égalité 
x*  ~mn p =o  j  le  point  iWde  la  conchoïde,  qui  repond 
au  point  D ,  en  fera  le  point  d'inflexion  :  c'en  à  dire  le 
point  où  de  concave  elle  devient  convexe.  Comme  ceci 
dépend  des  principes  que  j'ai  établis  dans  mon  Livre  des 
Infiniment  petits ,  on  doit  le  fuppofer  comme  vraie ,  & 
remetre  à  en  chercher  la  raifon  après  avoir  hi  ce  Livre 
ou  quelque  chofe  d'équivalent  ,  d'autant  plus  que  cela 
eft  inutile  pour  la  refolution  des  égalités  du  fîxicme  de- 
gré  dont  il  eft  ici  queftion. 

Remarque  II. 

eft  vifible  que  pour  décrire  les  deux  con- 
choïdes  paraboliques ,  il  faut  i°.  Que  la  ligne  BC 
ait  quelque  grandeur,  &  qu'ainfi  l'égalité  propofée  doit 
avoir  un  fécond  terme.  i°.  Que  le  terme  q  ne  peut  être 
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nul  dans  l'équation  x'—mxx — nx-\-q  zz—pxy ,  puif- 
qu'en  divifant  par  xt  elle  deviendrait  cette  autre  x  x—m  x 
—  n  zz — py^  dont  le  lieu  eft  une  Parabole  j  d'où  il  eft 
clair  que  le  dernier  terme  g  fe  doit  trouver  dans  l'égalité 
propoiée  avec  le  figne  -+- ,  puifque  q  j/g. 

De  plus  fi  le  terme  fx  avoic  le  figne  -f-,  on  lui  don- 
nerait le  figne  —  en  changeant  aufli  les  fignes  du  deuxiè- 
me &  du  quatrième  terme  -y  ce  qui  ne  troublerait  point 
l'égalité ,  mais  changerait  feulement  les  racines  fauffes 
en  vraies  &  les  vraies  en  faufles.  Et  afin  que  le  lieu  de  la 
deuxième  équation  pût  être  un  cercle  ,  il  faudrait  que 
Lz+c  (fçavoir-fr-f  lorfqu'il  y  a-f-rx4,& — c lorfqu'il 

y  a — ex*)  furpaflat~££.  D'où  l'on  voit  que  le  terme/x 
manquant,  il  faut  que  le  terme  ex*  ait  le  figne  -4-,  & 

que  c  furpaflê  ~bb  -,  &  que  fi  le  terme  ex*  manque ,  X 

doit  furpafler-i^.. 

Il  eft  donc  évident  que  ce  font  là  les  conditions  que 
doit  avoir  neceflairement  l'égalité  pxopofee  du  fixiéme 
degré,  afin  qu'on  la  puifie  conftruire  immédiatement  par 
le  moyen  des  conchoï des  paraboliques ,  &  du  cercle ,  com- 
ine  l'on  vient  de  faire  la  précédente. 

Rema^ue  III. 

4o8.  Lorsqjue  l'égalité  donnée  n'efl  que  du  cin- 
quième degré,  on  peut  fouvent  en  l'élevant  au  fixieme, 
lui  donner  en  même  temps  toutes  les  conditions  neceflai- 
res  pour  être  conftruite  immédiatement.  En  voici  quel- 
ques exemples. 

Soit  i°.  x' —  a*  b  o ,  où  l'on  fuppofe  que  a  furpaflê  b. 
Je"  multiplie  cette  égalité  par  x — b%  pour  avoir  celle  du 
fixiéme  x' — bx' —  a*  bx-\-a*  bb  sr*,  qui  a  toutes  les 
conditions  requifes  dans  la  remarque  précédente. 

Soit  i°.  x' —  5  a  a  **-+-  5  a*  x —  a  *  b  rz  0,  dans  laquel  le 
a  furpaflê  b.  je  multiplie  cette  égalité  par  x  —  b ,  &  j'ai 

x  b  x'— 5  a  a  x*-f»5  a  a  b  x'-f-5  «j'jfx—  6  a*  b  x-±-a*b  *sa=*, 

qui  a  toutes  les  conditions  neceflaires. 

Ttiij 
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Soit  3*.  x'— . * x*—4*a x*-i-$ a% x x -\-  3  — 
Je  multiplie  certe  égalité  par  x — 4.  a  }  ce  qui  me  donne 
**_  5 19 *V—  9****— 4*  S  «,qui 
cft  une  égalité  du  fixiéme  degré ,  dans  laquelle  toutes  les 
conditions  neceffaires  fe  rencontrent. 

Il  eft  bon  d'avertir  que  la  première  égalité  **— . 
fert  à  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  deux  extrêmes  A ,  S  î  que  la  féconde  x'  —  5  a  a  x*  &c. 
fert  à  divifer  un  angle  donné  en  cinq  parties  égales  ^  & 
enfin  que  la  croifiéme  x9  —  ax'&cc.  fert  à  infcrire  dans 
un  cercle  donné  un  Polygone  régulier  de  onze  côtés  :  & 
c'eft  ce  qu'on  verra  dans  les  articles  du  Livre  fuivant. 
Je  vais  donner  la  conftru&ion  de  la  première  de  ces  éga- 
lités ,  afin  qu'on  la  puiffe  comparer  avec  celle  qu'on 
trouve  à  la  fan  du  troiûcme  Livre  de  la  Géométrie  cie  M. 
Defcartes. 

Fi  •.  aitf.  Ayant  décrit  une  Parabole  ME  qui  aie  pour  le  para- 
mètre de  fon  axe  une  ligne />=5  Va*  —  lTbb,  U  pris  du 
côté  que  l'on  voit  dans  la  figure  les  lignes  A  G  ^ 

GB  ou  EF^z+AG,  KS^,  AH  ~S-^>  &  ™* 

ligne  /  sr  —  ^ — a*>  ou  ^  ^ ** — +bb  j on  décri- 
ra d'abord  une  conchoïde  parabolique  COM  (comme  l'on 
a  enfeigne  dans  l'article  404  )  à  l'aide  de  la  Parabole 
M£,àc  d'une  longue  règle  CF  qui  tourne  librement 
autour  du  point  fixe  c,  &  qui  païïe  toujours  par  le  point 
F  y  pendant  que  la  partie  £  F  de  l'axe  de  la  Parabole  glif- 
fe  le  long  de  la  ligne  A     &  enfuite  un  cercle  du  cen- 
tre H  &  du  rayon  H  Mtz^  AH  Z+rs,  fçavoir  ~{-ss 
lorfque  +  bb  furpafle  aa^U  — s  s  lorsqu'il  eft  moindre. 
Je  dis  que  fi  des  points  O  ,  M ,  où  ce  cercle  rencontre  la 
coneboïde,  on  mené  des  perpendiculaires  QR ,  M  Py  fur 
A  P  >  les  parties  A  R,A  i\  feront  les  racines  de  l'égalité 
x*  —  b  x9 — a*  b  x  -f  -  a*  b  b  es *.  Cela  fe  prouve  comme 
dans  l'article  404. 
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On  peut  s'épargner  la  peine  de  trouver  une  ligne 
/  G: lY+bk—**%  Q\xJL^77^TTb\  Ci  Ion  fait  at- 

tention  que  le  cercle  décrit  du  centre  M,  doit  couper  la 
conchoïde  c  o  M  en  un  point  O ,  tel  qu'ayant  mené  0  K 
perpendiculaire  fur  AP  ^  on  a  la  partie  ^  Rz^bs  puif- 
que  l'une  des  racines  de  cette  égalité  eft  x  =3  b.  C'eft  pour- 
quoi  ayant  pris  fur  A  P  la  partie  A  R  =ï  b%  &  tire  *0  per- 
pendiculaire à  A  P  &  qui  rencontre  en  O  la  conchoïde 
COM  j  il  n'y  a  qu'à  décrire  du  centre  &  du  rayon  HO 
un  cercle.  Car  il  la  coupera  en  un  autre  point  M ,  tel , 
qu'ayant  mené  MP  perpendiculaire  fur  ^P,  la  ligne  AP 
(ira  la  plus  grande  des  quatre  moyennes  proportionnelles 
qu'on  demande.  Comme  le  cercle  décrit  du  centre  H 
ne  coupe  la  conchoïde  qui  paffe  par  le  point  C  qu'en  deux 
points  O  y  M ,  &  ne  rencontre  point  l'autre  ;  il  s'enfuit 
que  l'égalité  propofee  x9 — bx1  &c.  n'a  que  deux  racines 
vraies  A  R ,  A  P ,  &  les  quatre  autres  imaginaires. 

R  E  H  A  A  QJJ  E.    I  V. 

4°9»  L  o  a  s  Qjo  e  l'égalité  donnée  du  fixiéme  degré 
n'a  point  les  conditions  neceflàires  pour  être  conftruite 
immédiatement  par  la  méthode  que  Ton  vient  d'expli- 
quer ,  ou  bien  qu'étant  du  cinquième  degré ,  la  remar- 
que précédente  fe  trouve  inutile,  on  pourra  fe  fervir  de 
la  préparation  qu'enfeigne  M.  Defcartes  dans  le  troifié- 
me  Livre  de  fa  Géométrie.  On  y  trouve  la  manière  de 
transformer  toute  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiéme 
degré  en  une  autre  du  fixicme ,  dans  laquelle  tous  les 
termes  fe  rencontrent  avec  des  fignes  alternatifs  ,  &  où 
la  quantité  connue  du  c  roi  fié  me  terme  furpafîe  le  quar- 
ré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  du  fécond  :  ce  qui 
rend  la  conftru&ion  du  Problême  générale  pour  toutes 
fortes  d'égalités  du  cinquième  &  du  fixicme  degré.  Je 
ne  m'arrêterai  point  ici  à  expliquer  cette  préparation , 
parce  qu'elle  dépend  de  l'Algèbre  pure  dont  je  n'ai  point 
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entrepris  de  parler  ,&  que  d'ailleur*  je  vais  donner  dans 
la  propoiition  fui  vante  une  conilru&ion  générale  pour 
toutes  forte*  d'égalités  du  cinquième  &  du  fmcme  de- 
gré» qui  ne  fuppoiè  point  d'autre  préparation  que  celle 
de  faire  évanouir  le  fécond  terme. 

PROPOSITION  VI  IL, 

Problème. 

4IO.  TROUVE*. racines  de  Fégalité  x*— bx*— ex' 
«+-  d  x  x— f  x  -f-  g  aao ,  par  le  moyen  d'une  f réméré  Para, 
bêle  cubique  donnée ,  &  d'une  Scciion  conique* 
Fie  117.     S°'c  x*  l'équation  dont  le  lieu  eft  la  première 

Parabole  cubique  M  A  M  (APzZ  xyPM  ZZy>A  B  tza). 
Je  mets  dans  l'égalité  propofée  à  la  place  de  x  fa  valeur 
a* yyy  à  la  place  de  x4  fa  valeur  aaxyy  &  à  la  place  de 
x*  fa  valeur  aay  -}  ce  qui  la  change  en  cette  équation  du 

fécond  degré  y  y —  —  xy — l*y,-+—xx+ — Lx  -+~ 

*  Art.  0 ,  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe  *  lorfque  /  furpaflè  jèlt 

c'eft  à  dire,  lorfque  la  quantité  connue  qui  multiplie  xx 
furpade  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connuë  qui 
multiplie  x* ,  comme  je  le  fuppofè  ici.  Et  fi  l'on  veut  que 
la  ligne  qui  fait  l'office  de  l'unité  dans  l'égalité  propofée,, 
&  qui  y  eft  (ousentendoc ,  foie  égale  au  paramètre  a  de  la 
Parabole  cubique  donnée  j  cette  équation  fe  changera  en 

celle-ci /y — txy  — cy-\~txx — fx-+-ag  cs*,dont 

voici  la  conftrudion. 

Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  AP  la  partie  AJB «a ^, 
on  tirera  parallèlement  à  P  M  &  du  même  côté  les  droi- 
tes SE  ~~ù%j4D  zz\c  :  &  on  mènera  par  le  point  A 
la  droite  A E  &  par  le  point  D  une  parallèle  DG 
à  A£yhr  laquelle  on  prendra  du  côté  de  PM  la  partie 

X)  c  ( s  )  5=  -^2^'  » &  de  parC  &  d  autrC  dvk  P°int  c  ics 

parties 


Digitized  by  Google 


Digitized  by 

*  OQl 


De  la  construction  des  Egalite's.  337 

parties  cat,  cz,  égales  chacune  à  /  sa  V  j/^  ii'f^**|L' . 

Cela  fait,  du  diamètre  ZJK  (  1/)  qui  ait  pour  paramètre- 

une  ligne  KH  ~  4*''~"'>  &  P0"*  ordonnées  desdroi- 

tes  parallèles  a  /W,  on  décrira  l'Ellipfe  cherchée. 

Maintenant  fi  des  points  de  rencontre  de  cette  Ellipfe 
avec  la  Parabole  cubique  donnée ,  on  abaiffe  des  lignes 
M  P  qui  faflènt  avec  P  l'angle  donné  ou  pris  a  volonté 
*A  PM ,  les  parties  +4  P  de  la  droite  indéfinie  fur  laquelle 
s'étend  l'indéterminée  x  feront  les  racines  cherchées ,  fça- 
voir  celles  qui  tombent  du  côté  où  l'on  a  fuppofé  PM  en 
faifant  la  conftruction ,  les  vraies  j  &  celles  qui  tombent  du 
côté  oppofé,  lesfaufles.  Car  par  la  propriété  de  la  Section. 

conique  il  vient  yy*—  txy —  cy  +  ixx — fx-+-ag 
par  la  propriété  de  la  Parabole  cubique , y  a»  il  •> 

sa 

&  mettant  cette  valeur  à  la  place  de  y  &  fon  quarré  à  la- 
place  àtyy  dans  l'équation  précédente ,  on  retrouve  Té. 
galitc  donnée  x*< — aix* —  aacx1  &c.  s  o. 

R  E  M  A  R  Q^U  E  I. 

411.  Tout*  égalité  du  cinquième  ou  du  fixiéme* 
degré  étant  donnée ,  fi  Ton  en  fait  évanouir  le  fécond - 
terme  ,  &  qu'après  l'avoir  multipliée  par  l'inconnue  x 
lorfqu'elle  n.*eft  que  du  cinquième  degré ,  on  fe  ferve  du» 
paramètre  *  de  la  Parabole  cubique  donnée  pour  rédui- 
re fou»  l'expreffion  ah  les  quantités  connues  qui  multi- 
plient x#,  fous  l'expreffion.  a  a  c  celles  qui  multiplient 
x%  &c  -,  il  eft  vifible  qu'en  faifant  la  fubftitution  comme 
ci-deflus,on  transformera  toujours  l'égalité  donnée  en 
un  lieu  du  fécond  degré.  D'où  Ton  voit  qu'ayant  une 
fois  décrit  avec  exactitude  une  Parabole  cubique  qui  ait 
pour  paramètre  une  ligne  quelconque  a ,  &.  dont  l'angle- 
•AP  M  que  font  les  appliquées  P  M  ay.ee  le  diamètre. 
*4P >  peut: être  pris  à  volonté  3  on  pourra  toûjours'par 
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fon  moyen ,  en  décrivant  de  plus  une  Seétion  conique  con- 
venable ,  refoudre  toutes  fortes  d'égalités  du  cinquième 
&  du  fixiéme  degré. 

R.EM  A  XQ^V  E  II. 

412"  Lors  qjj'a  p  il  e%s  avoir  fait  évanouir  le  fécond 
terme  d'une  égalité  donnée  du  cinquième  &  du  fixiéme 
degré  ,  &  l'avoir  multipliée  par  l'inconnue  x  fi  elle  n'eft 
que  du  cinquième  -t  la  quantité  connuë  qui  multiplie  le 
quarré  xx  eft  pofitive ,  &  furpaflè  le  quarré  de  la  moitié 
de  celle  qui  multiplie  *4  ;  on  arrivera  toujours  en  faifant 
la  fubftitution  par  te  moyen  de  aay  53  x*%  à  une  équation 
du  fécond  degré  dont  le  lieu  eft  une  Ellipfe ,  comme  l'on 
a  vu  dans  ce  Problême.  Or  l'on  pourra  toujours  faire  en 
forte  que  cette  Ellipfe  devienne  un  cercle ,  mais  alors  la 
Parabole  cubique  ne  peut  plus  être  donnée.  Voici  com- 
ment il  s'y  faudra  prendre. 

*  Art.  )7$.     Ayant  trouvé  une  ligne  a  *  dont  le  quarré  de  quarré 

a*  foit  égal  à  la  quantité  connue  qui  multiplie  x  x ,  on 
Ce  fêrvira  de  cette  ligne  a  pour  réduire  fous  Texpreffion 
ab  toutes  les  quantités  connues  qui  multiplient  x4,  fous 
Texpreffion  aac  celles  qui  multiplient  x%  &c  j  ce  qui  rédui- 
ra l'égalité  donnée  fous  cette  forme  x*  -+  g  b  x*  -f  a  a  c  x* 
-±-a*xx^±  a*fx^+  a'gzzo.  Et  mettant  **yy ,  aaxySc 
aay  à  h  place  de  x',*4  on  trouvera  cette  équa- 
tion du  fécond  degré  yy~+  i.  xyz±  ey-±-x  x-+fx-+  a  g 

*  Art.  jx7«  s  o ,  dont  le  lieu  fera  *  un  cercle ,  fi  l'on  fait  en  forte 
&  $l9*      que  l'angle  AEB  foit  droit  j  ce  qui  cil  facile  en  cette 

manière. 

Fi*.  ii8.  Ayant  pris  fur  la  droite  indéfinie  la  partie  ^ 
=:  a ,  on  décrira  de  cette  ligne  comme  diamètre  un 
demi  cercle  du  côté  où  l'on  fuppofe  qoe  P  M 

doit  tomber  ,  lorfqu'il  y  a — LxyyU  dû  côté  oppofé 

lorfqu'il  ya  +  lx;.  On  portera  fur  la  demi  circoofe- 
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rence  de  B  en  E  >  une  ligne  B  E  a*  4  £  >  &  ayant  tire  ^  £ 
{e ) ,  la  ligne  7*  doit  être  parallèle  à  if  £ ,  &  on  achè- 
vera le  rcfte  de  la  conftrudion  comme  pour  l'EJlip/ê , 
qui  deviendra  alors  un  cercle  j  puifque  l'angle  CG  M 
fera  droit ,  &  qu'à  caufe  du  triangle  redangle  A  E  B  il 
vient  e  Cessa  a—  \bb ,  qui  doit  exprimer  la  raifon  du 
diamètre  ZA'i  Ion  paramètre.  La  figure  qui  eft  ici  à  cô- 
té reprefente  la  conftruction  de  l'équation  yy—Lxy—cj 

-H- xx— fx— *g—*>  qui  n'eft  différente  de  celle  du  Pro- 
blême qu'en  ce  que  d^a. 

Maintenant  ayant  pris  fur  la  ligne  A  B  autant  de  par- 
ties AP,APt  &c.  qu'on  voudra ,  &  mené  des  parallèles 
P  M  >  P  M  ,  &c.  à  B  E  j  on  prendra  chaque  l>  m  égale  à 
la  quatrième  proportionnelle  à  fa  correfpondante  si  P  & 
la  donnée  ^  Â  Et  faifant  pafier  une  ligne  courbe  jW^aï 
par  tous  les  points  M  ainfi  trouvés  ,  il  eft  évident  qu'elle 
fera  le  lieu  de  l'équation  x*  =*a  ay  y&  par  confequent  la 
première  Parabole  cubique  qui  par  fes  points  d'interfec- 
tion  M ,  M  ,  avec  le  cercle ,  fervira  à  découvrir  les  raci- 
nes A  P  »  AP^  de  l'égalité  propofée. 

Remarque  III. 

4l3-  Comme  l'on  a  parlé  fou  vent  dans  ce  Livre 
des  Paraboles  de  tous  les  degrés  ,  &  qu'on  vient  même 
d'employer  la  première  Parabole  cubique  pour  refou- 
dre les  égalités  du  cinquième  &  du  fixiéme  degré  j  je 
crois  qu'il  n 'eft  pas  hors  de  propos  d'examiner- les  diffé- 
rentes figures  qu'elles  peuvent  avoir.  Soient  donc  don- 
nées de  pofition  deux  lignes  droites  indéfinies  BC,De, 
qui  s'entrecoupent  au  point  A ,  fit foit  dans  l'angle  J3AD  Fis.  u*. 
une  Parabole  A  M  de  tel  degré  qu'on  voudra  ,  dont  la 
nature  eft  telle  qu'ayant  mené  d'un  de  fes  points  quel- 
conques Àf  une  parallèle  M  P  à  D  E ,  qui  rencontre  B  c 
au  point  P  ,  &  ayant  nommé  les  indéterminées^^  p%  x  t 
P  M  ,y  -9  la  donnée  A  B  ,1  j 'on  ait  toujours  xm  =y*  (  les. 
lettres  m  &  »  maxqi  ent  les  expofans  des  puiflances  de 

Vuij 
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x  Uy  qui  peuvent  être  tels  nombres  pofitifs  entiers  qu'on 
voudra  ;  &  l'on  fuppofe  feulement  que  m  furpaile  n  ).  il 
eft  évident  i°.  Que  A  P  {x)  étant  nulle  ou  zéro,  PM  {y) 
l'eft  auffi ,  &  que  plus  A  P  {x)  croît ,  plus  auffi  PM  (  y  ) 
*Art.  1J7.  augmente  j  &  cela  à  l'infini.  x°.  Que  la  foutangente  P  T* 

(—  x)  eft  toûjours  moindre  que  AP  (x),  puifque  Ton 

fuppofe  ici  que  «  (bit  moindre  que  m.  D'où  il  fuit  que  la 
Parabole  A  M  de  tel  degré  qu'elle  puifle  être ,  pa  liera 
toûjours  par  le  point  A  -,  qu'elle  s'éloignera  de  plus  en 
plus  à  l'infini  de  la  droite  B  C  que  l'on  regarde  comme 
ion  diamètre  $  6c  enfin  qu'elle  tournera  fa  convexité  du 
côté  de  ce  diamètre.  Mais  comme  la  ligne  courbe  A  M 
qui  tombe  dans  l'angle  D  A  B ,  n^eft  qu'une  portion  de 
cette  Parabole  ,  il  relie  à  examiner  dans  lequel  des  angles 
DAC>  c  A  E  %EAB,  elle  doit  fe  continuer  $  &  pour 
cela  il  faut  diftinguer  trois  diflèrens  cas. 

Premier  cas.  Lorfque  l'expofant  m  de  la  puiflànce  de 
x  eft  un  nombre  pair ,  &  l'expofant  n  de  la  puinance  de 
y  un  nombre  impair.  La  racine*»»  de  xm  fera  1+  x ,  &  la 
racine  n  dey*  fera  feulement  -+y  j  car  foit  par  exemple, 
m  4,  &  »  ~  3  ,  il  eft  clair  que  le  quarré  de  quarre  où 
la  puiflànce  quarrieme  de  Z+x  eft  toûjours  a4,  &  qu'il 
n'en  eft  pas  de  même  du  cube  de  Z+y  -,  puifque  le  cube 
Fi  c.  119.}  de  -î-j'  eft/ ,  &  celui  de  — y  eft  — >\  De  là  il  eft  évi- 
dent  que  ^  P  (x  )  peut  être  pofirive  &  négative,  &  />Àf 
(7  )  toûjours  poficive  5  d'où  l'on  voit  que  la  Parabole 

M  doit  fe  continuer  dans  l'angle  D  A  C  y  qui  eft  à  cô- 
té de  l'angle  B  A  D ,  en  forte  que  fi  par  un  point  quelcon- 
que K  de-Ja  ligne  A  D  yon  rire  une  parallèle  à  B  c  elle 
rencontrera  la  Parabole  M  A  M  en  deux  points  A/,  A/, 
qui  feront  également  éloignés  du  point  K.  Telle  eft  la 
Parabole  ordinaire  qui  eft  le  lieu  de  l'équation  x  x=*yt 
ou  xjtœfen  faifant  le  paramètre  a^i, 

Secondvaf.  Lorfque  les  expofans  m  &  n  (ont  des  nom- 
bres impairs.  La  racine  m  de  xm  fera  feulement  — f-  x ,  & 
de  même  la  racine  »  fera  ~f  /  5  mais  parce  que  l'équation 
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eft  U  même  que  xm=»y\  &  que  la  racine 
m  de  — eft  — x,  &  la  racine  0  de*;"  eft  —; }  il  s'en- 
fuit que  A  P  (x)  peut  être  pofitive  &  négative  de  même 
que  PM  (y)  %  en  obfervant  que  lorfque  A  P  eft  pofiti- 
ve ,  T'A/  l'eft  auffi  ,  &  au  contraire.  D'où  l'on  voit  que  Fio.  ijo. 
la  Parabole  Af  doit  alors  fe  continuer  dans  l'angle 
C  A  E  oppofé  au  fommet  à  l'angle  BAD%  dans  une  po- 
ficion  toute  femblable,  mais  renverfée  jen  forte  que  pre- 
nant A  P  égale  à  A  P  ,  &  menant  P  M  qui  falîe  avec 
AP  l'angle  A  PM  égale  à  l'angle  A  P  M  \  cette  ligne 
/>Af  rencontre  la  portion  qui  tombe  dans  l'angle 

ca  £  ,  en  un  point  Af  tel  que  PM  eft  égal  à  PM.  Telle 
eft  la  première  Parabole  cubique  x-44/,ou  V-aven 
faifant  a=*i. 

Troifïcmc  cas.  Lorfque  Pexpofànr  m  de  la  puiflànce 
de  x  eft  un  nombre  impair,  &  l'expofant  n  de  ta  puiflàn- 
ce de/  un  nombre  pair.  La  racine  m  de  xm  fera  toujours 
at,  &  la  racine  »  de  y*  fera  7  $  car  foit  par  exem- 
ple ,  A  M  une  féconde  Parabole  cubique  qui  eft  le  lieu 
de  l'équation  xl=mayy>  ou  xl=*yy ,  il  eft  clair  que  la  Fie'  iji. 
racine  cubique  de*'  eft  feulement  -+  x ,  &  que  celle  de 
y  y  eft  H^y.  D'où  il  fuit  que  la  Parabole  A  M  doit  fe 
continuer  dans  l'angle  BAE  qui  eft  â  côté  de  l'angle 
BAB  i  en  forte  que  fi  l'on  mené  par  un  point  quelcon- 
que P  de  la  ligne  A  B  une  parallèle  i  DE  3  elle  rencon- 
trera la  Parabole  entière  MA  M  en  deux  points  M  y  M, 
également  éloignés  du  point  P. 

Or  l'équation  générale  xm^*yn  appartient  toujours  à 
l'on  de  ces  trois  cas  j  car  fi  m  èc  n  ctoient  deux  nombres 
pairs  ,  on  extrayeroit  de  part  &  d'autre  la  racine  quar- 
rée  autant  de  fois  qu'il  feroit  poffible  ;  ce  qui  la  redui- 
roit  à  une  équation  dont  l'un  des  expofans  feroit  necef- 
fairement  impair.  Et  l'on  peut  toujours  fuppofèr  que  m 
furpafte  »  ;  car  s'il  étoit  moindre ,  &  qu'on  eût  par  exem-  F 1  o.  151. 
pie,  aaxt=*y\  on  trouveroit  en  rapportant  les  points 
de  la  Parabole  A  M  à  ceux  de  la  ligne  D  E ,  &  nom- 
mant alors  AKyx  y  KM y y  j  cette  autre  équation  x^aay 
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qui  exprimerait  auffi  la  nature  de  la  même  Parabole 
Ia jW,  &  dans  laquelle  l'expofant  de  la  pu i fiance  dex  eft 
plus  grand  que  celui  de  la  puùTance  dey-t  de  forte  qu'on 
pourroic  faire  alors  le  même  raifonnemenr  par  rapport  a 
la  ligne  Z>£ ,  qu'on  vient  de  faire  par  rapport  à  la  ligne 
2?C.  De  là  il  eft  évident  que  toutes  les  Paraboles  de  tel 
degré  qu'elles  puiftent  être ,  auront  toujours  l'une  des 
trois  figures  précédentes. 

PROPOSITION  IX. 
Problême. 

4r4'  Soit  popofec  a  conduire  l'égalité  du  huitième  deqri- 
x\_  b  x'-f- c  x*_  d  xM-  e  x4-  f  x'-h  gxx-hx-H=o, 
dans  laquelle  aucun  terme  ne  manque ,  far  le  moyen  de  deux  lieux 
géométriques  y  Cun  du  fécond  degré ,  ejr-  l'autre  du  quatrième. 

Ayant  pris  xx  =  ay  pour  le  lieu  du  fécond  degré, 
on  fubftiruèTâ  à  la  place  de  x* ,  x1 ,  x*,  x1 ,  x4 ,  xr,  &  xx , 
leurs  valeurs  a* y* ,  a* y*  x ,  a*yi ,  a  ayy  x ,  a  ayy  ,ayx  %ayy 
&  en  prenant  la  droite  donnée  a  pour  l'unité  ,  on  aura 
cette  autre  équation  y* —  Lxf  -+-cyl  —  dxyy -J- a  eyy 

—  afxy^raagy — dahx^all  ss*  dont  le  lieu  eft  du 
quatrième  degré ,  &  des  plus  fimples  h  puifque  l'une  des 
inconnues  x  n'étant  qu'au  premier  degré ,  on  pourra  en 
déterminer  tous  les  points  en  ne  ic  fervant  que  de  cer- 
cles &  de  lignes  droites. 

Si  l'on  coqftruit  à  prefent  la  Parabole  qui  eft  le  lieu 
de  la  première  équation  xx*=ays  &  qu'ayant  pris  pour 
y  autant  de  différentes  grandeurs  que  l'on  voudra  }  on 
détermine  les  valeurs  de  x  qui  leur  répondent  dans  la 
féconde  équation  ->  le  lieu  qui  paflèra  par  les  extrémités 
de  toutes  les  /  ,  &  qui  (era  par  confequent  celui  de  la 
féconde  équation  ,  déterminera  par  le  moyen  des  points 
où  il  rencontre  la  Parabole ,  les  valeurs  cherchées  .des 
racines  de  l'équation  donnée.  Ce  qui  eft  vifible  j  puifque 
mettant  dans  cette  féconde  équation  pour/  iâ  valeur 
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~ ,  &  pour  les  puiflances  dey  les  puiflànces  de  cette  va- 
leur ,  on  trouve  l'équation  donnée  x9 — b  x7  &c  ss  #. 

Corollaire  I. 

4*5*  C  o  m  m  e  l'unité  a  eft  arbitraire  ,  on  peut  fup- 
pofer  qu'elle  eft  donnée ,  &  qu'ainfî  la  Parabole  qui  eft 
le  lieu  de  la  première  équation  xx  szay  eft  donnée.  Or 
il  eft  évident  qu'on  pourra  toujours  par  le  moyen  de  cet- 
te équation  transformer  toute  égalité  du  feptiéme  ou  hui- 
tième degré  , en  une  autre  équation  du  quatrième,  dans 
laquelle  l'inconnue  x  ne  fe  trouve  qu'au  premier  degré. 
D'où  il  fuit  que  toute  égalité  du  feptiéme  ou  du  huitiè- 
me degré  ,  dans  laquelle  ou  tous  les  termes  fe  rencon- 
trent ou  feulement  une  partie ,  fe  pourra  toujours  conf- 
truire  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée  &  d'un  lieu 
du  quatrième  degré ,  dans  lequel  l'une  des  inconnu c's  ne 
fe  trouvera  qu'au  premier  >  &  cela  (ans  autre  préparation 
que  de  prendre  pour  l'unité  le  paramètre  a  de  la  Para- 
bole donnée  ,  afin  de  réduire  fous  lexpreffion  *c  les 
quantités  connues  qui  multiplient  **,  fous  l'expreflion 
*aâ  celles  qui  multiplient  x1 ,  &c. 

Corollaire  II. 

4l6\  O  n  prouvera  de  même  que  toute  égalité  du 
neuvième  ou  du  dixième  degré  fè  pourra  toujours  conf- 
trurre  par  le  moyen  d'une  Parabole  donnée ,  &  d'un  lieu 
du  cinquième  degré  dans  lequel  l'une  des  inconnues  ne  fe 
trouvera  qu'au  premier  degré  :  que  les  égalités  de  l'on* 
ziéme  &  du  douzième  degré  fe  conftruiront.  encore  par 
le  moyen  d'une  Parabole  donnée ,  &  d'un  lieu  du  fixieme 
degré  ;  &  ainfi  de  fuite  pour  les  autres  à  l'infini. 
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PROPOSITION  X. 
Problème. 

417»  C  OMSTRuiR.fi  l' égalité  du  neuvième  degré 
X9 —  b x*  cx'&cso,  dans  laquelle  tous  les  termes  fe 
rencontrent  excepté  le  fécond  J  par  le  moyen  de  deux  lieux  géo- 
métriques chacun  du  troijtème  dogré. 

Ayant  pris  x1  =  aay  pour  l'un  des  lieux  du  troifiéme 
degré, on  fubftitucra  à  la  place  de  x',xT,x*,  &c.  leurs 
valeurs  a*y\  a*xyy ,  **yy,  &c  ,  &  Ton  aura  pour  l'autre 
lieu  du  troifiéme  degré  ,  en  prenant  a  pour  l'unité  > 

y— £  xyy^-cyy  &c^«  dans  lequel  l'inconnue  x 

ne  peut  monter  qu'au  fécond  degré  ,  puifqu'on  fuppofe 
que  par  tout  où  il  y  a  x*  dans  la  propofée ,  on  fubftituc 
i  fa  place  a  a  y. 

Or  il  eft  vifible  que  fi  l'on  conftruit  ce  lieu  avec  la  Para- 
bole cubique,  qui  eft  le  lieu  de  l'autre  équation  x1 
leurs  points  de  rencontre  détermineront  les  racines  de 
l'égalité  donnée. 

Corollaire. 

4^.  Toute  égalité  du  fîxiéme  ,  du  huitième  ou 
du  neuvième  degré  étant  donnée,  il  eft  vifible  qu'après 
avoir  fait  évanouir  fon  fécond  terme ,  &  l'avoir  multi- 
pliée par  fa  racine  x  lorfqu'elle  eft  du  huitième  degré, 
&  par  (on  quarré  xx  lorfqu'elle  n'eft  que  du  feptiéme,on 
la  transformera  toûjours  en  un  lieu  du  troifiéme  degré 
en  fe  fervant  de  l'équation  xl  =  aay  dont  le  lieu  eft  une 
Parabole  cubique  donnée,  &  faifant  la  fubftitution  com- 
me ci-demis  :  de  forte  que  cette  manière  eft  générale 
pour  toutes  les  égalités  du  fëptiéme ,  du  huitième  &  du 
neuvième  degré.  On  trouvera  de  même  que  toute  éga- 
lité du  douzième  degré  dont  le  fécond  terme'  eft  éva- 
noui ,  fê  transformera  en  un  lieu  du  quatrième ,  en  fe 
fervant  encore  de  l'équation  x*  =      $  comme  auffi  celles 
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du  dixième  &  du  onzième  degré  en  les  élevant  au  dou- 
zième. 

Mais  fi  l'on  propofe  une  égalité  dn  feiziéme  degré 
dans  laquelle  tous  les  termes  fe  rencontrent  ,  excepte  le 
deuxième ,  on  trouvera  qu'en  fe  fervant  du  lieu  du  qua: 
triéme  degré  x*  =  <àyy  on  la  transformera  en  un  lieu 
du  cinquième.  On  trouvera  de  même  qu'une  égalité  du 
vingtième  degré  fe  transformera  en  un  lieu  du  fixiéme , 
en  fe  fervant  encore  du  lieu  du  quatrième  degré  x* =a'y  j 
comme  auflixelles  du  dix-feptième,  dix  huitième  &  dix- 
neuvième  degré  :  que  les  égalités  du  vingt. cinquième  de- 
gré dans  lefquelles  tous  les  termes  fe  rencontrent ,  excep- 
té le  deuxième,  fe  transformeront  en  un  lieu  du  fixiéme 
degré, en  fe  fervant  du  lieu  du  cinquième  x%=*a*y  j  com- 
me auffi  toutes  les  égalités  du  vingt.uniéme,  vingt- troifié- 
me  &  vingt-  quatrième  degré.  Et  l'on  peut  continuer  cette 
recherche  autant  qu'on  voudra. 

R  E  M  A  r  qju  b  I." 

4*9»  Il  eft  à  propos  de  remarquer  que  fi  dans  une 
égalité  du  feiziéme  degré  non  feulement  le  fécond  ter- 
me manquoit ,  mais  le  troifiéme  &  le  fixiéme  -,  le  lieu  du 
cinquième  degré  lequel  joint  avec  celui  du  quatrième 
x* esta* y  fert  à  conftruire  l'égalité  fe  transformeroit  en 
un  du  quatrième ,  &  on  peut  faire  des  remarques  fem- 
blables  fur  les  égalités  des  degrés  plus  élevés.  Mais  quoi- 
qu'il foit  vrai  de  dire  qu'une  égalité  du  feiziéme  degré 
dans  laquelle  il  n'y  a  que  le  deuxième  terme  qui  man- 
que %  ne  fe  peut  transformer  qu'en  un  lieu  du  cinquième , 
fi  l'on  employé  à  cet  effet  le  lieu  du  quatrième 
qui  n'a  que  deux  termes  5  on  n'en  doit  pas  conclure 
en  gênerai  ,  que  les  lieux  les  plus  fimples  pour  refoudre 
une  équation  complette  du  feiziéme  degré,  doivent  être; 
l'un  du  quatrième  &  l'autre  du  cinquième.  Car  au  con- 
traire ,  il  me  paroît  évident  que  fi  l'on  fe  fert  d'un  lieu 
du  quatrième  degré  compofé  de  plufieurs  termes  à  la 
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place  de  x*  t=ax y  qui  n'en  a  que  deux,  on  pourra  choi- 
Cir  ce  lieu  en  force  qu'il  /èrvira  à  transformer  l'égalité 
completce  du  (eiziéme  degfé  en  un  autre  lieu  du  quatriè- 
me. En  voici  la  raifon.  Si  l'on  prend  deux  lieux  du  qua- 
trième degré  dans  l'un  defquels  l'inconnue  x  monte  au 
quatrième  degré ,  &  dans  l'autre  l'inconnue  y ,  il  eft:  conC 
tant  par  les  règles  de  l'Algèbre ,  qu'en  faifanc  évanouît 
l'inconnue  j'  par  le  moyen  de  ces  deux  équations,  on 
arrivera  à  une  égalité  dans  laquelle  l'inconnue  x  monte, 
ra  au  feiziéme  degré.  Or  comme  deux  lieux  du  quatriè- 
me degré  ,  peuvent  avoir  enfemble  plus  de  feize  termes, 
puifque  chacun  en  peut  avoir  quinze  differens ,  il  s'en- 
fuit qu'ils  peuvent  contenir  toutes  les  quantités  connue* 
de  l'égalité  donnée  :  ce  qui  fuffit  pour  faire  voir  la  pof. 
iibilite  de  conftruire  une  égalité  complecte  du  feizicme 
degré  par  deux  lignes  du  quatrième. 

On  doit  de  même  penler  que  les  deux  lieux  les  plus 
(impies  pour  conftruire  une  égalité  compiette  du  vingtiè- 
me, dix  neuvième ,  &  dix- feptiéme  degré,  feront,  l'un  du 
quatrième  ,  &  l'autre  du  cinquième ,  parce  que  la  rédui- 
te de  ces  deux  lieux  montera  au  vingtième  degré ,  & 
qu'ils  pourront  contenir  enfemble  plus  de  termes  que  la 
propofée ,  &  renfermer  par  confêquent  toutes  les  quanti- 
tés connues  qui  s'y  rencontrent.  Et  fi  l'inconnue  avoit  ir, 
xx,  23, 14,  ou  15  dimenfions  dans  l'égalité  propofée,  il 
faudroit  deux  lieux  de  cinq  degrés  chacun.  De  là  on  for- 
me la  règle  fuivante,  qui  fertà  trouver  les  degrés  des  deu* 
lieux  qui  peuvent  refoudre  une  égalité  propolce  $  en  forte 
qu'ils  loient  les  plus  fimples  qu'il  eft  poflible. 

Il  faut  extraire  la  racine  quarrée  de  la  plus  haute  dî- 
menfion  de  l'inconnue.  Si  elle  eft  exacte  ,  chacun  des 
deux  lieux  doit  avoir  autant  de  degrés  que  cette  racine 
contient  d'unités  -y  &  Ci  elle  ne  l'eft  pas,  ou  le  refte  eft 
égal ,  ou  moindre  que  la  racine  ,  &  alors  l'un  des  lieux 
aura  pour  degré  le  nombre  de  la  racine  ,  &  l'autre  ce 
même  nombre  augmenté  de  l'unité  :  ou  le  refte  eft  plus 
grand  que  la  racine  ,  &  alors  chacun  des  deux  lieux  aura 
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pour  degré  le  nombre  de  la  racine  augmenté  de  l'uniré* 
Soit  propofé ,  par  exemple  ,  de  trouver  les  deux  lieux 
les  plus  fimples ,  qui  peuvent  refoudre  une  égalité,  donc 
la  plus  haute  dimenlion  de  l'iuconnuc  foit  de  trente  (êpt 
degrés.  Comme  la  racine  quarrée  de  3  7  eft  6  ,  &  que  le 
relte  !  eft  moindre  que  ce  nombre  6  ,  il  faudra  que  l'un 
des  lieux  foit  du  fixiéme  degré  ,&  l'autre  du  feptiéme* 
on  trouvera  la  même  chofe ,  fi  la  plus  haute  dimenfion 
eft  38 ,  39  , 40,  41  &  41.  Mais  fi  elle  èroit  45 ,  comme 
la  racine  quarree  de  43  eft  6 ,  &  que  le  refte  7  eft  plus 
grand  que  cette  racine,  ilfaudroit  deux  lieux  qui  fuûent 
chacun  du  feptiéme  degré  i  &  il  en  eft  de  même  fi  la  plus> 
haute  dimenhon  étoit  44 , 45 , 46 ,  47 , 48  &  49. 

R  £  M  A  R  Q^U  E     1  I  . 

420.  I  l  arrive  quelquefois  qu'on  peut  conftruire 
une  égalité  donnée  par  le  moyen  d'une  feule  &  même 
courbe  mife  en  deux  différentes  polirions  >  &  c'eft  ce 
qu'on  verra  clairement  dans  cet  exemple. 

Soit  propofée  à  conftruire  l'égalité  du  neuvième  degré 
x'-f-u'x— nu  b=*o  y  dans  laquelle  tous  les  termes  moyens 
manquent  excepté  le  pénultième.  Je  prends  l'équation 
x'=*aay ,  dont  le  lieu  eft  une  Parabole  cubique  M  «4  M 
qui  a  pour  paramètre  la  ligne  droite  donnée  *A  B=*a% 
&  pour  appliquées  des  lignes  droites  PM  {y)  qui  font 
avec  les  parties  correfpondantes  ^4 P  (x)  de  fbn  axe  ou 
diamètre  un  angle  pris  à  volonté  *A  P  M  que  je  fuppofe 
ici  droit  }&  en  cubant  chaque  membre,  j'ai  x'^a'y'  u 
ce  qui  change  par  la  fubftitution  l'égalité  propofée  en 
cette  équation yl=*aab — *ax  ,  dont  le  lieu  te  conftruit 
ainfi. 

Soit  prife  fur  A  P  prolongée  du  côté  de  P  la  partie  F 1  c.  235, 
jl  c—l  y  &  ayant  mené  par  le  point  c  la  droite  indéfi- 
nie C  K  parallèle  à  PMy  foie  décrite  une  autre  Parabo- 
le cubique  M  c  M  qui  ait  pour  axe  t  X  ,  &  pour  appli- 
quées des  droites  K  M  parallèles  à  .A  P,  &  dont  le  pa- 

X  x  ij 
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rametre  cD^a.  Je  dis  qu'elle  fera  le  lieu  requis. 
Car  par  la  conftruction  MK  ou  cP^b— x  ,&  par 

la  propriété  de  la  courbe  CK'sbMK  *  CD  y  c'eft  i 
dire  en  termes  analytiques y'=aaa  b  —  aa  x.  Or  il  eft 
évident  i°.  Que  fi  des  points  M  où  cette  dernière  Para- 
bole cubique  Ai  C  M  rencontre  l'autre  Ai  si  M  ,  on 
mené  des  parallèles  M  P  à  C  £  j  les  parties  ^  />  expri- 
meront les  racines  x  de  l'égalité  propofée  \'-\-u*x 
— a  6=0.  i°.  Que  les  Paraboles  cubiques  M  CM, 
M  si  M ,  font  précifement  les  mêmes  >  puifque  leurs  pa- 
ramètres siB  >C  D ,  font  égaux ,  &  que  les  angles  si  PMy 
CK  Ai,  que  font  leurs  appliquées  avec  leurs  axes  le  font 
auflî. 

La  fituation  des  deux  Paraboles  cubiques  M  si  Ai  % 
Aie  Ai%  fait  connoître  que  l'égaltté  propofée  x*  -\-a  x 
*~ab=o\  n'a  qu'une  racine  réelle  si  P  (*  ),  qui  eft 
toujours  vraie  &  moindre  que  si  C  {b  )  >  de  forte  que  les  • 
huit  autres  font  imaginaires. 

PROPOSITION  XL 
Problème. 

Construire  texte  égalité  de  tel  degré  qu'elle 
puijfe  être  ,  par  le  moyen  d'une  ligne  droite  ,  &  d'un  lieu  à* 
même  degré ,  duquel  lieu  toutefois  on  puijfe  déterminer  tous  les 
points  en  n'employant  que  des  lignes  droites. 

Il  faut  mettre  le  dernier  terme  de  l'égalité  propofée 
tout  feul  d'un  côté  en  le  rendant  égal  à  tous  les  autres, 
&  divifer  enfuite  toute  l'égalité  paria  ligne  qui  fait  l'of. 
fice  de  l'unité ,  répétée  autant  de  fois  qu'il  fera  neceûai- 
re  ,  afin  que  chaque  terme  n'exprime  que  des  lignes: 
comme  Ci  l'on  propofbit  x9  bx*-±-a  c  xs—  aadxx-\-aex 

—  ,  on  auroit  /«il  —  i^-L- Ifl_±!f -i-'_f. 

J\xg.  134.  Cela  fait ,  on  prendra  fur  une  ligne  droite  indéfinie  si  3 
dont  l'origine  fixe  foit  au  point  si ,  une  partie  quelcon- 
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que  AP  pour  la  valeur  dex  j  &  ayant  mené  parallèle- 
ment à  Ja  ligne  AC  donnée  de  pofition  une  droice  PM 

,=xl*jl^'J!L^t!iï^!*  (ce  qui  fe  peut  toujours 

faire*  en  n'employant  que  des  lignes  droites),  Ton  ex-  +  Art.yf6. 

rremité  M  fera  l'un  des  points  d'une  ligne  courbe 

A  DEM  i  dont  les  interférions  M>M>  M>  &c.  avec 

une  ligne  droite  KM  menée  parallèlement  i  AB  par 

Je  point  K  tel  que  AK=fy  détermineront  des  parties 

KM ,  K  M  y  KM  y  &c.  qui  feront  les  valeurs  cherchée* 

de  l'inconnuë  x  dans  l'égalité  donnée. 

Car  menant  les  droites  MP,  MP>  M P  y  &c.  paral- 
lèles à  AC y  fit  nommant  les  indéterminées  APyx  ;  PM,y\ 
on  aura  par  la  propriété  de  la  courbe  A  D  EM  cette 

équation  PM  (/  )  ~^4-  t£-J-  '*~dJ!l-+-êJL  qui 

eft  un  lieu  du  cinquième  degré  }  &  par  la  propriété  de 
la  droite  KM  cette  autre Ce  qui»  en  fubftituant 
pour/  fa  valeur /,  &  multipliant  par  a* ,  donne  l'éga- 
lité même  propofée  x  *  ~bx*~\-ac  j*1—  a  a  d  x  x-J-  a1  ex 

Ces  fortes  de  conftru&ions  peuvent  être  tres-utiles 
pour  trouver  les  limites  des  égalités.  Suppofons  ,  par 
exemple ,  qu'on  ait  une  méthode  pour  déterminer  fur 
Ja  ligne  A  C  les  parties  A  F ,  A  G  >  telles  que  les  droites 
FD ,  G Ey  parallèles  à  A B  touchent  la  courbe  en  des 
points  Dy  E  >  il  eft  clair  i°.  Que  fi  A  K  (/)  eft  moin- 
dre que  A  F  fie  plus  grande  que  A  G ,  comme  on  le  fup- 
pofe  dans  cette  figure ,  l'égalité  propofée  aura  trois  ra- 
cines vraies  K  M ,  KMy  K  M  y  fit  les  deux  autres  ima- 
ginaires }  parce  que  la  figure  de  la  courbe  eft  telle  que 
la  ligne  KM  la  rencontrera  en  trois  points ,  fie  jamais 
en  davantage.  i°.  Que  fi  A  K{f)  eft  moindre  que  si  G, 
la  ligne  K  M  coupera  la  courbe  en  cinq  points  ^  c'eft  à 
dire  que  l'égalité  aura  cinq  racines  vraies.  3°  Que  fi 
A  K  furpaffe  AFy  l'égalité  n'aura  qu'une  racine  vraie, 
.fie  les  quatre  autres  imaginaires.  4°  Que  fi  AK**  Af^ 
l'égalité  aura  «trois  racines  vraies ,  dont  il  y  en  aura  deux 

^  T  •  •  • 
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égales  entr'elles ,  fcavoir  FD,  FD.  50.  Et  enfin  que  (i 
A  K^m  si  G,  l'égalité  aura  cinq  racines  vraies  ,  dont  il  y 
en  aura  deux  égales ,  fçavoir  G  £  ,  G  l. 

La  même  ligne  courbe A  DE  M  étant  continuée  du 
côce  du  point  A  ,  icrvira  à  trouver  les  racines  de  l'cga. 
lité  bx^-^ac  xJ  —  a<t  dx  x  -\-  a1  e  x  ~jr  u*f=o  %  qui 
ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  le  dernier  ter- 
me a  le  figne  4-  ;  ce  qui  fait  voir  qu'on  doit  mener  alors 
la  droite  a.'  M  au  deflous  de  A  puifque  Ton  lieu  doit 
être^<=™ f> 

RlM  A  R  QJJ  E. 

42.1.  Q  n  peut  varier  la.  conftru&ion  précédente  en 
différentes  manières  -t  car  au  lieu  du  dernier  terme  qu'on 
égale  à  tous  les  autres ,  on  pourroit  prendre  tel  autre 
des  termes  qu'on  voudroit ,  ou  même  deux  quelconques 
qui  fe  fuivent  immédiatement,  &  les  divifer  enfuite  d'une 
manière  convenable  ,  afin  que  les  égalant  à  l'incon- 
nue* y ,  le  lieu  de  l'équation  ne  fut  que  du  premier  degré. 
Soit  par  exemple ,  l'égalité  du  troifiéme  degré  *!~  abx 
—  aac^o  j  je  fais  ~  c  «  ^,  &  j'ai  ces  deux  équa- 
tions x%*=naay  ,  &  y^ilJ^c  ,.dont  les  lieux  étant 

conftruits  feparement  donneront  les  racines  de  l'égalité 
propofée.  Voici  comment. 
Fie  Ayant  pris  à  l'ordinaire  pour  inconnues  &  indéter- 

minées les  deux  droites  AP  {x),  PM  (y)  qui  font  en- 
tr'elles  un  angle  quelconque  A  PM,  foit  décrite  une 
première  Parabole  cubique  MA  M  qui  foit  le  lieu  de 
la  première  équation  x^aay.  Soit  menée  par  le  point 
A  origine  des  x  une  ligne  droite  parallèle  à  P  M ,  fur  la- 
quelle foient  prifes  les  parties  si  c=s*b,  si  2)=r,  du  cô- 
té où  s'étend  P  M  s  &  ayant  pris  fur  si  P  prolongée 
du  coté  de  A  la  partie  AB*=>*  ,  foit  tirée  par  le  point 
D  une  parallèle  indéfinie  à  £  C.  Je  dis  que  fi  des  points 
M  où  elle  rencontre  la  première  Parabole  cubique 
M  si  M  ,  on  mené  des  parallèles  MP  L  a  c  >  les  cou- 


Digitized  by  Google 


DB  LA  CONSTRUCTION  BES  EgALITE's.  }fi 

pées        feront  les  racines  de  l'égalité  donnée  V— 

Car  menant  D£  parallèle  a  APy  les  triangles  fem- 
blables  ^^C,  Z> £ jVf,  donneront 2? ^  (*).  .// 

DE(x).  £^s=Iîi,&parconfequenti>JW  0')^~-+-f, 

Or  à  caufe  de  la  première  Parabole  cubique  M  M  , 
l'on  aura  x^aay.  Si  donc  Ton  met  à  la, place  de/ fa 

valeur  hJL      <• , on  retrouvera  l'équation  donnée  4* 

S'il  y  avoir  dans  l'égalité  donnée  ,  il  faudroit 
prendre  ^  c  du  côté  oppofc  à  P  M  ,  &  il  en  eft  de  mê- 
me de  si  D  lorfqu'il  y  a  :  de  forte  que  cette  conf. 
tru&ion  eft  générale  pour  toute  égalité  donnée  du  troi- 
fiëme  degré.  Car  il  eft  évident  qu'après  en  avoir  fait  éva- 
nouir le  deuxième  terme ,  on  peut  toujours  la  réduire 
fous  l'une  de  ces  formes. 

Il  eft  vifible  qu'on  peut  fe  fervtr  d'une  Parabole  cubi- 
que donnée ,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  prendre  l'unité  arbi- 
traire a  égale  à  fon  paramètre. 

PROPOSITION  XII. 
Problème. 

423  *  A  PPROCHER^f  plus  en  plus  k  l'infini  de  la  jupe 
valeur  des  racines  de  toute  égalité  du  troifiême  &  du  quatriè- 
me degré  j  &  des  égalités  qui  paffent  le  quatrième  devé  lors- 
qu'elles n'ont  que  deux  termes  :  en  ne  fe  fervant  que  de  lignes 
droites  &  de  cereles. 

Soit  donnée  l'égalité  du  troifiême  degré  x'  Zp  lapx 
m— a  a  q=mt  j  je  la  multiplie  par  x  pour  l'élever  au  quatrième 
&  tranfpofant  le  terme  aaqx^  j'ai  -+  tap  xxTsaaqxs 
j'ajoute  de  part  &  d'autre  aapp  pour  raire  que  le  pre- 
mier membre  foit  un  quarré  ,  ce  qui  me  donne 
*4r£  iapxx-^-aapp=zaapp-±-aaqxy&çxtrayânt 
de  part  &  d'autre  la  racine  quarrce ,  il  vient  xx  ~+af 
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a=a  ffpp-'rqx  i  tranfpofam  ehfiri  * />,&  extrayant  denoo» 

veau  la  racine  quarrée,je  trouve  x^sV T+ap-\--* ^ ?p-\-<lx* 
Je  confidere  à  prelent  que  fi  au  lieu  de  la  jufte  valeur» 
de  la  racine  vraie  x,  je  prends  une  grandeur  qui  l'ex- 
cède, comme  par  exemple  c  }  il  s'enfuit  i°.  Que  c  furpafle 

fera  encore  plus  grande  que  la  jufte  valeur  de  x.  Cette, 
féconde  propofition  eft  viiible  ,  mais  pour  la  première  elle 
fe  prouve  ainfi. 

Si  l'égalité  du  troifiéme  degré  a  -\*xap x  >  il  eft  clair 
•■Ce  figne  que  c**+-iapcc  *>#aqc  y  d'où,  il  vient  en  ajoutant  de> 
mnfi  fumé  part  &  d'autre  le  quarré  aapp,  &  achevant  le  calcul 

fttrpafô!™'  '  comrne  ci-deflùs ,  c  >  Y' —  ap-±-â'f/rp p-\-q  c.  Mais  lorf- 
qu'il  y  a—  lap x,  on. aura  en  tranfpofanr  xapx  &  divi- 

fant  par  x  cette  égalité  xx= —  >  d'où  il  fuit. 

que  fi  l'on  met  dans  iiî  pour  x  une  valeur  c  plus  grande 

que  la  racine  vraie  de  l'égalité  x1— \apx— a*q 

la  quantité  i  ap     îi?  fera  moindre  que  le  quarré  xx 

(puifqueiileft  moindre  que"*)  &  à  plus  forte  raifon  . 

que  le  quarré  ce.    On  aura  donc  ce  >  i<*/>-f-      ,  & 

multipliant  far  ce,  il  vient  c'^iapc c  >        f ,  d'où 
l'on  tire  (en  opérant  comme  Ton .  vient,  de  faire  ) . 

c^y a  p-\-*  1^  p  p-\rqc  O  r  ceci  fuppofé ,  je  forme  cet. 

te  faite  :  Y  T±  qp^af^pp^q  c ,  Y fP+ify  . 

^ZÏdp+a^p  p-^qz  &c ,  dans  Jaquelle  / exprime  le  ; 

terme  Y  -+a p-\-a  Kp p       c  qui  le  précède  immédiate- 

ment>&  de  même  g  exprime  le  terme  V Mp-*ra\>/rpp-+-qf 
&ç. 

Il  eft  donc  évident  par  ce  que  l'on  vient  de  démon- 
trer, que  tou.5  les  termes  de  cette  fuite  feront  plus  grands-, 
que  la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x ,  &  qu'ils  en  ap-. 

proches 
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prochent  toujours  de  plus  en  plus.  Je  dis  à  prefent  que 
û  on  la  continue  à  l'infini ,  le  terme  infinitieme  (s'il  eft 
permis  de  s'exprimer  ainfi  )  ou  le  dernier  terme  de  cette 
fuite ,  fera  precifément  égal  à  la  valeur  cherchée  de  l'in- 
connue x.  Car  foit  ce  dernier  terme  ,  iL  eft  certain  par 
là  nature  de  la  fuite  qu'il  approchera  de  plus  près  de 
1  inconnue  x  que  tous  les  autres  termes ,  &  qu'ainfi  le 

terme  ^ a  p-\-a  ^ pp  -\-q  *  qui  le  Aiivroit  immédia- 
tement ,  s'il  n'étoit  pas  le  dernier,  ne  peut  être  moindre 
que  lui  $  puifque  s'il  étoit  moindre  il  af>rocheroit  de 
plus  près  de  l'inconnue  x ,  &  feroit  par  confequent  le 
dernier  terme ,  ce  qui  encontre  la  fuppofition.  Or  il  ne 
peut  être  plus  grand  ,  car  on  vient  de  démontrer  que 
tous  les  termes  de  la-fuite  vont  en  diminuant.  Il  faudra 
donc  qu'il  lui  foit  égal  ,  ôc  on  aura  par  confequent 

_zta M~a  ^ PP-^rq ^rc'eft  à  dire  enotant  les  in. 
commenlurables  ^  -±xapz^—aaqsslo t  d'où  l'on  vok 
que  ^  s-  x .  Ce  qu'il  fulloit  démontrer. 

On  prouvera  par  un  rationnement  femblable ,  que  fi 
Ton  prend  une  grandeur  c  plus  petite  que  la  jufte  valeur 
de  x,  tous  les  termes  de  cette  fuite  iront  toujours  en- 
augmentant  en  forte  que  le  dernier  fera  précifément 
égal  à  la.  valeur  cherchée  de  x.  Voici  maintenant  conw 
ment  on  peut  conflruire  par  Géométrie  cette  fuite ,  en 
n'employant  que  des  lignes  droites  &  des  cercles. 

Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies ,  52),  C P ,  Fie. 
qui  s'entrecoupent  â  angles  droits  au  point  s/,  .on  pren-  2137. 


&  d'autre  lorfqu'il  yz  —  iapx,  comme  on  le  fuppofe  dans 
ces  deux  figures  }  &  fur  l'autre  les  parties  AC^q , 
A  P-*c *  toûjours  de  par.t.&  d'autre  du  point  A.  Ayant 
décrit  du  diamètre  C  P  un  demi  cercle  qui  coupe  AD 
en  £ ,  on  prendra  fur  A  C.la  partie  A  F  égale  à  A£t6c 
on  portera  fur  AD  depuis  le  point  D  vers  le  point  A 
dans  le.  premier  cas  ,  &  vers  le  côté  oppofé  dans  le.- 
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fécond ,  la  partie  D  G  égale  à  DF.  On  décrira  enfin  du 

diamètre  i?  G  un  demi  cercle  qui  coupe  A  P  en  je 

disque^Jgs»  ap-\-alfpp-\-qc.  Cari  caufè  du  de- 
mi-cercle C  t P  la  ligne  .^f  £  ou  /"«W  f  <■ ,  &  à  caufe 
du  triangle  rectangle  F^D  l'hypothenufe  FD  ou  DG 

cs^ PP+q c »  &  par  confequent  AG^p-\r^pp^rqc% 
&  à  caufe    du   demi,  cercle      ^G  la  ligne   A  Q 

sx A^* />-+-- 7 Nommant  à  prefènt  AQj f  j 5c 
réitérant  la  même  opération  en  fe  fervant  de  au 

lieu  de  on  trouvera  ARm»^ ap-+  aV^pp-¥ qf% 

&  enfuite  par  le  moyen  de  A  R  que  j'appelle  g ,  on  trou- 
vera AS*—  ^ ap~+  a ^pp—* q g  en  réitérant  encore  la 
même  opération  :  de  forte  que  la  continuant  autant  que 
l'on  voudra  ,  on  trouvera  des  lignes  A  P,  A  A  R^ 
AS,  &c  qui  approcheront  de  plus  en  plus  a  l'infini  de 
la  jufte  valeur  de  la  vraie  racine  x  de  l'égalité  propofée 
x'  —  xa  px  —  aaqzsao. 

•Il  eft  à  remarquer  que  Ton  peut  prendre  d'abord  pour 
A  P  [c)  telle  grandeur  que  l'on  veut ,  car  fi  cette  gran- 
deur fe  trouve  plus  grande  que  la  racine  x ,  les  autres 
lignes  A  A  RyAS>  &c.  vont  toujours  en  diminuant^ 
&  au  contraire  fi  AP  eft  moindre  que  x,  elles  iront  en 
augmentant  :  de  forte  que  la  vraie  racine  eft  renfermée 
entre  A  P  de  l'une  de  ces  deux  figures  &  AP  de  l'au- 
tre, AQjcAQj  AR  &  AR,  A  S  U  AS.  D'où  Ton 
voit  qu'en  formant  deux  fuites  convergentes ,  dans  l'une 
defqùelles  le  premier  terme  foit  plus  grand  que  la  vraie 
racine  ,  &  dans  l'autre  plus  petit ,  Von  aura  toujours  ca 
prenant  les  termes  correfpondans  de  ces  deux  fuites , 
des  limites  entre  lefquelles  fe  doit  trouver  cette  racine; 
de  forte  que  la  différence  de  ces  limites  diminué  de  plus 
en  plus  à  l'infini. 

Si  l'on  demandoit  les  deux  autres  racines  de  l'égalité 
propofée  i  a px  —  aaq=ao.  Nommant  m  la  racine 
approchée  que  l'on  vient  de  trouver ,  on  la  regardera 
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comme  étant  exacte  :  c'eft  pourquoi  divifant  cette  éva- 
lué par  x  —  m  ^  la  divifion  le  fera  au  jufte  (car  le  reile 
m%—i*  p  m >  —  a  a  q=mv  %  puifqu'on  fuppofe  xa»w) ,  &  on 
on  aura  pour  quotient  l'égal  icé  x  x  -{-  m  x-\-mm—  xap 
dont  la  relolution  fournira  les  deux  racines  qu'on 
demande. 

Toutes  les  égalités  du  troifiéme  degré  peuvent  fe  ré- 
duire à  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  formes  5  car  après 
avoir  fait  évanouir  le  iècond  terme,  s'il  y  avoir -f-**/*/ 
en  mettant*—  aaq  y  on  ne  feroit  que  changer  les  raci- 
nes vraies  en  faufles  &Jes  faufles  en  vraies.  D'où  Ton 
voit  que  les  conftru&ions  précédentes  fuffilent  pour  trou- 
ver les  racines  approchées  de  toute  égalité  donnée  du 
troifiéme  degré.  Païïbns  maintenant  au  quatrième. 

Soit  propofée  l'égalité  du  quatrième  degré  a4—  3  apx  x 
^*aaq x  —  a*r=sso ,  dont  il  faille  trouver  les  racines  ap- 
prochées. Je  cherche,  comme  l'on  vient  d'enfeigncr,  les 
racines  approchées  de  l'égalité  du  troifiéme  degré 

«+-4*rjr-T-8  apr 
  aqq 

où  l'on  doit  obferver  d'écrire  —  if  lorfqu'il  y  a  dans 
la  propofé-r-3  apxx  j  —  +ar  lorfqu'il  y  a  -\-alr  i  & 
enfin  — îapr  lorfque  les  fignes  des  termes  y  apxx  Se 
aJr  font  diflfèrens.  Je  regarde  enfuite  Tune  de  ces  racines 
approchées /  comme  étant  exacte  ,  &  ayant  trouvé  une 

ligne  v=ar  ayZ+iap,  fçavoir  -±-u*p  lorfqu'il  y  a  —}apxx, 
& — iap  lorfqu'il  y  a  -\-yapxx  jj'ai  pour  les  quatre 
racines  approchées  de  la  propofée ,  celles_de  ces  deux 

égalités  du  fécond  degré  xx  —  vx-jrm3***—~l^i-o 

&  xx  +  vx  +  'i^j-îi^  (en  obfervanc  de 

prendre  —  ap  lorfqu'il  y  a  — 3  apxx  dans  l'égalité  pro- 
pofée, &  -h  4p  lorfque  c'eft  -\-$apxx)  que  l'on  confr 
traira  aifément  en  n'employant  que  des  cercles  &  des 
lignes  droites.  Tout  ceci  n'eft  qu'une  fuite  de  la  règle 
que  donne.  M..  Defcartes  dans  le  troifiéme  Livre  de  fa 
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Géométrie  pour  réduire  toute  égalité  du  quatrième  de. 
gré  à"  une  du  troifiéme ,  de  laquelle  connoiflànt  une  des 
racines  ,  on  a  les  quatre  de  la  propofée  j  &  comme  cela 
dépend  de  l'Algèbre  pure ,  je  pourrois  le  fuppofer  ici 
comme  démontré.  £n  voici  cependant  la  railon  en  peu 
de  mots. 

On  regarde  l'égalité  du  quatrième  degré  x*—)apxx 
—  aaqx—aïr—o,  comme  le  produit  des  deux  planes 
xx — v x  -{-ah~-ac^o  &  xx  -\-v  x-\-  ab-\- ac  —  o% 
dans  lefquelles  les  lettres  v  ,  a ,  b ,  c ,  marquent  des  in- 
connues qui  doivent  être  déterminées  dans  la  fuite ,  en 
forte  que  le  produit  de  ces  deux  égalités  qui  eft 

**Z"r-**cvx+" Toit  en  effet  l'égalité 

même  propofée.  Pour  cela  j'en  compare  les  termes  cor. 

refpondans,&  j'ai  i°.  *=^.  t°.  b—  T"~s  ** ,  \*.bb—cc 

=— ou  bb—  cc-^ar—o  i  c'eft  à  dire  en  mettant 
pour  b  &  pour  c  les  valeurs  que  l'on  vient  de  trouver  & 
ordonnant ,  l'égalité       6  ap  v*  _  J  q  q  _  & 

fi  l'on  fait  vv^say-±-iap ,  on  trouvera  par  la  fubfti- 
tution  l'égalité  du  troifiéme  degré 

^•♦«rjr    s*f  r  =    de  laquelle  connoiflànt une  racine/, 

on  aura  ,  en  prenant  la  racine  quarrée  de  *v-f- i*/,  la 
valeur  de  v ,  &  enfuite  celles  de  *  &  de  c ,  lefquelles  étant 
mifes  dans  les  deux  égalités  planes  que  l'on  a  foppofées 
-d'abord ,  on  en  formera  deux  autres  dont  le  produit  fera 
J'égalité  même  propofée  dont  la  refolution  par  con- 
fequent  fournira  les  quatre  racines  qu'on  demande.  S'd 
nJétoit  queftion  que  de  trouver  une  racine  vraie  d'une 
égalité  du  quatrième  degré,  on  pourroit  la  trouver  im- 
médiatement par  une  fuite  en  cette  forte. 

Soit  x*  Hh  iap  x  x — aaqx — a*r^=oy  on  trouvera  en 
opérant  de   même   que   pour   le   troifiéme  degré 

*  ^HM/>-iH*  q  x-\-/> p-+-a  rs  ce  qui  donne ,  en  fat. 
&nt  pour  abréger pp-+-ar •=  aa,  cette  fuite  conve*- 
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^ente  c  ,  V  Zfgp-+-a       n-^q  ç ,  P  ^gp^g  f nn-+-qf% 

rZ+gp-\rgl'r nn  -f-fg,  &c»  donc  la  conftruâion  n'eft 
différence  des  précédentes  qu'en  ce  qu'il  faut  prendre 
^4  F***  n  &c  DG=*  F  E. 

Si  l'on  avoir  xk-¥\gpx  x*-gg  qx-\-gxr=*o  *  on  trou- 

veroic  xmm^'^fa p-^-.i  if q  x-^-pp— gry  &  on  formeroit 
lorfque pp  furpâfle  gr  (en  faifanc^— .ar=*nn)  la  mê- 
•me  fuite  convergence  que  ci-deffus.  Mais  il  eft  a  remar- 
quer que -lorfqu'il  y  a  -\-igpxx  dans  l'égalité  don- 

née  ,  il  faut  que  V  qX-+-pp —  gr  furpâfle  p  afin  que 

y — ap~*r*  ^ <lx-*r?p  —  *r  valeur  de  la  racine  x 
-ne  renferme  point  de  contradiction  5  ce  qui  donne 

x  >  II,  &  par  confequent  il  kudra  prendre  c  plus  gran- 
de quel!. 

Si  pp  eft  moindre  que  a  r ,  Ton  formera  alors ,  en  faifant 

grmmpptsaqn^  cette  fuite  convergence  cy  r *Z\.gp-\^o^ qt^qny 

y*ZÇgp-\-gt^ qf^qn^^gp^aV  qg—qn^c, 
l'on  doit  remarquer  que  lorfqu'il  y  a — igpxx  dans 

l'égalité  donnée,  il  fauc  que  x  forpafîè  n  ou  HZ££afiû 

r  1  -  1 

9ue  ^  *  p-^-d  fi^ fx-\-pp—.gr  valeur  de  x  ne  renferme 
poinc  de  concradiâion,  &  qu'aiinfi  on  doic  prendre  c  plus 
.grand  que  n. 

Il  peut  arriver  lorfqu'il  y  a  -J~r  dans  l'égalité  don- 
née que  ces  racines  foient  toutes  quatre  imaginaires,  & 
alors  on  tombera  infailliblement  clans  quelque  contra- 
diction en  conftruifant  la  fuite  i  car  on  n'a  démontré 
qu'elle  eft  convergente  qu'en  fuppofanc  qu'il  y  eut  une 
racine  vraie  dans  l'égalicé  donnée.  Au  refte  la  conftruc- 
tion  de  la  dernière  fuite  eft.  un  peu  différence  des  aucres, 
mais  comme  elle  n'eft  pas  plus  difficile ,  je  ne  m'y  arrê- 
terai pas. 

Cecce  mecnode  devient  embarrafiee  lorfqu'on  la  veut 
«étendre  à  des  égalités  complettes  qui  paflènt  le  quatrié- 
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me  degré  j  c'eft  pourquoi  je  me  contenterai  de  l'appli- 
quer à  une  égalité  du  cinquième  degré  qui  n'a  que  deux 
termes ,  &  qui  fervira  de  méthode  pour  les  autres  plus 
compofées  qui  n'ont  pareillement  que  deux  termes. 

Soit  x'—  a*  b=*o  j  multipliant  par  x  ,  &  tranfpofant  il 
vient  x*  mm  a*  6  x ,  &  extrayant  la  racine  quarréc  on  aura 
x^aa^bx  ou  x*tBSaaxVJfx ,  &  extrayant  de  nou- 
veau deux  fois  de  fuite  la  racine  quarrée ,  on  trouvera 

enfin  xsa^a f^x  Vbx  $  ce  qui  fournit  cette  fuite  conver- 
gente ,  c ,  ^a^TVfc,  ^ZTfTTf,  ^a/^TTg ,  &c, 
dont  voici  la  conftru&ion  géométrique. 
Fie,  138.      Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  JB  D,CPy 

3ui  s'entrecoupent  à  angles  droits  au  point  A ,  on  pren- 
ra  fur  l'une  d'elles  la  partie  A  B=*a ,  &  fur  l'autre  ,  les 
parties  AC=by  A P=c ,  de  part  &  d'autre  du  point 
A.  Ou  diamètre  PC  ayant  décrit  un  demi-cercle  qui 
coupe  M  A  prolongée  du  côté  de  A  en  D  ,  &  ayant 
pris  fur  A  c  la  partie  A  Fe=AD ,  on  décrira  du  dia- 
mètre P  F  un  autre  demi- cercle  qui  coupe  A  D  en  E. 
On  décrira  enfin  du  diamètre  BE  un  troifiérae  demi- 
cercle  jui^coupe         en  Q^j  il  eft  vifible  que  A 

ai^ cVbc.  Nommant  à  prêtent        /$  &  réitérant 
la  même  opération  en  fè  fervant  de  A  X^au  lieu  de  AP , 

on  trouvera  AR=  ^aV/VfâU  demême^Sca^W^V^. 
Et  les  droites  A  P\  A  Q,  AR,  &c.  approcheront  de 
plus  en  plus  à  l'infini  de  la  jufte  valeur  de  l'inconnue  x 
de  l'égalité  donnée  x'  — >a*b=*o.  Cela  fè  prouve  de  la 
même  manière  que  pour  les  égalités  du  troifiéme  de- 
gré. 

M.  Bernoulli  célèbre  Profeflèur  des  Mathématiques  à 
Baie»  eft  l'Auteur  de  ces  fuites.  On  peut  voir  ce  qu'il  en 
dit  dans  les  Aâes  de  Leipfic  de  l'année  1685.  page  455.. 
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PROPOSITION  XIII. 
Problème. 

424.  U  NE  portion  de  Se f lion  conique  étant  donnée  ,  trou- 
ver par  fon  moyen  Us  racines  d'une  égalité  donnée  du  troifiéme 
ou  du  quatrième  degré. 

On  a  vû  dans  le  Problème  précèdent  qu'une  égalité 
du  quatrième  degré  étant  donnée,  on  en  peut  toujours 
trouver  une  du  troifiéme ,  de  laquelle  connoiflîmt  une 
racine  on  a  les  quatre  de  la  propofee  $  en  ne  fe  fervant 
que  de; lignes  droites,  &  de  cercles.  On  fçait  de  plus 
que  toute  égalité  du  troifiéme  degré  fe  peut  réduire 
tous  cette  forme  x*  xapx — aaq^o ,  dont  l'une  des 
racines  eft  vraie ,  &  les  deux  autres  ou  fauiïes  ou  imagi- 
naires. Cela  pofé  ;  foit  x'Z+  x  a p  x—a  a q^o ,  dont  il  faille 
trouver  les  racines,  par  le  moyen  de  la  portion  donnée  Fie, 
B  D  d'une  Parabole  qui  a  pour  axe  la  ligne  CH  dont 
l'origine  eft  au  point  C  Des  points  B ,  D ,  extrémités  de 
la  portion  donnée  ayant  mené  les  perpendiculaires 
BG ,  D  H  y  fur  l'axe,  il  eft  manifefte  que  fi  la  vraie  ra- 
cine etoit  plus  grande  que  BGy  &  moindre  que  D  H , 
le  cercle  décrit  du  centre  £ ,  trouvé  comme  l'on  a  en- 
feigné  à  la  fin  de  l'article  387.  pour  les  égalités  qui  n'ont 
point  de  fécond  terme,  &  du  rayon  £C,  couperoit  in- 
failliblement la  portion  B  D  en  quelque  point  M  j  d'où 
menant  la  perpendiculaire  M fur  l'axe  ,  cette  ligne 
M Qjtn  feroit  la  vraie  racine.  Il  eft  donc  queftion  lorf- 
que  ce  cercle  ne  coupe  point  la  portion  B  D ,  de  trans- 
former cette  égalité  en  une  autre  dont  la  vraie  racine 
foit  renfermée  entre  les  limites  BGy  D  H.  Pour  le  fai- 
re, je  nomme  les  données/? G, D  H ,g  -,  &  je  fuppofe 
que  l'on  ait  deux  limites  entre  lefquelles  la  vraie 

racine  x  foit  reflerrée  {m  eft  moindre  que  »,  &  f  moin- 
dre que  g).  Ce  qui  donne  x  plus  grand  que  m  &  moin- 
dre que  a,  &  multipliant  chaque  terme  par/ &  di  vifant 
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par  m ,  il  vient^plus  grand  que /&  moindre  que£ï.  Si 

Ml  W 

Ton  fait  à  prefenc  ^=»^>  &  <ÎU>0D  mett«  dans  légalité 
x*^+iapx^maa^=aoià  la  place  de  x  fa  valeur ~,  on 
la  transformera  en  celle-ci  ^"ZT  — '^-lf.KSSo ,  qui 
aura  fa  vraie  racine  zj^Ùplus  grande  que  /  &  moin., 
drcque^  .  D'où  U  fuit  que  fî  les  limites  m t  n ,  étoient 

telles  que  —  tôt  égale  ou  moindre  queg,^  n'y  auroit 

qu'à  conftruire  cette  dernière  égalité  félon  l'article  387., 
pour  avoir  fa  vraie  racine  MQ^  (*)  par  le  moyen  de  la. 
portion  donnée  BJ>.  De  là  on  tire  la  confttu&ion  fuû 
vante. 

On  fera  par  Je  Problême  précèdent  deux  fuites  con- 
vergentes qui  approcheront  l'une  en  deflus  &  l'autre 
en  de(Tous  de  la  vraie  racine  x  de  l'égalité  donnée 
V -f  xapx-~aaq=*o.  On  choifira  deux  termes  corref- 
pondans  dans  ces  deux  fuites  m,,»,  qui  foient  tels  que 

f-Z  foit  égale  oa  moindre  que  g  :  ce  qui  fe  pourra  tou» 

jours  faire  >  puifque  f  eft  moindre  que  g ,  &  que  la  diffé- 
rence qui  eft  entre  m  Se  n  diminue*  continuellement  à 
Finfini.  Cela  fait ,  on  transformera  l'égalité  donnée  en 

une  autre  stttîll     HîZl  w=o ,  dont  l'inconnuS  fera 

mm 


a^»Cf  j  &  en  la  conftruHant  félon  la  fin  de  l'article 

387.  le  cercle  coupera  infailliblement  la  portion  donT 
née  B  D  en  un  point  il/  3  duquel  ayant  mené  fur  Taxe 
la  perpendiculaire  MQ,  elle  fera  la  vraie  racine  de 

cette  féconde  égalité  :  &  fatfant  enfuite  *  =  — ,  cette 
ligne  x  fera  la  vraie  racine  de  l'égalité  *'  Z+iapx 

Si  l'on  veut  trouver  les  deux  autres  racines  de  cette 
égalité  lorfqu'elles  ne  font  pas  imaginaires  j  il-  n'y  a  qu'à 

la.. 
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la  divifer  par  l'inconnue  x  moins  celle  que  Ton  vient  de 
découvrir  pour  l'abaiflèr  à  une  du  fécond  degré,  donc 
on  découvrira  les  deux-  racines  par  le  moyen  d  un  cercle, 
en  fe  fervant  de  l'article  380. 

Tout  ceci  eft  trop  évident  pour  m'y  arrêter  davanta- 
ge ,  je  remarquerai  feulement  que  fi  la  portion  donnée 
BD  étoic  d'une  Ellipfc  ou  d'une  Hyperbole,  il  faudroit 
fe  fervir  de  l'article  398.  ou  403.  &  que  toute  la  difficulté 
fe  reduiroit  à  transformer  l'égalité  donnée  en  une  autre, 
dont  la  vraie  racine  eut  des  limites  données  :  &  c'eft  ce- 
que  l'on  feroic  comme  dans  la  Parabole. 


♦ 


LIVRE  DIXIEME. 

- 

■  * 

Des  Problèmes  déterminés. 

PROPOSITION  GENERALE. 

42$  U  N  Problème  de  Géométrie  détermine  étant  pre- 
pofè ,  en  trouver  la  falution. 

On  regardera  d'abord  le  Problème  propofé  comme  s'il 
ècoic  relolu  ,  &  on  cirera  les  lignes  que  Ton  jugera  les  plus 
propres  pour  faire  connoître  ce  qui  n'eft  que  fuppofé.  On 
nommera  en  fuite  toutes  ces  lignes  (  qui  font  pour  Tordu 
naire  des  triangles  rectangles  ou  fcmblables  ]  par  des  let- 
tres de  l'Alphabet ,  fçavoir  les  lignes  qui  font  connues  par 
les  premières  lettres  ,  &  les  lignes  inconnues  par  les  der- 
nières lettres  $  &  on  parcourra  toutes  les  conditions  du 
Problême,  en  comparant  ces  lignes entr'el les  dans  Tordre 
le  plus  (impie  &  le  plus  naturel  qu'il  fera  pofôble  :  ce  qui 
doit  fervir  à  former  autant  de  différentes  égalités  qu'il  y  a 
d'incoonuës  On  emploiera  enfin  les  règles  ordinaires  de 
TAlgebre  pour  réduire  ces  différentes  égalités  à  une  feule 
dans  laquelle  il  ne  fe  trouve  plus  qu'une  inconnue ,  &  pour 
Tabaifler  s'il  fe  peur  i  un  moindre  degré  i  Se  l'ayant  refo- 
luë  par  les  règles  preferites  dans  Je  Livre  précèdent ,  on 
en  tirera  la  folution  cherchée  du  Problème.  Ceci  s'éclair- 
cira  parfaitement  par  les  exemples  qui  fuivent. 

Exemple  L 

Fie.  140.  4^*  La  ligne  droite  .A  B  étant  donnée,  trouver 
hors  de  cette  ligne  le  point  C  tel  qu'ayant  mené  les  droi- 
tes A  C ,  C  B  y  i°.  La  fomme  de  leurs  quarrés  foit  au  trian- 
gle ^4  C  B  en  la  raifon  donnée  de/ag,  i°.  L'angle  ACB 
qu'elles  comprennent  foit  égal  à  l'angle  donné  GDK. 
Je  lùppofe  que  le  point  C  foit  celui  qu'on  cherche  ,  & 
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je  mené  CH  perpendiculaire  fur  AB  que  je  divife  par 
le  milieu  au  point  t.  Je  nomme  la  donnée  A  E  ou  E  B  >a } 
&  les  inconnues  E  H ^x^HC^y  i  WfzxA  H  ZZa —  x, 
B  H  zza -+ x.  Donc  à  caufe  des  triangles  re&angles 

A  HCy  BHC y  les  quarrés  des  hypothenufes  ^TT'ss 

—  &  BC  =r  -fxx-+;y  j 

&  par  confequent  ^  c  s  i**  -f  hjt  -f  17^. 

Or  puifque  le  triangle  ACB  tzAE  x  CH  (  *y  ) ,  il  s'en- 
fuit par  la  première  condition  du  Problême  que  xaa 
-+2xje-+  zyy.ay  îî/.g  i  ce  qui  donne  en  multipliant 
les  extrêmes  &  les  moyens, &  divifant  par  ig,  cette  équa- 

tion  m  a  -+  xx  -+yy  ~Z£yzs  xmy  en  prenant  (pour 

6  ter  les  fractions)  une  liene  m     — . 

Il  refte  maintenant  a  accomplir  la  féconde  condition , 
Ravoir  que  l'angle  ACB  foit  égal  à  l'angle  donné  GDK. 
Pour  y  rcuflîr ,  je  mené  d'un  point  G  pris  i  diferetion 
dans  la  droite  G  D  ,  la  perpendiculaire  G  i7  fur  le  côte 
DJC,  prolongé  ,  s'il  eft  necedaire  ,  &  du  point  A  la 
perpendiculaire  A  L  fur  le  côté  B  C  prolongé  aufli ,  s'il 
eft  neceffàire  ,  afin  d'avoir  deux  triangles  re&angles 
femblables  AC  LyGDF>  dont  l'un  GDI?  eft  donné. 
Cela  fait ,  je  nomme  les  données  D  F ,  b  j  F  G ,  c  5  &  faû 
lânt,  pour  abréger,  BC  je  trouve  à  caufe  des  trian- 
gles rectangles  femblables  BCH  ,  BA£yccs  propor- 
tions BC  (»).  CH  [y)::BA  (irf).  AL  Et 


n 

SC{n).BH(a-+x)::BA(ia).BZ  tztm*  +  x'*.  Et 
par  confequent  C  L  ou  B  L  _  B  c—***"*1  m*~mm.  Donc 
puifque  l'angle  A  CL  doit  être  égal  à  l'angle  GDF,i\ 
faut  qutCZ  (V**?-—).  AZ(t±>)::DF  (b).  FG  {c)y 

d'où  l'on  tire  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
*ms€-*  x*cx  —  enn  ~iaby,  c'eft  à  dire,  en  mettant, 
pour  n  *  la  valeur  ^4ux  h*  *  x-*-jy>  cctte  féconde 

Z  z  i j 
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équation  aac—~  cxx — cyy  =3  1  * by  qui  renferme  la  fé- 
conde condition  du  Problème. 

Comme  l'on  a  trouvé  autant  d'égalités  qu'il  y  a  voit 
d'inconnues ,  &  que  Ton  a  fatisfait  a  toutes  les  condi- 
tions du  Problème  ■>  il  ne  faut  plus  que  fe  fervir  des  rè- 
gles ordinaires  de  l'Algèbre  ,  pour  réduire  ces  égalités 
à  une  feule  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue"  j  oux.-& 
c'eft  ce  qu'on  peut  faire  en  cette  forte,  j'ai  pour  premiè- 
re équation  aa  -\-  x  x  -+yyZZ  i  m  y ,  &  pour  féconde, 

asc~cxx — cyy=»iaby  ou  aa—xx~-yyss*lli2  }  c'eft 

pourquoi  ajoutant  enfemble  d'une  part  les  deux  premiers 
membres ,  &  de  l'autre  les  deux  féconds  ,  je  trouve  xaa 

^XJ±1  -+:«;,  d'où  je  tire  ymm~zn  prenant  . 

Et  mettant  cette  valeur  à  la  place  dey  &  fon  quarré  à  la 
place  àtyy  dans  l'une  ou  l'autre  des  équations  précéden- 
tes ,  je  trouve  . 

'  mm  +  xmf-+fi'  m+f 

d'où  je  connois  que  fi  mm  ctoit  moindre  que  a  a  — f  ^*]e 
Problême  feroit  impofliblc.  £n  voici  la  conftrudion. 

Fie.  x+i.  Par  le  point  E  milieu  de  A  B  ayant  tiré  une  perpendi- 
culaire indéfinie  O  N  à  A  B ,  on  mènera  par  le  point  ^  la 
ligne  Af  qui  fafTe  avec  A  B  l'angle  EAM  égal  à  l'an, 
gle  DGF  qui  eft  donné.  Du  point  M  où  cette  ligne  ren- 
contre la  perpendiculaire  O  2v",  comme  centre ,  &  du  rayon 
MA ,  on  décrira,  un  arc  de  cercle  ACB.  On  prendra  en- 
•fuite  fur  £  Af  prolongée  du  côté  de  M  la  partie  MNz=*m-y 
&  ayant  joint  ÏVvtf,  on  lui  mènera  la  perpendiculaire  AO 
qui  rencontre  NO  au  point  0,  par  lequel  on  tirera  une  pa- 
rallèle iAB.  je  dis  que  cette  parallèle  rencontrera  l'arc 
.de cercle  ACB  au  point  cherché  c. 

Car  ayant  mené  CH  perpendiculaire  fur  AB  ,  il  eft 
*clair  que  C  H  ~E0  ~  —t .  puifqu'à  canfe  des  trian- 
gles  redangles  femblables  N EA ,  A  BO  ,  il  vient  2V£ 
4*-+/).  ^£  £0  =-^.,  De  plus i 
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caufe  du  cercle  CM  \a  M  =*aa  -+ff  }  &  partant 
puifque  MO  es/  -+  -il. 1  il  s'enfuit  a  caufe  du  trian- 

gle  reâangle  A/CO  que  CO  ou  £.H  (*x)B«H-/ 
-ff-tlll  t—jm"*——*-^.  Donc&c 

m-+f      mm+i.mf-+ff        mm-+  i  mf<+  jf 

Remàr.  QJJ  E. 

417.  L  o  b»  s  qjj'a  p  r  b%  s  avoir  fatisfait  à  toutes  les 
guettions  d'un  Problême ,  on  eft  arrivé  à  deux  équations 
qui  renferment  chacune  les  deux  mêmes  inconnues  ,  il 
n'eft  pas  neceflàire ,  fi  l'on  veut ,  de  les  réduire  a  une  feule 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  inconnue ,  comme  il  eft  pref- 
crit  dans  la  propofition  générale  :  mais  l'on  peut  refoudre 
le  Problême,  en  conftruifant  feparé ment  les  lieux  de  ces 
deux  équations ,  car  leurs  points  d'interfe&ion  ferviront 
à  trouver  les  valeurs  de  ces  deux  inconnues.  C'eft  ce  qui 
fe  voit  clairement  dans  cet  exemple ,  où  l'on  a  pris  pour 
inconnues  les  droites  S  H  (x) ,  H  C  (y)  qui  font  entr*- 
clles  un  angle  droit  E  HCy  &  où  après  avoir  fatisfait  aux 
■conditions  requifes  ,  on  eft  arrivé  i  ces  deux  équations 
<aa  — f-  xx  -+yy=simy >  &  aa—xx~-yy=sifyi  car  les 
cercles  qui  en  font  les  lieux  étant  décrits  leparcment  don. 
•neront  par  leurs  interférions  des  points  qui  fatisferont  : 
voici  comment. 

Ayant  décrit  comme  dans  la  première  conftrudion  l'arc 
<le  cercle  ACB^  on  décrira  du  centre  A,  &  du  rayon 
A  P***my  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  perpendiculaire 
JE  M  en  P.  On  prendra  fur  cette  perpendiculaire  la  par- 
lie  £  m  du  cote  de  l'arc  A CB ,  &  on  décrira  du  cen- 
tre ^&  du  rayon  £  P  ,  un  cercle  qui  coupera  l'arc 

C  B  en  des  points  C  qui  làtisferonc. 

Car  à  caufe  de  ce  dernier  cercle  on  aura  Q  c  ou  ~e~p% 
\mm~>aa)=*2l0  {mm~-imy  -+yy)-±  OC*  (xx), 
c'eft  à  dire  la  première  équation  aa-¥xx  H»J7->  1  m  y  > 

Zz  iij 
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&  à  caufe  de  l'autre  cercle  *A  CB  il  vient  MC*  ou  35*35* 

(/ -f  a  a  )  s  Jï7~f  (/-+  i/>  -+  ^  )  H-  O  C  '  (  *  x  )  ,  c'eft 
à  dire  la  féconde  équation  — xx — yy^  ify.  D'où 
il  fuit  gue  le  point  cherché  c  fe  doit  trouver  en  même 
temps  lur  ces  deux  cercles ,  c'eft  à  dire,  qu'il  doit  fe  con- 
fondre  avec  leurs  points  d'intcriedion. 

11  eft  villble  qu'il  y  a  deux  difierens  points  C  qui  fatis- 
font  à  la  queftion ,  lorfque  ces  deux  cercles  fe  coupent  en 
deux  points  comme  dans  cette  figure;  qu'il  n'y  en  a  qu'un, 
lorfqu'ils  fè  touchent  >  &  qu'enfin  il  n'y  en  peut  avoir  au- 
cun, lorfqu'ils  ne  fe  coupent  ni  ne  fê  touchent. 

11  faut  bien  prendre  garde  qu'en  refolvanr  un  Problème 
par  le  moyen  de  deux  lieux ,  on  ne  tombe  pas  dans  une 
conftru&ion  plus  compofée,  que  û  étant  arrivé i  une  feule 
égalité  qui  ne  renferme  qu'une  inconnue*,  on  l'eut  conf- 
truire  félon  les  règles  du  Livre  précèdent.  Je  m'explique  : 
qu'il  faille, par  exemple,  refoudre  un  Problême  (c'eft  le 
troiûeme  exemple  qui  fera  propofé  )  dont  les  conditions 

foient  renfermées  dans  ces  deux  équations^  tz'^Lf ,  & 

ityy-ead-*  xx  y  <î  l'on  fe  fervoit  des  lieux  de  ces  deux 

équations ,  il  eft  clair  qu'H  faudroit  mener  une  ligne  droi- 
»  Art.  jof.  te  *  qui  feroit  le  lieu  de  la  première  équation ,  &  décrire 
*jirt.))o,  une  Hyperbole  *  qui  feroit  le  lieu  de  la  féconde,  pour 
&  jj*.      avoir  par  leurs  interférions  les  valeurs  des  deux  incon- 
nues *  àcy.  Mais  parce  qu'en  réunifiant  ces  deux  équa> 
tions  en  une  feule ,  on  trouve  l'égalité  du  fécond  degré. 

x  x—  tldLx  -f-  ~  * ,  qui  fe  conftruit  en  n'em. 

ployant  que  des  lignes  droites  &  des  cercles }  ce  feroit  une. 
faute  confîderable  de  fe  fervir  d'une  Hyperbole. 

EXEMPU  Il> 

F  i  «.  x+u  4l8.  L  *  quarré  ^4  S  c  D  étant  donné }  il  faut  mener 
d'un  de  fes  angles  *A  la  ligne  droite  AEy  en  forte  que 
fâ  partie  FE  comprife  entre  les  côtés  BCyCDy  oppo* 
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fés  ï  cet  angle  foie  égale  à  une  ligne  donnée  b. 

Je  fappofe  que  le  point  £  pris  far  le  côte  D  C  prolon- 
gé ,  foit  tel  que  la  partie  -F  £  de  la  ligne  AE  foit  égale 
a  by  c'eft  a  dire  que  je  fuppofe  la  queftion  refoluë  j  &  je 
nomme  la  donnée  A  B  ou  A  D  ou  DC  ou  CB ,  a  -9 
l'inconnue'  D  E ,  x.  Cela  fait,  les  triangles  fcmblables 
E  DAyECFt  donnent  ED  (x).  DA(a)::  £  C  (x—a). 

CFxm**^",  &  le  triangle  redangle  £  CF  donne  F~E 

X  X 

Mais  puifquepar  la  condition  du  Problème  ££  doit  être 
égale  â  b ,  on  aura  +  ■">""1<'<4<.4 

XX 

c*^,ou  a:4— irf'x-f-  laa xx  —  bbxx—ia* x-{-a*MxrOt 
D'où  l'on  voit  que  la  refolution  de  cette  égalité  doit  four- 
nir pour  DE(x),  une  valeur  telle  que  menant  la  droite 
*4  £ ,  fa  partie  FE  compnfe  entre  les  côtés  C  B ,  DC,  foit 
«Égale  à  la  donnée  b. 

L'égalité  que  l'on  vient  de  trouver  étant  du  quatrième 
degré,  il  faudroit  employer  pour  la  refoudre  une  Section 
Conique.  C'eft  pourquoi  je  dois  chercher  auparavant  par 
les  règles  que  fournit  l'Algèbre,  fi  elle  ne  fe  peut  point 
abaifler  à  un  degré  plus  fimple ,  &  je  trouve  en  effet  que 
fi  l'on  prends  c<**aa  -+-b  b,  elle  fera  le  produit  des  deux 
égalités  xx-+-aa —  ax  —  ex  tuo,  &.  xx-+*aa —  ax 
— \-c  x  tz:  0 ,  qui  font  chacune  du  fécond  degré  ,  de  forte 
que  pour  avoir  les  quatre  racines  de  l'égalité  du  quatrième 
degré*4— i^'x&c,  il  ne  faut  que  trouver  les  racines  de 
chacune  de  ces  deux  égalités  Je  ne  m'arrête  point  à  cher- 
cher les  racines  de  l'égalité  xx-\-aa — xx-^-cx  tz°-> 
parce  que  c  furpaflant  a ,  la  difpofition  des  fignes  me  fait 
connoitre  qu'elles  font  toutes  deux  fauffes:  mais  je  trouve 
celles  de  l'autre  égalité xx -4- aa~-a  x—cx^o  y  que  je 
connois  être  toutes  deux  vraies  ,  de  la  manière  qui  fuit. 

Soit  prife  fur  le  côté  A  B  prolongé  la  partie  BG  c , 
&  foit  décrit  du  diamètre        uo  demi.cercle  qui  cou* 


363  L  ithe  Dixib'me. 

pe  en  E  le  côte  D  c  prolongé.  Je  dis  que  ce  point  fera 

celui  qu'on  cherche. 

Car  nommant  D£,x  i  &  menant  la  perpendiculaire- 
E  H ,  on  aura  HGs^  +  ^.^P  la  propriété  du 
cercle  AH*HG  (ax  +  cx —  xx)  ~EH  (aa). 

R.  E  M  A  R  C^U  £  I. 

419.  Lors  qju*  a  p  k  e's  avoir  fatisfait  aux  condi. 
tions  d'un  Problême  -,  on  arrive  à  une  égalité  compofee  qui, 
a  plufieurs  racines  réelles  ,  il  eft.  vifible  qu'il  n'y  a  qu'une 
de  ces  racines  qui  exprime  la  valeur  de  l'inconnue  qu'on 
cherche  :  mais  on  doit  bien  remarquer  que  les  autres 
peuvent  auffi  fervir  à  la  refolution  de  la  queftion  ,  dans 
un  fens  qui  ne  peur,  être  différent  de  celui  qu'on  s'eft 
imaginé  que  dans  quelques  circonftances  particulières. 
Ainfi  dans  cet  exemple  la  petite  racine  vraie  DZ  (x) 
de  l'égalité  xx  —  ax  —  cx-±~aa  :=:*,  donne  for  le  cô- 
té D  C  un  point  L  tel  qu'ayant  mené  la  droite  A  L  qui 
rencontre  le  côté  BC  prolongé  en  K,  fa  partie  L  K  eft 
égale  à  la  donnée  b.  De  même  fi  l'on  prend  B  g  5=  c  fur 
îe  côté  BA  prolongé  vers  A,  &  qu'on  décrive  du  dia- 
mètre A%  un  demicercle  ,  il  coupera  le  côté  CD  pro- 
longé vers  D  aux  points*,/,  en  forte  que  De, 6c  Défe- 
ront les  deux  racines  faufles  de  l'égalité  x  x  -f-  c  x  —  a  x 
^0  :       l'on  mené  les  droites  A  e ,  A  l ,  qui  ren- 
contrent le  côté  CB  prolongé  aux  points/,  k  *  les  droites 
ef,  Ik ,  feront  encore  chacune  égale  à  la  donnée  b.  De  là 
on* peut  voir  que  quoiqu'en  refolvant  le  Problême  on  n'ait 
eu  en  vue  que  de  trouver  la  valeur  de  D  E ,  on  eft  cepeo. 
dant  arrivé  à  une  égalité  dont  les  racines  ont  fourni  d'au* 
très  valeurs  D  L %DeyDt,  qui  ont  toutes  fervi  à refoudre 
le  Problême  en  quelque  fens. 

R  E  M  a  r. qjcj  e  IL 

43o.  S'il  y  a  lieu  de  croire  que  l'égalité  qui  ren- 
ferme  les  conditions  d'un  Problème  le  peut  abaiflèr  à  un 

moindre 
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moindre  degré ,  il  eft  à  propos  de  tenter  d'autres  voies 
que  celles  qu'on  a  fuivies  quand  même  elles  paroîtroienc 
moins  naturelles  j  parce  qu'il  arrive  fouvent  qu  elles  con- 
duifent  à  des  égalités  plus  (impies  ,  &  que  d'ailleurs  il 
eft  aflèz  difficile  d?abaifler  des  égalités  compofees.  Voici 
deux  autres  manières  de  refoudre  le  Problême  précèdent 
qui  pourront  fêrvir  a  faire  comprendre  cette  remarque. 

Ayant  fuppofé  le  Problème  refolu ,  je  mené  EG  per  Fie.  141. 
pendiculaire  fur  AE  qui  rencontre  le  côté  A  B  prolon- 
gé en  G ,  &  je  prends  pour  inconnues  les  deux  droites 
A  F  &  2?  G  que  je  nomme  y  &  Cela  fait ,  les  triangles 
rectangles  femblables  A B F ,  A  EG , donnent  A B  {a). 
A  F [y)  :  :  A '  E  {y-±-b  ).  AG{  <*-H<  ).  Et  parra  ntyy-\-by 
BBrfa-{- az,.  Or  comme  j'ai  deux  inconnues  &  que  le 
Problème  eft  déterminé  ,  il  faut  encore  chercher  une 
autre  égalité.  Pour  la  trouver,  je  confidere  que  kG=AF 
{y  )  >  car  menant  E  H  perpendiculaire  fur  A  G,  le  trian- 
gle rectangle  E  H  G  eft  femblable  au  triangle  re&angle 
ABFy&c  de  plus  égal,  puifque  les  côtés  homologues 
AB  tEH ,  font  égaux  entr'eux.  jlaurai  donc  (  à  caufe 
du  triangle  rectangle  AEG)  cette  autre  égalité  aa-^-ia^ 
-\-z,^=.yy->ri.by  -^bb-^-yy  =*iyy  -H  xhy-^-bb, 
dans  laquelle  mettant  i  la  place  de  zyy-\-iby  fa  valeur 
xa a-+-ia ^trouvée  par  le  moyen  de  la  première  éga- 
lité ,  il  vient  aa-^-  iazj-t~^m=  xaa-^ia  ^-r-££qui 

fe  réduit  à  cette  égalité  tresfîmple  z^ssp^aa  -\-bby  qui 
fournit  d'abord  la  même  conftcu&ion  que  ci-deflùs. 

Autre  Manière. 

La  manière  fui  vante  a  cela.de  particulier  qu'elle  réuflît  F 1  g.  1^4 
également  Toit  que  la  figure  A  BCB  foit  un  quarré ,  ou 
qu'elle  foit  un  rhombe.  Ayant  mené  par  le  point  cherché 
if,  que  je  regarde  comme  donné,  la  ligne  F  G  qurfaflè 
avec  A  F  l'angle  A  F  G  égal  â  l'angle  donné  ACE  &  qui 
rencontre  au  point  G  la  diagonale  AC  prolongée  autant 
qu'il  eft  neceflàire *  on  aura  trois  triangles  ACEyAFG> 

Aaa 
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GCF,  qui  feront  femblables  entr'eux.  Car  i°.  L'angle 
en  A  étant  commun  aux  deux  triangles  AC E ,  A  F  G , 
&  les  angles  ACE  ,  AFG ,  étant  égaux  par  la  fuppo- 
fition  j  il  eft  vifible  que  ces  deux  triangles  feront  fem- 
blables i°.  Le  triangle  A  DC  étant  îfofcelle ,  l'angle 
DCA  ou  ECG  fera  égal  à  l'angle  BAC  ou  ACF,U 
ajourant  de  part  &  d'autre  le  même  angle  FCE,  Pan- 
gle  /CG  fera  égal  a  l'angle  A  C  E  ou  A  F  G  5  &  par- 
tant puifque  l'angle  en  G  cil  commun  >  les  deux  triangles 
A  G  F  ^  FGC  y  feront  femblables.  Cela  pofé,  foie  nt  les 
inconnues  Cf.wm *,  ^ G=» 2^  &  les  données  DC=a, 
F  £  =  ^C=<t$  on  aura  (àcaufedes  parallèles  ^Z), 
Ci7,)  cette  proportion  :  Ci:  (  x).  F  E\h)x:  CD  \  a  ).  AF 

«îi.  Or  à  caufe  des  triangles  femblables  A  CE,  AFG, 
GCF,  on  trouvera  AC  {c),  CE  (x)  ::  A  F  (— y  FG 

—  ~.  Et^G(O.^G(^)::li.CG(w).  D'où  l'on  for. 
me  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  ,  l'égalité 
zj{—  f^e=»^-*qui  fournit  cette  conftruction. 
Fie.  14J.      Ayant  mené  du  point  A  perpendiculairement  fur  AC 
la  ligne  A  H^tt^  on  tirera  par  le  point  du  milieu  L 

de  la  diagonale  A  C  la  ligne  if  Z ,  &  on  prendra  fur  cet- 
te diagonale  prolongée  du  côté  de  C  la  partie  Z  (/éga- 
le à  Z  H.  On  décrira  enfuire  du  centre  G  &  du  rayon 
GF  égal  à  A  H ,  un  arc  de  cercle  qui  coupera  le  côté 
BC  au  point  cherché  F.  Cela  eft  évident  i  puifque  par 

la  conftruction  z^-f  ,  &  que  GF*=  —  , 

te         ^  f 

■ 

Exemple  III. 

Fie  144.  45 *•  Trouver  fur  une  ligne  droite  indéfinie  7)  fi 
donnée  de  pofîtion ,  deux  points  D  y  E  •>  defquels  ayant 
mené  i  deux  points  donnés  0 ,  C,  hors  de  cette  ligne, 
les  droites  DO  t  0  E%  DC*  C£}  l'angle  D0£foit  droit 
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&  l'angle  DC  E  égal  à  un  angle  donne  TPS, 

Suppofons  la  choie  faire  ,  je  décris  du  diamètre  DE 
un  demi  cercle  qui  paflera  par  le  point  0  ,  puisque  Tan- 
gle  D  O  E  eft  droit  -t  fit  fur  la  corde  D  E  je  décris  un  arc 
de  cercle  capable  de  l'angle  donné ,  lequel  paflera  par 
conléquent  par  le  point  C.  Du  point  H  centre  de  cet 
arc ,  fie  des  points  donnés  O ,  C ,  je  mené  fur  D  E  les  per- 
pendiculaires  H Ky  0  A ,  C  B,  fie  je  nomme  les  données 
O  A  ,as  CB,  b  j  A  B  >c  i  les  inconnues  AK,x  j  KH  yy. 
Cela  pofé ,  il  elt,  clair  par  les  Elemens  de  Géométrie , 
i°.  Que  le  point  K  fera  le  milieu  de  la  ligne  D  E ,  fie  par 
conléquent  le  centre  du  demi-cercle  DO  E.  i°.  Que  fi 
par  le  fommet  P  de  l'angle  donné  TPS  on  mené  une 
perpendiculaire  P  Q^i  l'un  des  côtés  PT,  l'angle  QPS 
qu'elle  fait  avec  l'autre  côté  PS >  fera  égal  à  l'angle  KEH. 

Or  à  caufe  du  triangle  redangle  KAO  le  quarré  KO 

ou  7TË 'b^+xx  ,  fie  à  caufe  du  triangle  rectangle 

HKE  le  quarré  /i  £  ssarf^-f-xx-r-j^  ;  mais  prolon- 
geant HK  jufqu'à  ce  qu'elle  rencontre  en  R  une  paral- 
lèle CR  à  £>£,  on  aura  (à  caufe  du  triangle  rectangle 

CRH)  le  quarré  7TH%=*t>b-\-iby-\-yy-{-cc-{-ic x 
•-f™  x  x.  Donc  puifque  les  lignes  HEyHC  ,  font  rayons  du 
môme  cercle,  on  formera  par  la  comparaison  de  leurs  va- 
leurs analytiques  cette  équation  aa-\-x x-^-yy^bb 
-\-\ly  -^-yy-^-cc-iç-xc x~\-  xx  y  qui ,  en  effaçant  de 
part  &  d'autre  yy-\-xx  ,  fie  pour  abréger  ,  Vaifant 

"-"-e'=,d,k  réduit  à  celle  ci -y ='±=11. 

Si  l'on  confidere  le  chemin  qu'on  a  fui vi  pour  arriver 
£  l'équation  précédente ,  on  verra  qu'elle  renferme  cette 
condition  ,  fçavoir  que  les  cercles  décrits  des  centres 
X,  H ,  fit  des  rayons  KO ,  TfC,  fe  rencontrent  fur  la 
ligne  D  £  dans  les  mêmes  points  D,  £i  de  forte  qu'il  ne 
refte  plus  qu'à  faire  que  l'angle  K  E  H  foit  égal  à  l'angle 
QPS.  Pour  en  venir  à  bout. 

Ayant  pris  fur  la  ligne  PQ^  la  partie  /Régale  à  CB , 
&  tiré  j^S  parallèle  au  côté  PTy&L  terminé  en  S  par 

A  a  a  ij 
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l'autre  côté  PS  }  il  eft  évident  que  le  triangle  rectangle 
EKH  doit  être  femblable  au  triangle  rectangle  P QS 9 
&  qu'ai nfi ,  en  nommant  la  donné  QJSt  f,  on  aura  cette, 

proportion  j  EK  (  ifag-^xx).  KH  (y)  :  : PQS &)>QS(f)i 
d'où  l'on  tire  y «o  -  a a~{-x x  — ei  ~ex .  Quarrant  cha- 
que  membre  pour  ôter  les  incommenfurables  ,  &  met- 
tant par  ordre   l'éealitc  ,  on  trouve  xx—  %ecd^x 

.+  "^^^■0,  dont  Tune  des  racines  fournira  pour 

A K  (■*)  une  valeur  telle  que  décrivant  un  cercle  du 
centre  K  &  du  rayon  KO  ,  il  coupera  la  ligne  DE  aux 
.deux  points  cherches  D,  £. 

On  peut  trouver  les  racines  de  cetre  égalité,  félon  les 
articles  380.  ou  38*.  (  Liv.  preced.  )  :  mais  quoique  les 
méthodes  qu'on  y  explique  fuient  très  fimples  eû  égard 
à  leur  généralité,  il  arrive  néanmoins  très  louvent  qu'en 
confiderant  avec  attention  la  narure  d'une  queftion  par- 
ticulière ,  on  trouve  des  conftru&ions  plus  faciles.  Par 
.exemple  y  on  peut  remarquer  ici ,  i°.  Que  fi  par  le  point 
de  milieu  F  de  la  ligne  0  C  qui  joint  les  deux  points 
donnés ,  on  mené  la  perpendiculaire  >' G  qui  rencontre 
en  G  la  ligne  DE  donnée  de  pofition  ,  on  aura  AGcad^ 
car  nommant  ^G,       les  triangles  rectangles  GAO^ 

G  2?  C,  donneront  G  0*=*^-±-*a  &  GC'«^4"î^ 
— \- cc-\~bby  &  comparant  eniemble  ces  deux  valeurs 
qui  doivent  être  égales  entr'ellcs ,  puifque  le  point  G 
eft  dans  la  perpendiculaire  F  G  qui  divifè  par  le  milieu, 
la  ligne  0  C,  il  vient  x^xs^-aa^m^-^-ic c c-±-bb% 

d'où  l'on  tire  A  G  (  O—  "~'*~fW.  z°.  Que  l'égalité 

/ a  a x~~x a*,  c d *~  c  x  qui  renferme  les  conditions  du 
Problême  ,  fe  réduit  à  cette  proportion  j  GK  [à — x ). 

K0{  f  aa-\-xx).:  QJS  if)  AS  [c)  :de  forte  que  fi  Ton 
*Art.  j;o.  décrit  *  le  lieu  de  tous  les  points  K  tels  qu'ayant  mené 
aux  deux  points  donnés  G,  O,  les  droites  KG ,  /CO, 
elle  foient  toujours  entr'clles  en  la  raifon  donnée  de 
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QS  à  A3  j  ce  lieu  coupera  la  ligne  DE  au  poior  cher- 
ché &.  Ce  qui  donne  la  conftruâion  fuivante  qui  eft 
très  fimple. 

Par  le  point  de  milieu  F  de  la  ligne  0  C  qui  joint  les 
deux  points  donnés  ayant  mené  la  perpendiculaire  FG, 

3ui  rencontre  en  G  la  ligne  D  E  donnée  de  pofition  ,  on 
ivifera  la  ligne  OG  au  point  «W,en  forte  que  G  M. 
MO.:  QS.  A B.  Et  on  la  prolongera  du  côté  de  G  juf- 
qu'au  point  iV,  en  forte  que  G  N.  NO  :  :  QS.  A  B.  Du 
diamètre  M  Non  décrira  un  cercle  qui  coupera  la  ligne 
DE  en  un  point  duquel  point  comme  centre  ,  &  du 
rayon  KO  ayant  décrit  un  cercle  }  ce  cercle  rencontrera 
•la  ligne  D  E  aux  deux  points  cherchés  D ,  E, 

Comme  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  la  ligne  MNt 
coupe  la  droite  DE  non  feulement  au  point  K ,  mai*  en. 
coréen  un  autre  point  L  >  il  s'enfuit  qu'on  peut  (e  fervir 
du  point  L  de  même  que  l'on  a  fait  du  point  K ,  pour 
■trouver  fur  la  ligne  D  E  deux  autres  poids  qui  fatisfe- 
ront  également  ,  &  qu'ainfi  cette  queftion  peut  avoir 
deux  différentes  {blutions. 

Si  l'angle  DCE  devoit  être  droit  aufli  bien  que  l'an- 
gle D  0  E ,  il  eft  clair  que  Q^S  (/)  deviendroit  nulle ,  & 

qu'ainfi  l'égalité  ff^  aa-±-  x  x=c  d—cx  fe  changèrent 
en  celle-ci  c  d— .c  x  =  o  >  d'où  l'on  tire  }  c'eft  à  dire 
que  le  centre  K  tomberoit  alors  fur  le  point  G.  fit  fi  le 

point  B  tomboit  fur  le  point  A ,  l'égalité       aa-^-  x  x 

=cd—cx  fe  changeroit  en  celle-ci /A^ a  a-^x  x 

en  mettant  pour  c  d  fa  valeur  ZZzzttnîï ,  &  efraçant  en- 
fuite  les  termes  où  c  (  qui  devient  en  ce  cas  nul  )  fe  ren- 
contre j  d'où  l'on  voit  que  dans  ce  cas ,  fi  du  point  O 

comme  centre  ,  &  du  rayon  OK^b»~~  on  décrit  un 

arc  de  cercle, il  coupera  la  ligne  D  £  au  point  cherché  K. 
Ceci  s'accorde  parfaitement  avec  les  articles  66.  67.  6Z. 
du  Livre  fécond ,  &  la  conftrudion  générale  peut  fer- 
vir à  trouver  tout  d'un  coup  dans  une  Ellipfe  dont 

Aaa  iij 
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deux  diamètres  conjugués  font  donnés ,  deux  autres  dia- 
mètres conjugués  qui  ra  lient  entr'eux  un  angle  donné  j, 
ce  qui  dans  l'art.  65.  avoic  été  renvoyé  ici. 

Exemtle  IV. 

F»j.  X45.  432'  rois  points  A,  B,  C,  étant  donnés ,  en  trou- 
ver un  quatrième,  M ,  duquel  ayant  mené  à  ces  points 
Jes  droites  MA,  MB,  MC  j  les  différences  de  l'une 
d'elles  aux  deux  autres  foicnt  données. 

Cette  quefhon  eft  fulcepnble  de  trois  drfftrens  cas» 
Car  ou  les  troii  lignes  MA  ,  M  B ,  MC  ,  (ont  toutes 
égales  entr'elles  j  ou  »1  y  en  a  feulement  deux  qui  loienc 
égales  entr'elles  }  ou  enfin  toutes  les  trois  font  inégales 
entr'elles. 

Premier  cas.  Lorfque  les  trois  lignes  MA ,  MB,  MC, 
font  égales  entr'elles  ;  ou  ce  qui  ciu  la  même  cbole  lorf. 
que  les  deux  différences  données  font  nulles.  Il  eft  clair 
que  le  point  cherché  M  fera  le  centre  du  cercle  qui  pak 
le  par  les  points  donnés  A,B  ,C, 
F 1  (*  146.  Second  cas.  Lorfque  deux  des  trois  lignes  MA,  MB, 
M  C ,  comme  MA ,  MB,  doivent  être  égales  entr'elles  > 
ou  (ce  qu?  eft  la  même  chofe)  lortqu'une  des  différences 
données  eft  nulle. 

Ayant  tiré  du  point  donne  C ,  la  perpendiculaire  CO 
fur  la  ligne  A  B  qui  joint  les  deux  autres  points  donnes  A, 
B  ,àu  point  M  que  l'on  fuppole  être  celui  qu'on  cherche, 
ayant  mené  les  droites  Ml\  MÇK,  parallèles  à  CO ,  OB,  U 
eft  clair  que  AP  fera  égale  ï  PB,  puifque  A  M  doit  être 
égale  à  MB.  Nommant  <ionc  les  données  AP  ou  PB ,  a  -y 
OP,  b  ,OC,c  -,  A  M—  MC,f\  &  les  inconnues  A  M  ,\\ 
P  M,  y  i  les  triangles  rectangles  A  P  M ,  M  QC  ,  don- 
neront ces  deux  égalités  ^*s*aa  — \-yy  ,  &  •*f\ 
f^rff.^c  c*—  \cy-\-  y  y  -J—  bb  -,  d'où  en  retranchant  par 
ordre  chaque  membre  de  la  féconde  de  ceux  de  la  pre- 
mière ,  il  vient  tf^—fftsaaa—cc-^-xcy —  bb,  qui  fe 

réduit  à  cette  proportion  ^.  y-{-  f  ;;  Ctf, 

De  là  on  tire  la  conftrudion  fuivante. 
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Soie  menée  par  le  point  de  milieu  P  de  la  ligne  AB , 
la  perpendiculaire  PB***  tL^±Lzil^£,  Soit  divifée 

Thyporhenufe  -^D  prolongée  du  côté  qu'il  fera  nece£ 
faire ,  aux  points  E ,  F  \  en  forte  que  A £.  EB::c.fy  Se 
A  F.  F  B  c.  f.  Du  diamètre  EF  (bit  décrit  un  cercle  j 
il  coupera  la  ligne  PD  au  point  cherché  M. 

Car  ayant  mené  la  droite  M  A ,  il  eil  clair  par  la 
propriété  du  cercle  EMF  ,  *  que  A  M  (2^).  MB  *  Art.  350. 

^  y  ^  :  :  f.  /}  &  par  la  propriété  de  la  per- 

pendiculaire P  M 3  que  zjCjsaaa-^-yy.  Or  comme  ces 
deux  équations  renferment  les  conditions  du  Problême , 
il  s'enfuit  &c. 

Si  par  l'autre  point  iV,  où  la  ligne  BP  rencontre  la 
circonférence,  on  mené  les  droites  NA  ,  N B ,  NC$ 
les  deux  NA  ,  NB ,  feront  égales  entr'elles ,  &  la  dif- 
férence de  chacune  de  ces  deux  droites  à  la  troificme 
N  C  fera  égale  à  la  donnée /  \  de  forte  que  le  point  N 
fatisfait  auflî ,  mais  avec  cette  différence  que  N  C  eft.  la 
plus  grande  des  trois  droites  N  A  3  29  B  ,  NC  %  au  lieu 
que  M  C  eft  la  plus  petite  des  trois  M  A ,  M  B  ^MC. 

On  peut  encore  refoudre  ce  fécond  cas  fans  aucun  Fig.  147. 
calcul.  Je  ruppofe  comme  auparavant  que  M  foit  le 
point  cherché ,  fie  ayant  tiré  les  droites  M  A  ,M  B,MCy 
je  décris  du  centre  C,  &  du  rayon  C  D=*M  A—MCy 
un  cercle  BEKFH.  Du  point  D  où  la  ligne  MC  ren- 
contre ce  cercle,  je  mené  aux  deux  points  donnés  A  y  B , 
les  droites  B  A ,  D  B  qui  rencontrent  le  cercle  aux  points 
E  t  F  >  par  où  je  tire  les  rayons  EC ,  C  F ,  &  la  corde 
EF.  Cela  fait ,  puifque  M  C  C  D  ou  MB=xM  A, 
&  que  les  lignes  CD,  C  E ,  font  rayons  d'un  même  cer- 
cle ,  les  triangles  B  M  A  ,  BC  E ,  feront  ifofcelles  s  & 
par  confequent  femblables  parce  que  l'angle  en  B  eft 
commun  :  c'eft  pourquoi  les  lignes  C  E ,  M  A ,  feront  pa- 
rallèles. On  prouvera  de  même  que  les  lignes ,  C  F,  M By 
feront  auflî  parallèles  }  ce  qui  donne  BA.  BE:x  7)^/. 
B  C  :  :  B  B.  B  F.  Et  de  là  on  voit  que  toute  la  difficulté 
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fe  réduit  à  trouver  fur  la  circonférence  du  cercle 
DEKF  H ,  le  point  D  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
D  A ,  Di? ,  qui  rencontrent  la  circonférence  aux  points 
B ,  F  j  la  corde  £  F  foit  parallèle  à  la  ligne  A  B.  Or  cela 
fe  peut  faire  ainfi. 

Ayant  décrit  du  point  C  un  cercle  qui  ait  pour  rayon 
une  ligne  CD  A  M—  MC  y  &  tiré  A  C  qui  rencontre 
ce  cercle  aux  points  K  ,  H  i  on  prendra  fur  A  B  la  par- 
tie y*  G  quatrième  proportionelle  a  A  B ,  A  H  y  A  K  ,  & 
on  mènera  du  point  G  la  tangente  G£au  cercle  EDHF K. 
Ayant  mené  par  le  point  touchant  E  la  ligne  A  E  qui 
rencontre  le  cercle  au  point  D  ,  on  tirera  D  C,  fur  laquelle 
on  prendra  le  point  M  tel  que  D  M.  DC  :  :  Z)^4.  2}  £. 
Je  dis  qu'il  fera  celui  qu'on  cherche. 

Car  par  la  propriété  du  cercle  D  E  K  FM  le  rectangle 
H  A  *A  K  mrD  A  *  A  E  h  Et  par  confequent  BA.  AD  :  : 
A  E.  A  G  :  c'eft  pourquoi  les  triangles  D  A  B ,  GAE  \ 
i  qui  ont  l'angle  ^  commun  ,  &  les  côtés  autour  de 

cet  angle  réciproquement  proportionnels ,  feront  fera, 
blables.  L'angle  ^/£G  fera  donc  égal  à  l'angle  ABDy 
mais  cet  angle  AEG  étant  fait  par  la  tangente  EG  & 

v  .  par  la  corde  D  £  prolongée  du  côté  de  E ,  a  pour  me- 

fure  la  moitié  de  l'arc  D  E.  Il  fera  donc  égal  (en  tirant 
par  le  point  F  où  la  ligne  DB  rencontre  la  circonferenr 
ce  ,  la  corde  E  F  )  à  l'angle  D  F  E  5  &  par  confequent  les 
lignes  F  E  y  A  B  ,  feront  parallèles  entr'elles,  Or  par  la 
conftru&ion  D  C.  DM  :  :  D  E  DA  :  :  DF.  FB.  Les  trian- 
gles  D  M  A  y  D  M  B ,  feront  donc  ifofcelles  i  puifque  les 
triangles  DCEy  DCFy  qui  leur  font  femblables  font 
ifofcelles.  Les  lignes  A  M,  M  B  >  feront  donc  égales 
chacune  à  D  M,  &  par  confequent  entr'elles  -t  &  de  plus 
A  M  où  DM  furpaflera  MC  de  la  grandeur  donnée 
CD.  Et  c'eft  ce  qui  étoit  propofé. 

Fie.  148.  Troifième  co4.  Lorfque  les  trois  lignes  MA  y  MB, 
MC,  font  inégales  entr'elles.  Du  point  donné  C,  je 
mené  la  perpendiculaire  CO  fur  la  ligne  AB  qui  joint 
les  deux  autres  points  donnés  j  &  du  point  M ,  que  je 
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foppofe  être  celui  qu'on  demande ,  les  perpendiculaires 
Mi> ,  MQ^y  fur  les  lignes  AB,  co.  Je  nomme  les  données 
AO,aHOBybsCO  ,c>,AM—MByd;  AM—MCyf>& 
les  inconnues  OP  txsP  M  yy  5  A  M,  ^:  ce  qui  donne- 
A  F = a  x ,  B  P  «  * — x ,  C  =  f  ~-y  ,  AvU  «  ^  ^ , 
CiW=s  j^—  /  Par  le  moyen  destriangles  rectangle*  ^4PM% 
£PM>  CQM ,  je  trouve  les  trois  équations  fui  vantes  >  la- 
première,  zKz^M*aa-±iax-+-xx-±-yj  .  la  deuxième, 

^x  +  ^+;^  j  la  troifiéme, 

— iA-4-/-"f  icy  -+yy-+  xx  i  &  retranchant 
par  ordre  les  membres  des  deux  dernières  de  ceux  de  la 
première ,  je  forme  une  quatrième ,  &  une  cinquième  équa- 
tion y  fçavoir  la  quatrième ,  id^—dd^aa,  bb-+  iax 

H-  xbxytL  la  cinquième,  ifzç—ff=.>ta—çc-+iax-+icy. 
Je  mets  dans  la  première  équation  à.la  place  dçyy  le  quar- 
ré  de  la  valeur  de^  trouvée  parlemoyen  de  la  cinquième} 
&  en  fuite  à  la  placedexfa  valeur  trouvée  par  Je  moyen  de 
la  quatrième ,  &  à  la  place  de  x  x  le  quarré  de  cette  valeur  : 
ce  qui  donne  enfin  une  égalité  où  il  n'y  a  plus  d'inconnues 
que  la  feules^  qui.  ne  monte  qu'au  quarré.  C'eft  pourquoi 
on  la  pourra  toujours  refoudre  en  n'employant  que  des  li- 
gnes droites  &  des  cercles  r  comme  Ton  a  enfeigné  dans 
les  articles  380 ,  ou  381.  (  Liv.  preced.  )  Or  ayant  la  valeur 
de  l'inconnue  ^  il  eft  facile  de  trouver  le  point  cherché 
M  j  car  il  fera  dans  l'interfeâion  de  deux  arcs  de  cercle, 
dont  l'un  aura  pour  centre  le  point  A ,  &  pour  rayon  Ja~  ' 
ligne  A  M  («J  s  &  l'autre  pour  centre  le.point  B  ,&  pour 
rayon  la  ligne  BM  d). 

On  voit  aflèz  qu'en  achevant  le  calcul,  on  feroit  arrivé" 
a  une  égalité  du  deuxième  degré  qui  auroit  renfermé  dans 
fçs  termes  des  quantités  très,  compofées  i  de  forte  que  pour; 
les  réunir  fous  des  expredîons  (impies,  comme  le  demant 
dent  les  articles  380,  &  381,  on  auroit  befoin  d'un  grand 
nombre  d'opérations  i  ce  qui  rend  roi t  la  conftruâion  tres- 
longue.  C'eft  pourquoi  on  fe  fervira  de  celle-ci  parle 
moyen  de  laquelle  on  réduit  ce  cas  au  précèdent 

Les  deux  droites  ABy  AC%  qui  joignent  les  points  Fi 
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donnes  étant  divifèes  par  le  milieu  aux  deux  points 
D,i?,  &  ayant  mené  du  point  M  Que  je  fuppote  être 
celui  qu'on  cherche',  les  perpendiculaires  M  P ,  Mg^ 
fur  ces  deux  lignes  jon  nommera  les  données  AB ,  xa  j 
BC.xbiA  M — MB,xc,AM— MC.xd^  les  in- 
connues D  P ,  x  ,F  Q^y.  Cela  pofé ,  fi  l'on  nomme  x  t  la 
fomme  inconnue  des  deux  droites  AM ,  BM  }  la  plus 
grande  ^  Ai  fera  r  -f  r  &  la  moindre  B  M  fera  / —  r. 
Or  les  triangles  redangles  A  PM  ,  B  P  M  ^  donnent 

FÂï*  — ^  M  —  A  P  =Tm%-.TTp  c'eftadircenter- 
mes  analytiques  tt-+  xct  -+  ce — a  a — xax — xx  ZZtt 

 ict-+cc — ta  -+x4x  —  xx ,d'où l'on  tirer  cr— , 

e 

&  par  confequent  A  M  {t-+c)  -f<\  On  trou- 
vera de  même  par  le  moyen  des  deux  triangles  rectan- 
gles AQM>  CQM,  que  A  M  j  ce  qui,  en 

comparant  enfemble  les  deux  valeurs  de  A  M  ,  donne 
cette  équation         r  ou  -+  ^ —  f 

«fi  — t- /,  en  faifant  pour  abréger d — czzf.  D'où  il  eft 

clair  que  le  point  cherché  M  doit  être  tel  qu'ayant 
mené  les  perpendiculaires  MP,  M  <^  fur  les  deux 

droites  A  B ,  A  C  s  on  ait  cette  équation  —  «  il  -f  /. 
ou  ce  qui  revient  au  même  cette  proportion  x. 
y  -+H\  \  b,  li.  Or  cela  fuffit  pour  trouver  la  conftruc- 
tion  iuivante. 

Ayant  joint  les  points  donnés  par  les  deux  droites 
A  B  y  A  C ,  &  divifé  ces  droites  par  le  milieu  aux  points 
D ,  F  j  on  prendra  fur  A  C  du  côté  du  point  A  la  partie 

FK  ~ji  &  ayant  tiré  fur  A  B  ,  A  C  ,  les  perpendi- 
culaires DO,  KS  i  qui  fe  rencontrent  au  point  , 
on  mènera  dans  l'angle  OHS  la  droite  Af  qui  foit 
le  lieu  des  points  M,  tels  qu'ayant  tiré  de  chacun  d'eux 
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les  perpendiculaires  MO ,  M R ,  fur  les  côtes  HO>HS; 
la  droice  MO  foit  toujours  à  la  droite  MR ,  en  la  rai- 

fon  donnée  de  b  à  ~.  Enfaite  Ton  tirera  ^£  perpen- 
diculaire fur  H  M  ,  &  l'ayant  prolongée  en  G  en  forte 
que  £  c;  foit  égale  à  A  £,  on  trouvera  par  le  fécond  cas 
le  poinc  ,  tel  qu'ayant  mené  les  droites  M  si  t  M  G  % 
Ai  c  i  les  deux  M  sL ,  M  G ,  foient  égales  entr'elles ,  & 
la  difrerence  de  M  si  à  M  C  foit  la.  donnée  i</.  Je  dis 
qu'il  fatisfera  à  la  queftion. 

Car  par  la  propriété  de  la  droite  H  My  on  aura  toû- 

jours  MO  ou  DP[x).MJLqu  £K  (y -+ L.tL  y 

te  par  confequent  le  point  M  fe  doit  trouver  dans  cecte 
ligne.  11  fera  donc  également  éloigné  des  points  si ,  G  j 
mais  de  plus  la  différence  de  si  M  à  MC  doit  être  la 
donnée  id.  Donc  &c. 

Remarque. 

453*  S»  au  lieu  que  dans  cet  exemple ,  les  deux  dif- 
férences de  l'une  de  ces  trois  droites  M  si  ,  MB  ,  MCy 
aux  deux  autres  font  données  i  on  vouloità  prefent  que  ce 
fuflent  Ies-deux  fommes  de  l'une  de  ces  droites  avec  cha- 
cune des  deux  autres ,  ou  bien  la  fomme  de  Tune  d'elles 
avec  une  autre  8c  la  différence  de  la  même  avec  la  troifié- 
me  :  la  queftion  n'en  deviendroit  pas  plus  difficile ,  &  on 
pourroit  toujours  la  refoudre  par  les  mêmes  méthodes; 
Ce  qae  je  n'expliquerai  point  en  détail ,  a£n  de  laiflèr 
quelque  choie  â Tinduftrie  des  Lecteurs. 

Corollaire  I. 

4H*  D  e-l  a  on  voit  comment  onr  peut  décrire  un 
cercle  qui  touche  trois  cercles  donnés. 

(  Car  foient  les  points  A ,  B ,  c ,  les  centres  des  cercles  p  t  ^ 
donnés  ,  &  le  point  M  celui  du  cercle  qu'on  cherche, 
lequel  touche  les  cercles  donnés  aux  points  D,  £,2?. 
du  côté  que  l'on  voit  dans  -la  figure.  Soient  les  rayon* 
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des  cercles  donnés  AD  tzat  B  Ezs  b »  Cfs^}6c  le 
rayon  du  cercle  qu'on  cherche  M  D  ou  M  E  ou  M  F 
55  Ks  Celapofé,on  aura  A  M  zz^-)-a  >MBzz  ^~\-b% 
M  Czz  ^—  c  j  &  partant  ^  Af—  M  h  ziu  —  b smb^aîc 
S  b-+-cy  A  M — MC  ~a-+-c.  D'où  il  eft  évident  que 
la  queftion  fe  reduic  à  trouver  un  point  M ,  duquel  ayant 
mené  aux  trois  points  donnés  A ,  B ,  c,  les  droites  M  A  y 
MB ,  MCy  leurs  différences  foient  données. 

Corollaire  II. 

Fie.  151.       435*  Dé-la  on  tire  encore  la  manière  de  décrire 
M2*         une  Section  conique  qui  ait  pour  foyer  un  point  donné 
F ,  qui  paiTe  par  deux  autres  points  donnés  B ,  c ,  &  qui 
touche  une  ligne  droite  DE  donnée  de  pofition. 

On  doit  diftinguer  ici  deux  difièrens  cas ,  dont  le  pre- 
mier eft ,  lorfque  les  trois  points  donnés  F ,  B ,  C,  tombent 
du  même  côté  de  la  droite  indéfinie  DE  j  5c  le  fécond 
lorfqu'ils  tombent  de  part  &  d'autre. 
Fie  içi.  Premier  cas.  Ayant  mené  F  D  perpendiculaire  fur 
D  E  ,  &  l'ayant  prolongée  en  A  en  forte  que  D  A  foit 
égale  à  D  F  y  on  tirera  les  droites  FB ,  FC.  On  trou- 
vera  le  point  M  tel  que  la  différence  de  A  M  &  BM 

--  -        J"  -   On 

fes 

1  »  —  7  1 —  — —  i~*  f— par 

les  foyers  une  ligne  égale  à  A  M.  Je  dis  qu'ette  lera  celle 
qu  on  cherche.  ^  i  v 

Car  i°.  Le  point  E  où  ïa  ligne  A  M  rencontre  la  droi- 
te D  E  eft  â  la  Section,  puifque  FE  étant  égale  à  AE,  on 
aura  dans  rEllipfe  la  fomme  des  droites  FE%  EM ,&dans 
l'Hyperbole  la  différence  égale  a  Taxe  qui  pajïepar  les 
*foyers  -,  &  par  la  même  raifon  les  points  B  ,  cT  feront  auffi 
-3   :  dans  la  Seâion.  *°.  Par  la  conftru&ion  les  angles  FED, 
DE  A ,  font  égaux  enrr'çux  j  &  par  confequent  la  ligne 
*Art,  60.  £  D  eft  *  tangente  en  £. 

<**  1*5.         Il  faut  remarquer  dans  ce  cas  que  forfqu'on  cherche 
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le  foyer  M  du  même  côte  du  foyer  donné  F  par  rapport 
à  la  ligne  DE ,  la  Section  qu'on  trouve  eft  une  Ellipfe  j  au 
lieu  qu'elle  fera  une  Hyperbole  ou  deux  Hyperboles  op- 
pofêes, lorfqu'on  le  cherchera  de  l'autre  côté. 

Second  cas.  Il  eft  évident  que  dans  ce  dernier  cas  il  ne  Fie.  xjij 
peut  y  avo^r  d'Ellipfe  qui  fans  fa  lie,  mais  feulement  deux 
Hyperboles  oppofêes.  Pour  les  trouver  j  ayant  mené 
comme  dans  le  premier  cas  F  D  perpendiculaire  fur 
DE ,  6c  l'ayant  prolongée  en  A  en  forte  que  D  A  foit 
égale  à  D  F }  on  cherchera  le  point  M  tel  que  la  fomme 
de  A  M  &  B  M  foit  égale  i  la  donnée  f  B ,  &  la  différen- 
ce de  A  MU  M  c  foit  égale  à  la  donnée  FC.  On  dé- 
crira enfin  deux  Hyperboles  oppofêes  qui  ayent  pour 
foyers  les  deux  points  F,Myic  dont  le  premier  axe 
foit  égal  à  ~4  M.  Je  dis  qu'elles  ont  les  conditions  re- 
quifes. 

Car  i°.  Le  point  £ ,  où  la  ligne  A  M  rencontre  la  ligne 
DE,  fera  à  l'une  de  ces  deux  Hyperboles  ,  puifque  F E 
étant  égale  i  A  E ,  la  différence  des  droites  FE  yMEy  fera 
égale  à  A  M  valeur  du  premier  axe  j  &  par  la  même  rai- 
fon  les  points  B ,  C,  feront  à  ces  Hyperboles.  z°.  La  ligne  *  Xrt,  113» 
DE  fera  *  tangente  en  E,  puifque  par  la  conftrudion  les 
angles  A  E  D  3  D  E  F ,  font  égaux  enrr'eux. 

Si  le  point  C  tomboit  du  même  côté  du  point  B  par 
rapport  à  la  ligne  D  E  la  fomme  des  deux  droites  A  M 
&  MC  feroit  égale  à  la  donnée  FC  -t  au  lieu  que  c'eftla 
différence  lorfque  les  points  B,  C,  tombent  de  part  & 
d'autre  de  la  ligne  D  E ,  comme  l'on  a  fuppofé  dans  cette 
figure. 

Si  l'on  propofoit  de  décrire  une  Section  conique  qui 
eût  pour  foyer  un  point  donné ,  pour  tangentes  deux  li- 
gnes données  de  pofition ,  &  qui  paflat  par  un  autre  point 
donné  J  on  crouveroit  par  le  moyen  de  ces  deux  lignes 
deux  points  comme  l'on  vient  de  faire  le  point  A ,  def- 
quels  ayant  mené  deux  droites  qui  aboutirent  à  l'autre 
foyer  qu'on  cherche ,  elles  doivent  être  égales  entr'elles , 
&  leur  différence  ou  leur  fomme  avec  celle  qui  part  du 
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point  où  doit  palier  la  Section  &  qui  aboutir  au  même 
foyer,  fera  toujours  donnée  :  de  forte  qu'on  pourra  toû- 
jours  refoudre  la  qucftion  par  le  moyen  de  l'Exemple 
précèdent  &  de  fa  Remarque.  Enfin  s'il  falloir  décrire 
une  Seâion  qui  touchât  trois  lignes  données  depoiînon, 
&  qui  eût  pour  foyer  un  point  donné  5  on  rrouveroit  par 
le  moyen  de  ces  trois  lignes  trois  poinrs ,  comme  l'on  a 
fait  le  point  .A  par  le  moyen  de  la  ligne  D  E  dans  les 
deux  cas  precedens,  &  le  centre  du  cercle  qui  paiîéroit 
par  ces  trois  points ,  lèroit  l'autre  foyer  de  la  Section , 
laquelle  auroit  pour  premier  axe  une  ligne  égale  au  rayon 
de  ce  cercle. 

On  doit  obferver  daûs  tous  ces  diflferens  cas,  que  fi  le 
•    point  cherché  M  étoit  infiniment  éloigné  du  point  F> 
la  Section  deviendroit  alors  une  Parabole  dont  les  diamè- 
tres feroient  parallèles  aux  lignes ,  qui ,  continuées  à  Tin- 
fini,  aboutiroient  au  point  cherché. 

Exemple  V. 

F 1  g.  153.  43  •  U  n  e  Parabole  NC  S  étant  donnée  avec  un  de 
Ces  arcs  M  N  >  trouver  un  autre  arc  R  S  qui  foit  à  l'arc 
M  Ni  en  raifon  donnée  de  nombre  à  nombre. 

Ayant  prolongé  l'axe  de  la  Parabole  du  coté  de  fonori. 
gine  C  juiques  en  A ,  en  forte  que  C  A  foit  égal  à  ta  moitié 
de  fbn  paramètre  ,  &  décrit  une  Hyperbole  équilaiere 
£  si  F  qui  ait  pour  centre  le  point  c  U  pour  la  moitié  de 
fon  premier  axe  la  ligne  C^é  s  on  mènera  parallèlement  i 
l'axe  C^i  les  droites  MB^N  E,  R  D ,  S  F ,  qui  rencon- 
trent le  fécond  axe  aux  points  H ,  Z,  AT,  0,  &  l'Hyperbole 
aux  points  B,  £,  D,  F ,  defquels  on  tirera  fur  les  Àiympto- 
tes  les  perpendiculaires  Bl\  EQ^  DG,  FI.  Gela  fait,  il  eft 
vifible  que  lere&angle  AC*  M ou  *  le  Trapcfe  hyperbo- 

•  Art.  14*.  Hquc  HBEZdl  égal  au  Secteur  hyperboliqueCA  £plu* 
le  triangle  CLE  moins  le  triangle  CHBiàt  de  même  que 
AC*R  SzzxCD F  -4-  COF—  CKD.  Or  fuppoiâot  cjue  la 
raifon  donnée  de  l'arc  M  N  i  l'arc  R  S  foit  comme  m  eft 
à  »,  les  lettres  m  &  n  expliquent  des  nombres  entiers  quel- 
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conques)  on  aura  par  la  condition  du  Problême  *A  C  *MM 
ou  CU£  -J-  CLB  —  CHB.  stC*  RS  ou  CDF^COF^ 
CKD ::m.n9& par  confequent n CBE-^-n  CLE—n CHB 
=3  m  CD  F-\-m  C  O  F — m  C  K  D.  Si  donc  Ton  nomme 
les  données  CP^jC^cj  l'inconnue  CO ,  x  j  &  qu'on 

prenne  c/  S=x  ^  ^ ,  il  eft  clair  *  que  le  Se&eur  hyper-  *  Arti 

bolique  CBE.  CD F::m.n,U  qu'ainfi  nCBE  z:  mCDFi 
d'où  l'on  voit  que  l'égalité  précédente  k  change  en  celle- 
ci  nCLE — nCHBzi  mCO  F  —  mCKD  qui  ne  ren- 
ferme plus  d'efpaces  hyperboliques ,  mais  feulement  des 
triangles  rectangles  dont  il  s'agit  maintenant  de  trouver 
les  valeurs  analytiques. 

Les  droites  CP9  HBt  forment  en  s'entrecoupant 
au  point  V deux  triangles  rectangles  VHCt  VPBtQ\ii 
font  femblables  5  puifque  les  angles  en  V  étant  oppoies 
au  fommet  font  égaux  j  ce  qui  donne  HV.CVw  VP. 
VB  ,  &  en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens 
HV*  VB  ~CV*  VP.  De  plus  à  caufe  de  l'Hyperbole 
équilatere  £  A  F ,  l'angle  VCA  ou  CVH  *  eft  demi  *  Dtf. 
droit  ,  &  par  confequent  le  triangle  redangle  CHVM. 
eft  ifofcelle  ,  auflî-bien  que  fon  femblable  VP  B ,  ce  qui 

donneur:  PByC H^HV^kCV*  =*c7i  -+-HV* 
s=î  1 H  V  .  Donc  le  quadruple  du  triangle  rectangle 
CHB.c'c&idirc  iCHnHB  ZiiH  V*  H  V-+  VB 
=3  rHV%-*-xHV*VB=aCV%-*-iCV*VP=CV% 
-f-i  cfr*VP+VP%—VP=~  Ci>\_ PB* ,  puifque  CV* 
-%-iCV*  VP VP  eft  le  quarré  de  c  V  -f-  fi*  ou 
de  CP.  Et  par  confequent  le  triangle  CZ/JS  tricp' 
— i££  •  On  prouvera  de  même  que  le  triangle  CLE 
=3  i  C$L —  J  j^f' ,  que  le  triangre  C  K"  7)  t=  1 Fg" 
—  4  G  2)*,  &  enfin  que  le  triangle  C  o  Faif]' — 4  77* 
Ceft  pourquoi  nommant  la  puiflance  de  l'Hyperbole  j 
on  aura  le  triangle  CHB^\bb  —  ^L    \t  triangle 
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CZE  t='-Jc- — — ,  le  triangle  CKD  t=-J*x —      ,  lé 

w.  triangle  cof  ^fS^-^        5  puifque  ♦ 

»  ^  c",/^î=7        :  &  mettant  ces  valeurs 

si  la  place  des  triangles  qu'elles  expriment  dans  l'égalité 
nC LE — nCHB  zzmC  O  F — mCKD  ,  on  en  formera 

celle  ci  ^  «  «  —  £  —       £    i  m  *  xx  j/Ç  ?}bl 

—  **— f  -îl.  qui  Te  réduit ,  en  opérant  félon  les  règle* 
ordinaires  de  l'Algèbre ,  à  cette  égalité  du  deuxième  dc- 

m  m 

gre  x*  ~  ~  xxh-/^  -«^dont 

la refolution  doit  fournir  pour  CG  (x)  une  valeur  telle 
qu'en  prenant  CI  tr  x  f/j^ ,  &  tirant  les  perpendiculai- 
res G  D,  qui  rencontrent  l'Hyperbole  équilatereaux 
points  DyF  'y  l'arc  R  S  que  les  parallèles  D  A ,  F  S  a  l'axe 
coupent  fur  la  Parabole  fera  i  l'arc  MN  en  la  raifon, 
donnée  de  n  a  m. 

Il  eft  à  propos  de  remarquer ,  i°.  Que  le  fécond  terme 
de  cette  égalité  eft  toûjours  négatif,  parce  que  CQ^{cy 
furpafle  CP  ( -,  fit  qu'ainfi  ces  deux  racines  feront  toutes 
deux  vraies  outoutes  deux  imaginaires ,  félon  que  la  moi- 
tié de  la  grandeur  connue  au  fecond-tcrme  eft  plus  gran- 

■  y% 

de  ou  moindre  que  a  a  ^/  -~  racine  quarrée  du 


terme  :  ce  qui  eft  une  fuite  de  la  refolution  des  égalités 
du  fécond  degré.  i°.  Que  ce  (xx)  étant  une  des  ra- 
cines de  cette  égalité  ,  77'  en  fera  l'antre.  Car  puifque 

^/^Xf/^iïs'tnfmt*queIJ^^.  Qronfçait 
que  le  dernier  terme  d'une  égalité ,  eft  le  produit  de  fes 
racines.  Si  donc  on  divife  le  dernier  terme  a*  #/  —  de 

l'égalité1 
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régalitc  précédente^  par  le  quarré         (xx)  que  l'on 
fuppofe  être  l'une  de  fes  deux  racines  }  l'autre  fera  ><• 

tm  pSrz      c^  k  quart1^  de  FI.  D'où  Ton  voit  que  fi  l'on 

Îtrend  fur  les  deux  A  fyro  ptor.es.  Içs  parties.  €  QyCT^  égai- 
es aux  deux  racines  de  l'égalité  précédente  qu'ayant 
tiré  les  parallèles  u  D^T  F%  aux  Àlymptotes,  on  mené 
par  les  points  D  ,  F  y  où  elles  rencontrent  l'Hyperbole 
équilarere  £  A  F,  les  parallèles  D/t,  F  S ,  à  l'axe  ;  elles 
couperont  fur  la  Parabole  l'arc  cherché 

Si  m         l'cquation  générale  le  changera  en  jcelle-i  ci 

x+—  ^r~.^  .y       —  zz  «,  don*  les  deux  wdnevFournif:. 

ce  '     ce  » 


fent  c  G  (  *  )  =3  b  zzz  c  />,  &  C r ( x  )  —  .i! s  j££  >  d'où  il 

fuit  qu'on  trouve  par  leur  moyen  un  arç  feoohlable-* 
trtehr:  pofé  de  l'autre  côté  de  l'aie ,  par  rapport  à l'arc  À<AF* 
Or  comme  l'on  fçait  d'ailleurs  *  que  les  deux  arcs  RSJ^N^  *  ^ 
étant  femblablement  pofés  de  part  &  d'autre  de  l'axe  font 
égaux  entreux,  cela  iert  â confirmer  les  raifonnemensque 
l'on  vient  de  faire.  De  là  il  eft  aifé  de  conclure  qu  -un  arc 
parabolique  M  N étant  donné,  on  n'en  peut  trouver  au. 
cun autre .R  S  qui  foit  plus^proche  ou  pJus*éioigné  dè  l'ori- 
gine C  de  l'axe  &  qui  lui  foit  égal  >  (ans  fuppofer  la  quadra- 
ture de  quelque  Se&eer  hyperbolique ,  ou  (ce  quK  revient 
au  même)  la  rectification  de  quelque  arc  parabolique. 

«.  Si  m**i  ac  ir=*  1  fou  aura  x4  -  "*  xx-j-  €t  ~  ,  ' 

&fi  »  S=  1  &  »  S='3  ,  ou  ,  ce  qui  eft  la  même  chofe,  lï 
l'arc  JIS  doit  être,  à  l'arc  •  Jlf  AT  comme  3  eft  à  1  ,  oc 

trouverai—  L±^i^xx+^«  ^.&|arec 

folution  de  ces  égalités  fournira  celle  du  Problême.  Il  CA 
eû  demême  des  autres  valeurs  de  ?»  &  n. 

v  ty.  PfrneuUt  célèbre  Profeflèur  des  Mathématiques  â 
Gronngue,  ârefolo  le  premier  ce  Problême  d'urae  ma^ 
fttêrè  différente  de  celle  ci.  On  peut  voir  ce  qu'il  en  dit 
dans  les  Actes  de  Leipfic  de  l'année  1698.  p.  161.  i 

"  •  "         ""'  '  cJ.cc  ' 
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Exemple  VI. 

f  i  a.  i J+.  457 •  U  n  angle  BAC  étant  donné  avec  un  point  B 
au  dedans  de  cet  angle  j  décrire  un  cercle  qui  paiie  par  le 
point  donné  D ,  qui  touche  le  coté  A  B  en  quelque  point 
/>,  &  qui  coupe  fur  l'autre  côte  A  t  une  partie  o  c  égale 
à  une  ligne  donnée  i  a. 

Ayant  iuppofe  le  Problême  refolu ,  on  mènera  du  point 
donné  D ,  la  ligne  DA  qui  pafle  par  le  fommet  *A  de  l'an- 
gle donné,  la  ligne  DP  qui  paflè  par  le  point  touchant  P 
&  rencontre  en  H  le  côte  ^  c  prolongé »  la  ligne  D  E  pa- 
rallèle à  C ,  fie  la  perpendiculaire  DB  fur  le  côté  ^  :& 
ayant  divifé  la  partie  interceptée  OC(u)  par  le  milieu 
en  on  nommera  les  inconnues  APyx  j  ^ 
*&les  données  A  E%m-,A  B  D  t&iD  E,fjA  D 
Cela  fait ,  on  aura  par  la  propriété  du  cercle  >A  P  (xx) 
z2CA*AOouZf(£{^)—.Qp  partant*^ 
De  plus  les  triangles  femblables  PED,  PAH, 

donnent  ^£  (m).  AP  (x)  ::  DH  (/).  HP  EtPfi 
(m^lEDiftiiAPixyAH^J^.  Donc/ijg-ç. 
_f-JlL&  CHnHO  ou  77T— ^Ô*=^-f-i£fLl 

^  ■  fx\ — aatzx  x  H-        -f-  =r  (en  mettant 

pour kjlùl  valeur  x *-4-**>  s:  D  H  *  H  />  (  ^)  par  la 
propriété  du  cercle  i  c*eft  à  dire  qu'en  divifanc  par  x , 
on  aura  cette  égalité  x  -4-  j£L  -f-  —ri-sii.  Or 

PD  on  Dff  —  HP  rr^irif  i  &  (i  caufe  du  triangle 
rectangle  DSP)  (on  quarré^i-  "^"^^«xx- igx 
^-^^■bbtmxx  tgx-*-»»en  mettant  pour  £M-gg 

##>        »*  1-^111X4111111 

fa  valeur  *»  i  d'où  Ton  tire-  —  =ï  =:* 

*/*  ^j-t=rx  >  &  multipliant  par  « — x  %  U 


■ 
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fx 

tranfpofant  le  terme  il  vient  mx  ~ xx-fi/^. 


m  xx— 1£  m  x—fx  +  mn»  m  x  x — m  m  x — n  n  x-*-  mnu 

m — *  m — x  ~"""* 

à  caufe  du  cnaogle  reâangle  DE B  on  trouve  ff=*  bb  -f-  g  g 
—  xg*n-\-mm  ~znn  —  igm^-mrn  :  c'eft  a  dire,  parce 
que  la  divifion  fe  fait  au  jufte,arx — xjt+i/s^s — mx 
«4-0»  ou  xft^lxx — imx-\-nn.  Quarranc  cofin  cha- 
que membre,  &  mettant  pour  ^  la  valeur  xx-\-aa 
on  aura  cette  égalité 

x*  —  ±mxl -^-^.mmxx — ^mnnx^n*  0 

—  4/  —  +*sf 

qui  eft  du  quatrième  degré,  &  dont  les  racines  que  l'on 
trouvera  par  le  moyen  d'un  cercle  &  d'une  Parabole 
donnée  ou  de  telle  autre  Section  conique  qu'on  voudra 
doivent  fournir  pour  A  P  (  x  )  des  valeurs  telles  que  me. 
nant  PM  perpendiculaire  fur  AP%  tirant  PD  \  &  rai. 
fant  l'angle  PDM égal  a  l'angle  D  P  Af ,  le  point  A/,  où 
fe  rencontrent  les  cotés  2)  jlf,  P  M  du  triangle  ifofcelle 
DP  M,  foirle  centre  du  cercle  cherché  ,  qui  aura  pour 
savon  la  droite  M  P  oa  MD.  Ou  bien  fi  l'on  prend  fur 
le  côté  A  B  ta  partie       sa  *,  &  fur  l'autre C  la 

partie  -r4£=3  &  qu'on  mené  fur  cesxôtés 

les  perpendiculaires  P  M ,  £Jd }  le  point  où  elfes  fe 
rencontrent ,  fera  le  centre  du  cercle  qu'on  demande. 

Comme  rien  n'eft  plus  propre  à  donner  de  l'ouverture  à 
l'efprit ,  que  de  faire  voir  les  diffèrens  chemins  qu'on  peut 
suivre  pour  arriver  â  la  connoiffance  de  la  même  vérité }  je 
vais  donner  une  autre  manière  de  refoudre  cette  queftion , 
qui  me  paroit  encore  plus  naturelle  que  la  précédente. 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M  foit  le  centre  du  cer- 
cle cherche ,  on  mènera  les  perpendiculaires  M  P,  MJÇ^ 
fur  les  côtés  de  l'angle  donné  BAC,  &  les  parallèles  M  jF, 
M  G,  à  ces  côtés  j  &  du  point  donné  D ,  on  tirera  les  pa- 
rallèles DB,  DE,DKyà  MB ,  M  Fy  *AB.  On  nommera 
enfuite.  les  données  D  B^b  s  BE>c  j  DE>f-,  AB,g-, 
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4  Ey  vi\AD ,  »j  &  les. inconnues    P,  x  i  ?  -M  pu  M  D 
&  on  aura  P  B  ou  I)  K  zzz  g  - — M  K  zzz  y  —  £  :  ce  qui 
.donne  (à  cauie  du  triangle  re&angle  M  KD)  l'équation 
^  m^m^  x     *  jt— byy—- 1  by-+bby  d*où  Ton  tire  ^  sa 
»«  fr****»*^  en  mettant  pour  ^H-ee  fa  va. 

Jeur  nn.  Or  à  caule  des  triangles  femblables  ,  MPF% 
on  a  cette  proportion  DB{b)  B  E  (c)i:  BM  (y).  PS 
«2,  &  partant  A  F  ou  JlC/'  i  &^  caufe  des  trian- 

gles femblables  D  B E ,  M(lG  9DE\i).  BB{  b  \  ::  AfG 
)  Afj^  zz?*J'y  j  Donc  puifque  par  les  conditions 

du  Problême,  il  faut  que  moitié  de  la  partie  inter. 
ceptee  O  C  (oit  égalé  â  la  ligne  dcmoée  a ,  &  que  les  droi- 
tes M  C  &  MP  foient  rayons  d'un  m£n)c  cercle  cherche  s 

a  vient  ^•-.SE^f^;^-v:^^i;'  c>>,i,  & 

multipliant  par  </f  oq  aura  bbxx—±i~ècxy -K ^aa.f 
ffyy~  bbyyy*c  te  y  y ,  içn  mettant  pbû»  ^fà  valeur  Ài 
<rf ,  c'eft  â  dire  ff**-±4a  jf  sz:crxx^+  xbcxy-*bkyy, 

encflàçantdeparrj&  d'autre  ctjy%  &  mettant  pou tJtbxx 

fa  valeur/jc  x     *  rx*5cequi  donne  ^ar  1 

k  racine  ^uarrée,/^x-f  ^  ê'fcr^fcï 


en  mettant  ^pour^  fa  valeur  * 3f""1*  *  *  *  * ,  &  enfin  ii  l'on 

met  pour  g — r  fa  valeur  m;  on  trouvera  la  même  égalisé 
bue  ci-a*effus  iff^ xx-±aazz\  xx  —  im*-+  a».  ^ 

Voici  encore  une  nouvelle  manière  d*  itekud*e  ^ûectè 
queftion,,  qui  donne  d'abord  une  conftrucfcjon  &rc.aWée^ 
mais  qui  demande  la  defeription  de  deuxPacaboies^ 
je  cherche  le  lieu  des  points  M ,  telsqu'ayanÉ  meno\de 
chacun  de  ces  points  au  point  donné;  i>  une  ligne  droite 
^ÎD  ,&  for tek\\%n$A  B  donnée  de.pofition  la^erpendiJ 
culaire  MJf.  »  ces  deu*  lignes  jVfD ,  ^//>,  foient  toûjours 
*Art.  1.  égales  entr'eHes  :  &  je  vois  fans  aucun  calcul  que  c'eft* 
U  Parabole  qui  a  pour  foyer  Je  point  Dt  &  pour  Arec 
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ftice  la  ligne' Jf'^.  Je  dhei cj*e  le  lieu  4efe  joints  M< 
tels  qu'ayant  décrit  de  chacun  de  ces  points  un  cercle 
qui  paile  par  le  point  donné  D  ,  ce  cercle  coupe  iur  la 
ligne  A  l  donnée  de  poÇrjon  ,  la  partie  oc  égale  à  une 
ligne  donnée  ia.  Je  mène1  à  cet  efiec afl  point  donné  D 
la  perpendiculaire  D  li-funotf  L  ,  6c  d'un  des  points  cher- 
thés  M  que  je  regarde  .comme  donné  ,  les  perpendiculai- 
res M  R.MQ^far  DI,.^  /- ,&  ayant  nommé  les  in- 
connues U  iodeterminces  BR,xsRM,y  ;  qui  font 
entr'elles  un  angle  diqït  DA  M ,  &  la  connut  D  X  ,b  t 

j'ai  à  caufe  du  triangle  teclangre  MRD  le  qu'aïre  A**/)* 
xx  -f 'fjy  ;  fit  à  caufe  du  triangle  rectangle  MJ>C  le 

quarré  M  C% m»M     (  ^ ^ — 1  ^ *  ,t+  *  * )  ~~h  ^c  * 

Or  les  lignes  MD  tM  Ç% étant  rayons  du  même  cercle 

font  égaGs  entr'elles ,  «       confequent  x*-&yy  ^i$E 

Pon  contint  la  Parabole  qu,  eft  le  de  cette  eqw, 
tion  il  eft  v.lible- qu  elle  panera  par  le  Rentre  ^  du 
cercle  qu  on  demande  :  mais  la  Parabole  qui  a  pour 
foyer  lç  point  Z>&,  ppu^diredrice  la  ligne,  ^.,devf  nt 
auflî  Pâfler  par  cÇ  centre  4  f  epfwt  quft  l^npr^  4v  cerT 
cle  cherche  fe  rayera  dans  I  tatofcftioii  Ae.  ces ,  «jfux 

,    '  .  ,  "\  *x  .  -V  K.  >.v     I  fOÎ  ii-l  *î?)ivj  j.i  ;:  ^ 

c  438.  U  n  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  w^6c  pour  Fig.  ijj. 
wyon  la  droite  AM  y  étàhr  donné ,  avec  deus;pbintfr  E , 
#\  fur  le  nvênie  plan  }  trouver  furi  la;  circonférence  a*de~ 
dans  dé  l'angle  e  \A  F  ,  le  point  M  rej  qu'ayant  mepe  les 
ôYoites^A*;  ^iUTv  FM  y  icsâcvxzngksMME^AMPi 
^Hentoéga1uxîentr'cux.     j  O      swp  oiI.îîi.mii  0. 

n  Si  les  lignes  A  E  ^  v**\  étoienr  égales  enjtr'elles ,  -il^eft 
vîfible  que  la  ligne  qui  diviferoit  par  le  milieu  l'angle 
h  AJf  s  couperoir  la  circonférence  dans  le  point  qu'on 
demande.  C'eit  pourquoi  on  iuppoiera  que  ces  deux  ii: 
gne s  font  inégales  ,  &c  même  pour  éviter,  la  confufion 
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que  c'cft  la  ligne  AE  qui  eft  moindre  que  la  ligne  \A  P.. 
Or  cela  pofé ,  je  refouds  ce  Problême  en  deux  difFerexu 
ces  manières. 

Première  Mànie're. 

Ayant  fuppofé  que  le  point  M  foie  celui  qu'on  cher* 
chc,  on  mènera  les  droites  MB  >  MB  >  qui  faite  nt  fur 
*4F  tAE>  des  angles  M  BA ,  MBA ,  égaux  aux  angles 
A  M  F ,  A  M  E ,  &  par  confequent  encr'eux  ;  &  à  caufe 
des  triangles  femblables  A  F  M,  A  MB ,  &  ^4  E  M  % 
A  MB ,  on  aura  ces  deux  proportions  AF.  A  M  :  :AM. 
AB.  Et  AE.  A  M  :  :  A  M.  AD.  Donc  puifque  les  li- 
gnes A  F,  A  E,  font  données  avec  le  rayon  A  M  ,  les 
parties  AB>  ADy  des  droites  ^£ ,  le  feront 
auffi,  Maintenant,  fi  l'on  mené  les  droites  M  P ,  M  Qt 
parallèles  1  A  E,  A  F  5  les  triangles  BP  M,  D  j^ilT  fe- 
ront femblables,  puifque  les  angles  APM ,  AQM ,  font, 
égaux  »  comme  auffi  les  angl  es  PB  m  ,  QpM%  complemens 
d  deux  droits  des  angles  égaux ,  MB^i,  MBA  -,  6c  partant 
fi  l'on  nomme  les  données  AB  ,  *>  A  D  &  les  incon- 
nues ou^jW  ,  x-y  PM  ou  ^iQrfion  aura  BP  (x — a). 
PM  (y)  ::  D£.(^— «ÇAf  (x)  ce  qui  donne  (en mul- 
tipliant les  extrêmes  &  les  moyens  )  cette  équation  xx — 
mx  ~yy — by  to*yy — bv — xx-f  xx  tr o ,  dont  fc  lien 
*~Art.  nt.  eft  »  une  Hyperbole  équifaterc  qui  fe  conftruit  aind 

Soient  prifes  fur  les  lignes  A  F ,  A  E ,  les  parties  ^i? , 
À  D,  troifiémes  proportionnelles à  AF^AM ,  &  à 
^  M  ;  foit  cirée  par  le  point  c  milieu  de  BD  une  ligne 
droite  indéfinie  CH  parallèle  à  A  B ,  tor  laquelle  foit  pri- 
fc  la  partie  CK=:  — ?*"(la  ligne  AB[b)  fera 

plus  grande  que  5  (  a  ) ,  puifqu'on  a  luppofé  que  A  £ 
eft  moindre  que  A  F)  :  foit  décrire  une  Hyperbole  cqiu- 
latere  qui  ait  pour  centre  le  point  C ,  &  pour  la  moitié  d'un 
fécond  diamètre  la  droite  C  K ,  dont  les  ordonnées  H  M 
foient  parallèles  à  ~4  D.  Je  dis  qu'elle  rencontrera  la  cir* 
conférence  du  cercle  donné,  au  point  cherché  M. 

Car  menant  CX  parallèle  AB  >  il  eft  clair  que  les 
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lignes  C  H ,  C  Z ,  diviferont  par  le  milieu  les  droites 
wf  Z> ,  A  B  3  aux  points  0 ,  Z  $  puifque  le  point  C  coupe 
en  deux  parties  égales  la  ligne  B  D  ,  &  qu'ainfi  CH  ou 
^f— x— A*,  HMom  PM—  siOZlj— .\b.  Or 

par  h  propriété  de  l'Hyperbole  équilatere ,  Ha^^CM* 

-+CA:  ,  c'eft  à  dire  en  termes  analytiques  jrjr — ^ 
~+±bb=ïx x — * x-+  \aa-^~b b—  j*a  -t  d'où  Ton  tire 
l'équation^ — by  ~  *  x — *  x ,  qui  étant  réduite  en  pro- 
portion ,  donne  B  P  {x — a).  PM  (y  )  ::  D  Qjiy —  b  )  QM 
(x).  Donc  puifque  les  angles  B  P  M,D  Q^M ,  font  égaux, 
&  que  les  côtés  autour  de  ces  angles  font  proportionnels  j 
les  triangles  B  PM ,  DQM ,  feront  femblables,  ôc  par  con- 
séquent l'angle  MB  P  fera  égal  à  l'angle  «WD  j£? ,  &  leurs 
complemens  à  deux  droits  AB M ,  A  DM  ,  feront  égaux. 
Mais  puifque  -rf  5.  A  Mu  A  M.  A  F  ySc  AD  A  M  :  :  A  M. 
JE  %  les  triangles  ABM ,  A  M  F >  Se  A  DM  9  A  ME  t  feront 
femblables.  L'angle  ABM  fera,  donc  égal  à  l'angle  ^  Af  /, 
&  l'angle  A  DM  i  l'angle  A  M  E  h  &  par  confequent  les  an. 
gles  -4  i7,  A  ME ,  feront  égaux  entr'eux ,  puisqu'on  vient 
4e  prouver  que  les  angles  AS  M ,  AD  m  ,  le  font. 

On  prouvera  de  même  que  l'Hyperbole  oppofée  à  cel- 
le ci  coupera  la  circonférence  au  dedans  de  l'angle  6p. 
pofé  au  iommet  à  l'angle  E  A  F,  en  un  point  M  tel  qu'- 
ayant mené  les  droites  A  M ,  M  E ,  M  F ,  les  angles  AMB% 
AMF  y  feront  égaux  entr'eux  :  comme  auflî  que  ces  deux 
Hyperboles  équilateres  oppofées  couperont  la  circonfé- 
rence au  dedans  des  angles  qui  font  à  côté  de  ces  deux 
ci ,  chacune  en  un  point  M  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
M  A ,  ME ,  MF  ,  l'angle  AME  fera  égal  au  complément 
à  deux  droits  de  l'angle  A  MF. 

Si  l'on  prend  fur  C  L  la  partie  C  G  égale  à  €  K ,  il  eft  ^  ^  * 
clair  *  que  £  C?  fera  la  moitié  du  .premier  diamètre  con  nj  "  * 
j irgué  à  CK  ,  Je  qu'ainfi  *  l'une  des  Afymptoces  de  ces  u 
deux  Hyperboles  fera  parallèle  à  KG.  Or  dans  le  trian-  *' 
gle  ifofcelle  GÇK  f  l'angle  externe  G  C  o  00  fon  égal 
BAD  vaut  les  deux  internes oppofés ,  c'eft  à  dire  le  dou- 
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blc  de  l'angle  C  G/c  Donc  puifque  les  lignes  C  Gt , 
font  parallèles ,  il  s'enfuie  que  la  ligne  ko  &  par  c«#n- 
fequent  Tune  des  Afymptotes  iera  parallèle  à  la  ligne, 
qui  divife  par  le  milieu  l'angle       B  De  plus  il  eft.cvi* 
dent  que  la  ligne  AD  eft  une  double' ordonnée  au  fé- 
cond diamètre  C  K ,  puifque  O  2)*uu  Oui*  (  \bb  }  s=  CO*1 

('J  *  *  ) —fc  c  a:  — ~. qiùùnfi  lune  des  H  y* 
perboles  équilateres  oppofées  paflé  par- le  point  Z>,  &  l*au.. 
tre  par  le  Ppmt  y*  Ces  deux  remarques  donnent  heu  â, 
une  nouvelle  conftrucUon  qu'il  ell  pius  (impie  que  la  pré- 
cédente :  U  voici. 

F  i  a.  >  Ayant  f  ru  fur  les  lignes  A  F ,  A  E ,  les  parties  A  B ,AD, 

troiûémes  proportionnelles  à  J    A  M  ,  &  â  A  E  y  AM  y 
on  mènera  par  le»  point  de  milieu  C  de  la<  ligne  i*  Z> 
deux  droites  indéfinies  C  H ,  C  *C,  Tune  parallèle  &  l'au- 
tre  perpendiculaire  à  la  ligne  Jl  P ,  qui  divife  par  le  roi* 
lieu  l'angle  donné  £  il-f.  On  décrira  enfuke  entre  ces* 
deux  lignes  comme  Afymptores ,  par  les  points  D,  A ,  deux- 
Hyperboles  oppofées ,  qui  couperont  la  circonférence  du 
cercle  donné  en  des  points-  M  tels  qu'ayant  mené  les» 
droites  MA^.MB  ,  MF  5  les  deux  angles  AME,%  AMI> 
feront  égaux  entr'eux  lorfque  le  point.  d!interfe£U!pn  Àf, 
tombe  dajos  l'angle  E*A  /"ou  dans  fon  oppofe  au  fommet.^ 
6c  l'angle  AME.  fera  égal  au  complément  à  deux  droits, 
de  l'angle  A  M  F  lorfqu'il  tombe  daps  l'un  ou  dansl'au, 
tre  des  angles  a.  côté,  ,  ,.t  ......         -.  ,*j 

On,n'cft  arrive  à  cette  dernière  conftru&ion  qu'en; 
fpppofant  la  première  qui  eft  fondée  fur  le  calcul ,  &  eiL 
faifaut  enfui  te  des  remarques  qui  font  aflèz  recherchées. 
11  eft  cependant  facile  de  la  démontrer  tout  d'un  coup, 
û  l'on  fait;  attention  à  une  propriété  de  l'Hyperbole 

'^il^cre  qui  fc  trouve?  dans  l'article  361.  (Xiv.  VIILJi 
J  tf.  qui  4'ailleurs  fe  peut  aifemenc  prouver.  Car  M  l'on, 

'mené  du  point  M  ou  l'Hyperbole  équilarere DM  «ca-, 
contre  la  circonférence  du  cercle  donné,  aux  deux  e& 
uemités  f ,  XI  ,L  du  premier  diamejere.  B  D  >  le*  .droits* 
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S  M  »  DM,  qui  rencontrent  l'Afymptote  C  H  aor 
points  0 ,  L ,  &  la  figne  ^/  ^  qui  lui  eft  parallèle  aux 
points  S,  R  j  il  eft  clair  félon  cet  article,  que  MO  eft 
égal  à  M  L  y  &  qu'ainfi  l'angje  MOL  ou  MSR  ou 
iSS./*  eft  égal  à  l'angle  M  ZO  ou  D  R*A,  Mais  par  la. 
conftru&ion  l'angle  «S  eft  égal  à  l'angle  DA  R,  puif- 
que  la  ligne  Af  divife  par  le  milieu  l'angle  A  F.  Par- 
tant les  angles  reftans  ABMy  AD  M  y  dans  les  deux- 
triangles  A  B &,  A  D  R  y  feront  égaux  entreux  -y  d'où  il 
fuit  que  les  angles  A  M  f,  A  M  E  Je  font  aufll  Et  c'eft. 
ce  qui  éroit  propofé. 

On  peut  trouver  facilement  par  Je  moyen  de  cette, 
dernière  conftruclion  ,  une  égalité  trés-fimple  qui  ne 
renferme  qu'une  feule  inconnue  &  dont  la  conftrudion* 
qui  iê  pourra  faire  par  telle.  Sedion  conique  qu'on  vou- 
dra fuivant  les  règles  prefcrites  dans  le  Livre  précèdent, 
fournira  la  reiblution  du  Problême.  Soit  menée  à  cec 
effet  du  point  M  la  ligne  M. P  parallèle-  i  l'Asymptote- 
C  Ky  &  qui  rencontre  l'autre  Afymptote  C/fau  point 
j-î  j  ôi  foient  nommées,  les  données  AMya  }  AKt  b$ 
C  K  y  c  i  &  les  inconnues  A  ? ,  x  j  P  M ,  y.  Cela  pofé , 
on.  aura  par  la  propriété  du  cercle  l'équation  xx  -+  yy 
zzi  sa  y  &  par  la  propriété  des  Hyperboles  oppofées  *  l'au-  *  Art.  100. 
tre  équation  CH  «  H  M  {xy —  c  x — by-+bc)  =  CK  *  KA 
(bc)i  ce  qui  donne  xy  —  ex — by  zzo ,  d'où  l'on  tire 
y  5=  -—^  Mettant  le  quarre  de  cette  valeur  i  la  place 

de  y  y  dans  la  première  équation  xx~ï}y  &  opé- 

rant à  l'ordinaire  on  formera  cette  égalité  du  quatrième  - 
degré*4—  xbx%  -\-bb  xx  -+  laabx — *abb  Z^o. 

-J-  c  c 

—  aa 

Or  fi  l'on  mené  du  centre  C  des  Hyperboles,  perpendi- 
culairement iAC,h  ligne  CG  qui  rencontre  la  circon- 
férence au  point  <?  y  les  triangles  redangles  *ACG\  *4KC, 
donneront  CG*  «  ^ÂO  4C     A  M  *(a*)  *-AK%  (  bb  ) 

^Jck  (ce).  C'eft  pourquoi  nommant  la  donnée  CG.tnt 
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on  changera  l'égalité  précédente  en  celle-ci  **  —  itx* 
 mmxx^t  xaabx — aabb  s*,  dans  laquelle  les  don- 
nées font  le  rayon  A  M  (  a  ) ,  les  lignes  A  K  (  b  ),  CK  { c  ) , 
•  CC  (m)  ,&  l'inconnue  *  exprime  des  valeurs  de  A  P 
telles  que  menant  les  perpendiculaires  PAT,  elles  ren- 
contreront la  circonférence  aux  points  cherchés. 

pour  diftinguer  entre  les  deux  points  ou  chaque  per- 
pendiculaire P  M  coupe  la  circonférence  du  cercle  ,  ce- 
lui qui  fert  à  la  queftion  prefente  }  il  faut  obferver  de 
mener  P  M  du  côté  oit  l'on  a  fuppofc  que  tomboit  le 
point  M  par  rapport  à  la  ligne  en  faifant  le  calcul, 
lorfque  fa  valeur        qu'on  a  trouvé  ci.deûus  eft  pofî- 

tive ,  c'eft  à  dire ,  lorfque  x  eft  en  même  temps  vraie  & 
plus  grande  que  b ,  ou  bien  lorfqu'elle  eft  fauûe  >  le  au 
contraire  il  la  faut  mener  du  côté  oppofe ,  lorfque  fa  va- 
leur  eft  négative  ,  c'eft  à  dire  ,  lorfque  x  eft  en  même 
temps  vraie  &  moindre  que  b. 

Seconde  Manie'hï. 

F  x«.  157.     Ayant  mené  par  le  point  cherché  M  que  Ton  regar- 
de comme  donné  la  droite  M  D  perpendiculaire  aa 
rayon  A  M ,  &  par  le  point  D  où  elle  rencontre  AF\n 
droite  G  H  parallèle  à  A  My  laqueHe  rencontre  en  H 
la  ligne  MF ,  &  en  G  la  ligne  E  M  prolongée  qui  cou- 
pe en  C  la  droite  A  F  5  on  aura  à  caufe  des  triangles 
femblables  FAM>  FDH ,  cette  proportion  :  *4M.  DHu 
.A  F.  F  D.  Et  à  caufe  des  triangles  femblables  C \A  M> 
CD  G,  cette  autre,  A  M.  DG::A  C.  CD.  Or  la  ligne 
DG  eft  égale  à  DH>  puifque  par  la  condition  du  Pro- 
blême les  angles  A  ME,  A  MF ,  devant  être  égaux, 
les  angles  D  M  Ht  DMG  ,  le  feront  auffi.  Donc  A  F. 
FD  ::  AC.  CD,  &  A  F  -+  F  D.  AF  ::  AC-+  CD  ou 
AD.  AC    Cela  pofé ,  foient  menées  EBy  MP,  per- 
pendiculaires fur  ^  F>  &  il/ /^perpendiculaire  fur  £  B: 
*c  foient  nommées  les  données  A  M%  a  >A B 3b,EB \c9 
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A  F ,  d  j  &  les  inconouës  AP  >  x  i  P  M,y.  Les  triangtes 
re&angles  femblables  A? M  ,  AMD  ,  donneront 

(x;.i<^(^)::i</W(rf).i</>^:^.  Et  partant /D=: 
 if  }  &  les  triangles  femblables  £        yMPC%  don- 
neront £  &ou  £^ — iWP  (f — ou  AP — AS 
(x  —  h)::  MP  (/).  PC~*J^2.   Donc  ^Cou^P 

P  c  zz-x~U,  &  mettant  dans  la  proportion  précé- 
dente AF  -±  F  D.  AF  AD.  AC  à  la  place  de  ces 
lignes  leurs  valeurs  analytiques,  on  formera  (en  multi- 
pliant les  moyens  &  les  extrêmes)  cette  équation  îcdxx 
^aaCx  —  xbdxy  -f  aaby  —fr  aady  tzaadc  ,  qui  fe 
réduit  en  divifant  par  icdt  &en  faifant  (pour  abréger) 
b-ïd  •—/",  à  cette  autre  x  x —  ~y  * —  tlx  -f  *Jîïy —  -  aa 

zs  0 ,  dont  le  lieu  qui  eft  une  Hyperbole  entre  fes  Afymp- 
totcs  étant  conftruit  félon  l'article  339.  (Liv.  VII.)  cou. 
pera  la  circonférence  du  cercle  au  point  cherché  M. 

Si  l'on  veut  avoir  une  égalité  qui  ne  renferme  que 
l'inconnue  x  y  on  fe  fervira  de  l'équation  au  cercle  xx 
«H-jj  ss.*<*,  dans  laquelle  mettant  à  la  place  de  yy  le 
quarré  de  y  trouvé  par  le  moyen  de  l'équation  précé- 
dente ,  on  arrivera  à  une  égalité  du  quatrième  degré  qui 
ne  renfermera  que  l'inconnuë  x%  &  dont  l'une  des  racines 
exprimera  la  valeur  de  la  cherchée  AP; 

Exemple  VIII. 

43?*  U  n  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  A  étant  Fi«.  158. 
donné  avec  deux  autres  points  E ,  F  ■>  trouver  fur  Ja  cir- 
conférence le  point  M  tel  qu'ayant  mené  les  droites 
A  M  y  MF ,  ME  ;  le  fînus  droit  de  l'angle  A  MF  foit 
au  finus  droit  de  l'angle  A  M  E ,  en  la  raifon  donnée  de 
m  in. 

je  refouds  cette  queftion.  en  trois  différentes  manie* 
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Première  Mânie'u. 

Ayant  pris  fur  les  droites  données  A  F ,  A  E  ,  les  par- 
ties A  B  yA  D ,  troifiémes  proportionnelles  à  ^  ,  A  M, 
&  \  A  E ,  A  M  yot\  mènera  du  point  cherché  M  que  l'on 
regarde  comme  donné  les  droites  M  B  yM  D ,  les  perpen- 
diculaires MG,  MH,(ut  A  F  y  A  E,U  les  parallèles 
MP^MQ^ï  AE.AF.  Ayant  pris  ïur  B  M  la  partie 
BK  égale  à  DM,  on  tirera  du  point  /cJcs  droites  KOy 
KL,  parallèles  à  M  G,  M  P  ,6c  du  point  cWnné  D  la  per- 
pendiculaire  D  C  fur  i7.  Cela  fait ,  les  triangles  fem- 
blables  BMG,BKO  ,  donnent  fi  A/.  £K  ou  Djtf  :  :  M  G, 
KO.  Or  par  la  condition  du  Problême  m.  m:  KO.  MH^ 
puifque  prenant  DM  pour  rayon  ou  fînus  total,  les  droi. 
tes  KO  ,  M  H  ,  feront  les  finus  droits  des  angles  MB  F, 
M  DE,  ou  de  leurs  complemens  à  deux  droits  M  BAt 
M  DA  9  égaux  par  la  conftruûion  aux  angles  A MP% 
AME.  Donc  en  multipliant  par  ordre  Jes  antecedeos 
&  les  confequens  de  ces  deux  proportions  on  aura 
m*  B  M.  n*  M  D  MG*KO.  KO  x  MH-.'.MG,  M  H:: 
M  P.  M  gji  caufe  des  triangles  lèmblables  MPG,  MQH* 
Cela  polie. 

On  nommera  les  données  AD,*  -,  ACyb  }  cZ)^. 

B ,  d  }  A  M,  r  j  &  les  inconnues  AP  ou  M 3^  x  j 
P M  ou  AQ,y  }  &  les  triangles  femblables  ^  Z) C, 
PMGygMH  donneront /> G  t=i2,  ,  = 

iï,KiWS=  —  ,^CsxH.f2)C/lou^  4G  ~d 

— X — ^Mou^^H-  QH — AD  Z2y-+  — — 
&  à  caufe  des  triangles  rectangles  B  G  M  fD  H  M ,  on 
aura  B  M*  ou  Bg'+cTm  :=xx -•*>-+  ttH  

*  mm 

~-idx  —  \ï±y-+dd-±t^Uzixx-±x±xy-*yj— 

i  d  x  —  liiy  -+  dd  en  mettant  pour  £  J  -+-cc  fa  valeur 
à  caufe  du  triangle  rectangle  ACD  \  &  de  même 
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î>iW  "ZZyy  "■+  —  x^y  — \r  x x — xay —  îâx^baa.  Or 

par  la  propriété  du  cercle,  le  quarré  A  M  (rr)  tnA 
(xxH-  lïxy^tJ^^lJlu  ('121)~Xx-+ïixy 

\  m     '  *  *  *  mm  '  m 

~+yy  en  mettant  pour  bb*+  ce  fa  valeur  Si  donc 
l'on  fubftituë  dans  les  valeurs  de  B  Ai  &  de  DM  a  la 
place  de  yy  ~+  lt  xy  ~+  x  x  cette  valeur  r  r  ,  &  que 
pour  abréger  on  fane  rr  -+  dd  ZUff  &c  rr  -+  aa  ~ 

^g, on  trouvera  5 ^jf — 1</* — ^/,&Z>i«£=  1 

 xay —  xbx.  Subftituant  enfin  ces  valeurs  à  la 

place  de  B  M  &  de  D  M  dans  la  proportion  m«  B  M. 
n*DM  ::  M  P  (y  ).  M  Q^{x)  que  l'on  a  trouvée 
ci-deûus  i  &  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens ,  on 

formera  cette  équation  mx  Vff—xdx — iifp=3  ny 

V  a  g — xay — iTx  de  laquelle  quarrant  chaque  mem- 
bre ,  &  faifant  évanouir  l'inconnue  y  par  le  moyen  de 
l'équation  au  cercle  xx  *-f  ~  xy-+  yy=z  rr,  on  arrive- 
ra à  une  égalité  du  fixiéme  degré  qui  ne  renfermera 
plus  que  l'inconnue  x,  &  qui  étant  refoluë  félon  les  rè- 
gles du  Livre  précèdent ,  donnera  pour  AP  (y)  une 
valeur  telle  que  menant  P  M  parallèle  à  A  E  ,  le  point 
M  où  cette  ligne  rencontrera  la  circonférence ,  fera  ce- 
lui qu'on  cherche. 

Si  l'on  fuppofe  que  m  es »,  il  eft  évident  que  les  an* 
gles  MB  F  yMDEy  feront  égaux  j  &  qu'ainfl  les  angles 
BM  y  A  DM  y  ou  A  MF  y  A  ME  y  le  feront  auffi. 
D'où  l'on  voit  que  le  Problême  précèdent  n'eft  qu'un 
x  cas  particulier  de  celui-ci.  .  . 

Seconde  Manière. 

Ayant  joint  les  deux  points  donnés  £,  F  y  par  une  Fi  «.  155. 

D  d  d  ii  j 
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ligne  droite  ,  on  tirera  du  centre  donné  A  les  droites 
AD,  AP,  l'une  perpendiculaire  &  l'autre  parallèle  à 
cette  ligne  ,  &  par  le  point  cherché  M  que  l'on  regarde 
comme  donné  la  parallèle  PQJl  A  D  ,oa  mènera  auffi 
du  même  point  M ,  le  rayon  A  M  qui  rencontre  E  F 
en  0  9  &  les  droites  £  Af ,  £  jW  ,  fur  lelquelles  on  abaif. 
fera  des  points  0 ,  F ,  E  »  les  perpendiculaires  OG^o  H, 
UFC,  EU*  Cela  fait,  les  triangles  femblables  EOG, 
E  FC,  &  ££.#  ,  FO  H  ,  donneront  EO.EF  -.  :  O  G. 
PC.  Et  E  F.  F  O  EB.  OH  ,  &  partant  E  0*~E  F. 
E  F»  FO  ou  E  O,  FO  ::  OG*  BE.  CF*OH,  c'eft  à 
dire ,  en  raifon  compofée  de  O  G  à  OH,ou  de  m  à  » 
(puifqu'en  prenant  ^f-o  pour  le  rayon  ou  finus  total, 
les  droites  OG  ,  OH ,  font  les  finus  droits  des  angles 
E  MO  ,  F  MO  ,  complemens  à  deux  droits  des  angles 
A  ME,  A  M  £),&  de  £Eà  C  F  ou  de  E  Ai  à  MF  i 
caufe  des  triangles  rectangles  femblables  BM  E,c MF. 
On  aura  donc  £  o.  FO  m*EMi  n*  M  F.  Cela 
pofé. 

On  nommera  les  données  AD  ou  />£,*;£  Z> ,  ^ } 
D  F  >c,A  M,r  j&  les  inconnues  P/W,^  j  &on 

aura  à  caufe  des  triangles  femblables  AP  M,  A  DO, 
cette  proportion,  jWi*  {y).  AP  (x)  ..AD  \a).  DO 
Et  partant  £0  -:iZJ^,£0  =='Z±if .  Orles 

triangles  rectangles  £         F  M     donnent  EM*=  EQ^ 

^if  y— ^- 1  ^  x—)—  x  x  iW  {aa—iay-\-yy)mmff^'ibx 
—  na^y  (en  mettant  pour  xx— f^y  fa  valeur  rrà  caufe 
du  triangle  rectangle  A  P  M  ,  &l  faiiânt  pour  abréger 
aét-±-bb-\-rrZZ  ff)  &  de  même  Ï^S*ŒÎF^(cf — icx 

-\-xx)-+-M£^{aa — iay  -+-yy)  =gg — xcx — lay 
en  mettant  pour  xx-+-yy  fa  valeur  rr ,  &  faifant  pour 
abréger  aa-\-  =3  gg.    Si  dans  la  proportion 

précédente  £  o.  £0  ::  m*EM.  n*  MF,  on  met  à  la 
place  de  ces  lignes  les  valeurs  analytiques  que  Ton  vient 
de  trouver  ,&  qu'on  multiplie  les  extrêmes  &  les  moyens, 
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on  formera  cette  équation  b  ny-±-  aux  ^gg—  ux. ,iay 

^Btncy — max  l^ff-t- ibx — i*y>  de  laquelle  quar- 
rant  chaque  membre  &  faifànt  évanouir  l'inconnue  y  par 
le  moyen  de  l'équation  au  cercle  x  x-^-yy  rr,  on  arri- 
vera encore  à  une  égaliré  du  fixiéme  degré  ,  dont  la  re- 
folution  fournira  pour  A  P  (x)  une  valeur  telle  que  me- 
nant la  perpendiculaire  P  M  ,  elle  ira  couper  la  circon- 
férence au  point  cherché  M. 

Ceft  a  peu  près  de  cette  façon  que  M.  Defcartes  re- 
foud  cette  queftion  dans  la  foixante  cinquième  de  fes 
Lettres ,  Tom.  3.  Elle  lui  avoit  été  propofée  par  M.  de 
Roberval ,  d'une  manière  qui  paroîr  différente  de  celle* 
•ci ,  mais  qui  dans  le  fond  revient  à  la  même  chofe. 

Troisième  Manie'eli. 

Soient  décrits  des  diamètres  A  E  >A  F,  deux  cercles  Fi  g.  a*o. 
ART,  AST,  fur  lefquels  foient  portées  depuis  le  point 
A  deux  cordes  quelconques  AR  ,  A  5,  qui  foient,  tou- 
jours entr'elles  en  la  raifon  donnée  de  m  à  n  -y  &  foient 
tirées  les  droites  ER,  PS,  qui  s'entrecoupent  au  point 
M.  Je  dis  que  la  ligne  courbe  A  M,  qui  eft  le  lieu  de 
tous  les  points  M  ainfi  trouvés ,  coupera  le  cercle  donné 
(  dont  le  centre  eft  en  A  )  au  point  cherché**/. 

Car  tirant  A  M  &  le  prenant  pour  rayon  ou  finus 
total ,  il  eft  clair  que  la  corde  A  À  eft  le  finus  droit  de 
l'angle  A  ME,  &  la  corde  AS  le  finus  droit  de  l'angle 
A  M  F. 

Il  eft  â  propos  de  remarquer  i°.  Que  cette  conftruc- 
tion  a  cela  de  particulier ,  qu'elle  ne  réuiïit  pas  feule- 
ment lorsqu'il  s'agit  de  trouver  le  point  M  fur  la  circon- 
férence d'un  cercle  dont  le  centre  eft  en  A  ,  mais  enco- 
re fur  telle  ligne  courbe  qu'on  voudra  i°.  Qu'ayant 
trouvé  deux  points  de  ce  lieu  de  la  manière  que  l'on 
vient  d'enfeigner  ,  les  plus  proches  que  l'on  pourra  de 
la  ligne  courbe  donnée  ,  il  fuffit  d'en  tracer  la  portion 
qui  joint  ces  deux  points  5  ce  qui  rend  la  pratique  de 
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cette  conftru&ion  fort  aifée.  30.  Que  le  lieu  de  tous  les 
points  M  ainfi  trouvés  eft  du  quatrième  degré ,  comme 
il  eft  facile  de  voir  par  le  calcul  delà  féconde  manière, 
en  obfervant  de  ne  point  fubftituer  dans  les  valeurs  de 
E  M  &  F  Afi  la  place  de  xx-+yy  le  quarré  rr  que  l'on 
trouve  par  le  lieu  au  cercle  ce  qui  donnera  pour  l'équa- 

tion  de  ce  lieuw^y-H?  ax \lf  c^x *  -+-  "-7 /  «■»   * y— *  x 

}f  ' bJ^x  -+-a  —  y*  y  dont  les  inconnues  x  6c  y  montent 
au  quatrième  degré ,  Jorfqu'elle  eft  délivrée  d*incommen- 
furables.  40.  Que  ce  n'eft  pas  une  faute  légère  en  Géo- 
métrie ,  félon  M.  Defcartes ,  d'employer  une  ligne  cour- 
be trop  coropofée  pour  refoudre  un  Problême  t  de  forte 
.  que  félon  lui  ,  on  doit  préférer  à  cette  dernière  folutioir 
les  deux  précédentes  ,  où  les  deux  lieux  qu'an  a  trouvés,. 
&  qui  détermineroient  par  leur  interlèétion  avec  la  cir- 
conférence donnée  ,  le  point  cherché  ,  ne  font  que  du 
troiûeme  degré.  11  me  paroît  néanmoins  que  la  facilité 
d'une  conftruûion  &  fa  (implicite  peuvent  récompenfer 
en  quelque  forte  ce  défaut ,  &  c'eft  ce  qu'on  verra  en- 
core dans  l'Exemple  qui  fuit. 

* 

Exemple  IX. 

D  1  y  1  s  E  r  un  triangle  fcalene  donné  A  BC  en 
quatre  parties  égales,  par  deux  lignes  droites  DE  »  FGy 
qui  s'entrecoupent  à.  angles  droits  au  point  H. 

Si  l'on  fait  attention  fur  la  nature  de  ce  Problème, 
on  verra  i°.  Que  deux  des  extrémités  D ,  F,  des  deux 
droites  DE  y  F  G  ,  fe  trouvent  neceûairement  fur  l'un 
des  côtés  AC  du  triangle  ,  donné  ABCy  &  que  leurs 
deux  autres  extrémités  £,  G,  fe  trouvent  chacune  fur 
chacun  des  deux  autres  côtes  B  c ,  B  A.  i°.  Que  les 
deux  points  cherchés  Dt  i7,  doivent  avoir  deux  con- 
ditions, dont  la  première  eft  que  les  lignes  DEy  J?G, 
qui  divifent  chacune  le  triangle  A  B  c  en  deux  par- 
ties égales ,  s'entrecoupent  a.  angles  droits  en  un  point 
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H  j  &  la  féconde  qu'elles  forment  avec  les  deux  autres 
côtes  du  triangle  donne,  un  quadrilatère  BG  H E  qui 
foit  la  quatrième  partie  du  triangle  ABC,  Cela  pofc. 

Soient  menées  fur  le  côte  A  C  les  perpendiculaires 
G  /,  B  K ,  EL ,  &  foient  nommées  les  données  A  C,  xa  , 
BK,by  A  K,cs  /CC,^j&les  inconnues  A  x  j  CD  ,y. 
Puifquele  triangle  AGFt  ou  G'/xj        doit  être  la 

moitié  dû  triangle  A BC  {ab)y  \\  s'enfuit  que  G /=-  tt } 
&  par  la  même  raifon  £Z*-tf.  Or  les  triangles  fem- 
blabies  CBK  ,CEZ  ,UA  B  K,  A  G  I ,  donnent  BK  {b\. 
EL{li)::CK  (d).  CL^ti.  Et  B  K  (b).GJ(^)  :: 

AI=*1£.  Et  partant  DX  ou  CD  —  CZ=-;_ litFI 

ou  AF—.A/w*x—ll.  Mais  les  triangles  rectangles  DEL 

FGIy  {ont  femblables  entr'eux  j  puifque  chacun  d'eux 
eft  femblable  au  même  triangle  FDM,  qui  cft  rectan- 
gle en-  H  félon  la  condition  du  Problême  qui  demande 
que  les  deux  lignes  DE,  F  G ,  s'entrecoupent  à  angles 
droits.  On  aura  donc  EL         .  L  D  ::  FI 

(  '—^y  IG(^)'> ce  <lui  donne  » cn  multipliant  les  extrê- 
mes &  les  moyens,  cette  équation  xxyy^acyy^adxx 
-^acd^aabb,  ou  x x—ac nJy^Jd^aa bb ,  qui  ren- 
ferme la  oremiere  condition  du  Problême  j  de  forte  qu'il 
ne  refte  plus  qu'à  accomplir  la  féconde  >  fçavoir  que  le  tra- 
fdcBGHE  foit  le  quart  du  triangle  donné  ABC. 

Pour  en  venir  à  bout.  Du  point  d'interfedion  H  des 
deux  droites  DE,  F  G,  foient  menées  aux  trois  angles 
du  triangle  ABCy  les  lignes  HA,HC,  HB,U  on 
aura  p.f D  ( *-f-/_i * ).  ^ / ( x ) . ,  FH D  ( ^4 ). FHji 

"  ♦wjLt;  '  Et  Partant  lc  "«""gte  ^  «  G  ou  le  trian- 
gle «FC?^  moins  le  triangle  FH  Ar^-n    _  Mh* 

Eee 


> 


4<St  LlTtB  DlIII'llI. 

*.M  (S).  1K  (2==)  ::^CB  ::  KG  . 

rrrff  On  trouvera  par 

un  raifonnement  femblable  que  le  triangle  HE£=* 
_ in=L&±ïiï2=y6"*'*'..  Maintenant  fi  l'on  ajoû- 

te  enfemble  les  triangles  HGBy  MEB^  on  formera  le 
quadrilatère  HG  B  E  qui  doit  être  égal  à  la  quantité  ~  *b 
quatrième  partie  du  triangle  AB  C  :  ce  qui  donne  pour 
la  féconde  équation  x x  -+yy  -+  4     —  %ax  —  $ay 

Si  Ton  fait  évanoùir  par  le  moyen  de  ces  deux  équations 
l'inconnue  y%  on  arrivera  à  une  égalité  de  huitième  de- 
gré qui  renfermera  toutes  les  conditions  du  Problême , 
&  dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'une  feule  inconnue  x; 
de  forte  que  toute  la  difficulté  eft  réduite  à  trouver  les  ra- 
cines de  cette  égalité.  Et  c'eft  ce  qu'on  peut  faire  par  le 
moyen  de  deux  lieux  du  troifiéme  degré  ,  comme  l'on  a 
enleignédans  les  articles  417,  &  418  (  Liv.  preced  )  Mais 
comme  la  conftru&ion  de  ces  lieux  devient  fort  embarnuC 
fée  fie  d'une  longueur  infu  portable  dans  la  pratique,  à  eau. 
le  de  la  multitude  des  termes  de  leurs  équations ,  il  eft  beau- 
coup plus  naturel  de  conftruire  feparément  les  lieux  des 
deux  équations  que  l'on  vient  de  iormer ,  quoique  l'uo 
d'eux  foit  du  quatrième  degré  &  par  conséquent  plus  com- 
pofé ,  car  l'autre  n'étant  que  du  fécond  récompense  ce  dé- 
faut ,  fie  d'ailleurs  la  facilité  de  la  conftru&ion  doit  decetr 
miner  en  fa  faveur  :  voici  comment  elle  fe  fait. 

Fi«.  il**  Ayant  mené  deux  lignes  droites  indéfinies  A  B3  ACt 
qui  font  entr'clles  un  angle  droit  B  AÇ  \  on  prolongera 
B  A  en  £ ,  en  forte  que  A  E^tf/'ac ,  fie  C  A  en  / ,  en 
forte  que  A  F=*f/' ad.  Ayant  pris  fur  AC  une  partie 
quelconque  A  />,  on  décrira  du  centre  E  de  l'intervalle 
AP  un  arc  de  cercle  qui  coupe  A  C  en  G  ^  fie  ayant 
pris  AH,™  forte  que  le  rectangle  HA*si  G  foit  égal 
au  triangle  donné  BAC,  on  prendra  fur  ABU  partie 
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QjzaFH.  On  mènera  enfuite  les  drokes  PM}  QM, 
parallèle»  à  A  B ,  A  c ,  lefquelles  s'entrecoupent  en  un 
point  M  \  &  ayant  trouvé  en  la  même  forte  une  infini- 
té d'autres  points  tels  que  M  ,  on  fera  paffer  par  tous 
ces  points  une  ligne  courbe  K  ML.  Cela  fait,  on  pren- 
dra fur  la  diagonale  A  D  du  quarré  A  B  C  D  ,  qui  a 
pour  côté  la  ligne  A  C  égal  au  côté  A  c  du  triangle 
donné  ABC ,  les?parties  A  T—  jA  D,6cDS*m  -t  AD  i 
&  on  décrira  du  premier  axe  7* «S  qui  foit  â  fon  paramè- 
tre comme  1  eft  à  3  ,  une  Hy  perbole  OS  R.  Je  dis  à  prê- 
tent que  Ci  l'on  mené  du  point  M  où  je  fuppofe  qu'elle 
rencontre  la  ligne  courbe  K  Al  L  au  dedans  du  quarré 
A  B  CD,  la  perpendiculaire  MP  fur  AC  ,  &  qu'on 
prenne  fur  le  côté  A  C  du  triangle  ABC  y  les  parties 
A       A  P ,  &  C  OtmP  M  vles  points  F  t  Z>,  feront  tels 
qu'ayant  mené  (ce  qui  eft  facile)  les  deux  droites  FGy 
D  £  ,  qui  divife  chacune  le  triangle  A  B  c  en  deux  par- 
ties égalés  ;  elles  s'entrecouperont  i  angles  droits  &  le 
partageront  en  quatre  parties  égales. 

Car  nommant  A  P  ,  x  }  PMyy  i  on  aura  à  caufe  des 
«angles  A  E  G  y  F  AH ,  redangles  en  ^  ,  le  quarré 

ITS'e-i^'f**) — k  quarré  AHl~FH* 
(yy)mmmA F* [ad).  Or  puifque  par  la  conftruâion  le  rec- 
tangle H  A  m  A  G  eft  égal  au  triangle  donné  i?  A  C  {at>) , 

il  s'enfuit  que  TTÂ% » ~ÂG* {y y— ad» x x—ac)=*aabb. 
La  ligne  courbe  KML  fera  donc  le  lieu  de  cette  équa- 
tion qui  eft  la  première  des  deux  que  l'on  vient  de  trou- 
ver j  &  par  confequent  fa  propriété  fera  telle  que  fi  Ton 
mené  d'un  de  fes  points  quelconques  M  pris  au  dedans 
du  quarré  A  B  D  C ,  une  perpendiculaire  MP  fur  C  & 
qu'on  prenne  fur  le  côté  A  C  du  triangle  donné  ABC, 
les  parties  AFwmAP  y  &  CD=»P  M  y  les  droites  FGy 
p  E  qui  divife  chacune  par  le  milieu  le  triangle  A  B  c , 
s'entrecouperont  à  angles  droits  au  point  H. 

De  plus  fi  d'un  point  quelconque  M  de  l'Hyperbole 
0  S  R ,  on  mené  la  perpendiculaire  Mrfa*  fon  premier 
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axe  TSy&C  qu'on  prolonge  P  M  jufqu'i  ce  qu'elle  ren- 
contre la  diagonale  AD  au  point  \  les  triangles  rec- 
tangles ôc  ifoïcelles  A  PJCy  MVJC^  donneront  i.  (/*n; 
APouPAT{x)  AX=*  x  MAT  {x~-j). 

MV  ou  yjr=*^l  j  &  partant  A  V  ou  -^-T — 

Kl±i.  Or  par  la  conftrudion  AD^mxa^x  puifque 
A  Ce—  ia3  &  par  confequent  T S  ou  Dr-T)^^  f/" t. 
On  aura  donc  r^ou  ^r-i^pi^,  &  rS 

ou  rr-n^^1^0',  &  par  la  propriété  de  l'Hy- 
perbole TV*  y  S  (  '      «>hj  j-i<  *  *  )  #  5^77* 
..  ,  j  ^  c»eft  ^  dire  ^  comme  le  premier  axe 

7*5  eft  à  Ton  paramètre  :  ce  qui  donne  en  multipliant  les 
extrêmes  6c  les  moyens  cette  équation  xx-f;;-+  +xy 
. — Xax — % ay—\- 10 aats*o.  L'Hyperbole  06  A  en  fera 
donc  le  lieu  ,  &  jouira  par  confequent  de  cette  proprie- 
té  ;  fcavoir  que  fi  l'on  mené  d'un  de  (es  points  quelcon- 
ques JW  pris  au  dedans  du  quarré  A  £  DC ,  une  per. 
pendiculaire  AfP  fur  ^C,&  qu'on  prenne  /ur  Je  coté 
AC  du  triangle  donné  ABCy  les  parties  A  F~A  Pt 
&  CD=*P  M  i  les  droites  F  G  tD  Ey  qui  divife  chacune 
par  le  milieu  le  triangle  ABC%  le  couperont  en  quatre 
parties  égales. 

Maintenant  puifque  le  point  Af  fe  trouve  en  mê- 
me temps  fur  la  ligne  courbe  ATvW  Z,  &  fur  l'Hyper. 
bo)e.0£A>il  s'enluit  que  les  points  Dy  F,  pris  (ur  le 
côté  A  C  du  triangle  donné ,  auront  aulfî  en  même 
temps  les  deux  conditions  requifes.  Et  c'eft  ce  qui  etoit 
propofé. 

S'il  arrivoit  que  les  deux  courbes  OSR%  KM ne 
fe  rencontraient  point  au  dedans  du  quarré  A BDC% 
ce  feroit  une  marque  infaillible  qu'on  auroit  fait  une 
fuppofition  faufle ,  içavoir  que  les  deux  extrémités  D ,  F% 
fe  rencontrent  fur  le  cote  A  C.  C'eft  pourquoi  il  fau- 
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droit  les  fuppofer  fur  l'un  des  deux  autres  côtés ,  &  re- 
commencer le  calcul ,  en  faifant  des  raifonnemens  fem- 
blables  aux  precedens ,  pour  avoir  une  conftru&ion  par 
rapport  à  ce  nouveau  côté.  Mais  fi  l'on  fait  les  trois  re- 
marques fuivanres  ,  il  fera  aifë  de  prévoir  lequel  des  trois 
cotés  on  doit  prendre  pour  celui  fur  lequel  tombent  les 
deux  extrémités  D,  Ft  afin  d'avoir  fûrement  une  fblu- 
tion,  &  de  n'être  pas  obligé  de  recommencer. 

La  première  eft  que  TTmm  *^  -i-ad ,  &  BK% 

ms+*m^sd~^~ac  J  cc     ^  vo*r  cn  mectanc  ^ans  y  y 

»»u    ,  . rf^i|a place ae^P  (*)favaleur^c(i*), 


x  x — a  c 


&  dans  x  x*»^  -f-  a  c  à  la  place  de  A  Q^{y)  fa  va- 

leur  B  [ta).  La  leconde  confiée  cn  ce  que  dUaf/'iaa 
«=  £  O  s  ce  qui  fe  trouve  en  mettant  dans  l'autre  équa- 
tion xx-r->vH-4*y—  %a  x —  8  a  y  -f-  \oaa*=9  dont 
le  lieu  eft  l'Hyperbole  0  5  K  ,  d'abord  à  la  place  de  AP 
(  x  )  fa  valeur  ^  C  (  1  *  ) ,  &  enfuite  4  la  place  de  ~*  Qj[y  ) 
fa  valeur  .A  B  (  i  *  ).  La  troificme  fe  tire  de  ce  qu'en  fup- 
pofant  ^  X  (f  )  moindre  que  CX       comme  on  le  fait 

ici ,  il  s'enfuit  que  BK  (  1  "f)  eft  moindre  que 

CZ*  (  JLL±L-+-<* d).  Or  cela  pofé ,  fi  1  on  veut  que  BK* 

(  <**^+<tf)  ^oit  moindre  que  if  0*  (  x**<0,on  trouve- 
ra en  mettant  pour  d  fa  valeur  x  a  —  c  &  opérant  4  Pordi- 
naire  que  h  b  -f-  f  f  doit  être  moindre  que  4  a  a ,  c'eft  à  di- 
re, que  le  côté  AB  du  triangle  donné  ^l*  C  doit  être 
moindre  que  le  côté  AC  :  &  fi  Ton  veut  que  le  quarré  c~Z* 
^  — f-*^)  foit  plus  grand  que  CH  on  trouve- 

ra en  mettant  pour  c  fa  valeur  1  a—d  &  opérant  à  l'ordinai- 
re que  le  côté  B  c  (  doit  lurpafier  le  côté  ~A  c  (  i<* ). 
Mais  il  eft  vilîble  que  if  v  étant  moindre  que  BOÔc  CL  plus 
grande  que  CR ,  les  deux  lignes  courbes  KMLy  OMJlt 
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fe  coupent  neceflairement  au  dedans  du  quarrc  A BDC. 
D'où  il  fuit  que  fi  le  triangle  donné  A  BC  a  tous  les  an. 
gles  aigus ,  6c  qu'on  prenne  pour  le  côté  A  c  for  lequel 
on  fuppofe  que  les  deux  points  f,  D,  fe  rencontrent  > 
celui  des  trois  dont  la  grandeur  eft  moyenne  entre  les 
deux  autres  de  pour  le  côté  A  B  le  plus  petit ,  le  Pro- 
blème aura  toujours  neceflaixement  une  iolution  ,  puif- 
qu'alors  ( fig  161. )  le  point  K  fe  trouvera  entre  les  points 
li ,  C,  &  que  cft  moindre  que  A  C ,  comme  l'on  a 
fuppofé  en  faifant  le  calcul  fur  lequel  tout  ce  raifonne- 
ment  eft  fondé.  On  trouvera  en  la  même  forte  que  £ 
le  triangle  donné  eft  re&angle  ou  obtus  angle ,  &  qu'on 
prenne  pour  le  côté  A  C  fur  lequel  doivent  tomber  les 
deux  extrémités  D ,  F ,  le  côté  moyen  ,  on  aura  toujours 
une  folution  •>  de  forte  que  cette  remarque  eft  générale 
pour  toutes  fortes  de  triangles. 

On  voit  dans  la  figure  i6x.  que  l'Hyperbole  OS R  U 
la  courbe  KML  fe  Coupent  non  feulement  dans  un 
point  M  ,  au  dedans  du  quarrc  ABDC ,  comme  le 
demande  le  Problême  j  mais  encore  en  un  autre  point 
2A  au  dehors  de  ce  quarré.  Or  fi  Ton  veut  fçavoir  quelle 
peut  être  l'utilité  de  cet  autre  point ,  on  trouvera  qu'il 
donne  une  des  refolutions  du  Problême  fuivant,  dont  ce- 
lui, ci  n'eft  qu'un  cas  particulier. 
Fi«.  iC)*      Trouver  fur  le  côté  AC  du  triangle  donné  ABC. 

deux  points  /,  D  t  tels  qu'ayant  mené  les  droites  F  G  % 
D  E ,  qui  font  avec  les  deux  autres  côtés  A  B ,  B  C ,  les 
triangles  F  G  A  ,  Dec,  égaux  chacun  à  la  moitié  du 
triangle  ABC  :  les  lignes  F  G ,  DE,  s'entrecoupent  4 
angles  droits  au  point  H ,  &  le  quadrilatère  BGH  E 
foit  égal  au  quart  du  triangle  ABC. 
F 1  s.  xtfj.  Car  lorfque  le  point  d'interfe&ion  M  tombe  au  de- 
&  161.  dans  du  quarré  A  B  D  C\  il  eft  clair  que  les  lignes  APy 
PM  feront  chacune  moindre  que  le  côté  A  c ,  &  qu'airi- 
fi  les  points  F ,  D ,  qu'elles  déterminent  tomberont  tous 
deux  entre  les  points  A  ,  c }  ce  qui  refoud  le  Problème 
énoncé  comme  l'on  a  fait  au  commencement.  Mais 
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lorfque  le  point  M  combe  au  dehors  du  quarré,  corn-  Fie.  xiu 
me  alors  l'une  des  lignes  A  Py  PM  eft  moindre  que  fon  &  x6$. 
côté  A  C,  &  l'autre  plus  grande }  il  s'enfuit  que  l'un  des 
points  i7,  Z),  tombe  fur  le  côté  A  c  du  triangle  donné, 
&  l'autre  fur  ce  même  côté  prolongé  ,  ce  qui  donne  une 
autre  folution  du  Problême  énonce  comme  l'on  vient 
de  faire  en  dernier  lieu. 

Exemple  X. 

441*  Une  Section  conique  M  AN  étant  donnée, 
avec  un  point  S  hors  de  fon  plan  pour  le  fommet  du 
cone  dont  elle  eft  la  Section  *  on  demande  la  pofition 
du  cercle  Ma  N  qui  en  eft  la  bafe. 

Je  diftingue  cette  queftion  en  deux  differens  cas ,  donc 
Je  premier  eft  lorfque  la  Section  donnée  eft  une  Parabo- 
le ,  &  le  fécond  lorfque  c'eft  une  Ellipfe  ou  une  Hyper- 
bole. 

Premier  cas.  La  queftion  fè  réduit  à  trouver  fur  la  Fie.  164. 
Parabole ,  le  point  A  tel  qu'ayant  mené  de  ce  point  le 
diamètre  A  P  avec  la  ligne  A  S  i  du  point  S  la  ligne  SD 
parallèle  à*  A  P  \  &  d'un  point  quelconque  P  du  diamè- 
tre A  P ,  une  ordonnée  PM  â  ce  diamètre  dans  le  plan 
de  la  Parabole ,  &  une  perpendiculaire  a  D  i  cette  or- 
donnée  dans  le  plan  du  triangle  D  SA ,  qui  rencontre 
les  côtés  S  A ,  S  D ,  aux  points  a ,  D  :  le  quarré  de  PM 
foit  égal  au  rectangle  ap  «  P  D.  Car  décrivant  dans  le 
plan  a  P  M  un  cercle  qui  ait  pour  diamètre  a  D ,  il  eft 
clair  qu'il  paiTera  par  le  point  M,  puifque  l'angle  APM 

eft  droit ,  &  que  P  M  P  *  P  D  ,  qui  eft  la  propriété 
eftentielle  du  cercle  ;  c'eft  pourquoi  menant  le  diamètre 
PA  \  Çt  tirant  de  l'extrémité  D  >  du  tfiamecre  Da  du 
cercle  une  parallèle  DS  à  PAy  qui  rencontre  a  A  me- 
née de  fon  autre  extrémité  a  par  l'origine  À  du  diamer 
tre  AP ,  en  un  point  5,  le  cone  qui#a  pour  fomme*  cé 
point ,  &  pour  bafe  le  cercle  M  A  N,  formera  *  par  fa  * Aruxt). 
rencontre  avec  le  plan  A  PM\&  Parabole  même  don- 
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née  M  AN.  Voici  comment  on  peut  trouver  le  pointé. 
Soit  v  le  paramètre  inconnu  du  diamètre  */*P,  &  l'on 

aura  par  la  propriété  de  la  Parabole  ,  t  M  <a  *4  P  *  v: 

mais  pour  fatisfaire  au  Problême  ,  il  faut  que  P  M 
t=  a  P  *  P  D.  Donc  aP*PDaa^4P*v  \  ce  qui  donne 
cette  proportion  +4  P.  P  a  w  P  D.  v  y  qui  fe  change  en 
menant  ^  O  parallèle  â  Da  en  cette  autre  SO.  ~A  0  :  :  P  D 

ou  ~A0>  v,&  partant  SO*v=aAO  . 

Maintenant  pour  trouver. les  valeurs  analytiques  de 
ces  lignes ,  je  mené  du  point  donné  5  fur  le  plan  de  la 
Parabole  la  perpendiculaire  S  F,  &  du  point  F  où  elle 
rencontre  ce  plan  ,  fur  Taxe  BG  la  perpendiculaire  FGt 

Î^ui  rencontre  le  diamètre  ~4  P  en  H.  Je  tire  du  point  *A 
'ordonnée  ^4K  i  l'axe,  &  la  perpendiculaire  A  Q^i  la 
tangente  AL  ,  lefquelles  rencontrent  en  £  &  Q^\z  li- 
gne F  £jnenée  par  le  point  F  parallèlement  i  l'axe. 
J'élève  enfin  du  point  ^une  perpendiculaire  QO  fur  le 
plan  de  la  Parabole,  qui  rencontrera  SD  dans  le  même 
point  O ,  où  la  ligne  A  O  parallèle  â  a  D  la  rencontre. 
Car  la  tangente  ^  L  étant  parallèle  à  l'ordonnée  P  M 
qui  eft  perpendiculaire  fur  aD,  l'angle  Z>40  fera  droit 
aufli-bien  que  l'angle  L  -4  &  ainfi  le  plan  S^AO  fera 
perpendiculaire  fur  .^Z  ,  &  fur  le  plan  de  ta  Parabole 
qui  paflè  par  cette  ligne  j  c'eft  pourquoi  la  ligne  QO  per- 
pendiculaire â  ce  plan  fe  trouvera  dans  le  plan  £A0  & 
rencontrera  par  confequent  la  ligne  5  Z>  dans  le  même 
point  O ,  où  Ie|  plan  O ,  c'eft  a  dire ,  la  ligne  <9  pa- 
rallèle â  <*Z)  la  rencontre.  Il  eft  â  remarquer  que  routes 
ces  lignes  excepté  les  deux  F  S ,  font  dans  le  plan 
de  la  Parabole.  Cela  pofé. 

Je  nomme  les  données  S  F  ou  QO  y  a  >  F  G%oxl  K  e9 
b  y  G  B ,  c  j  le  paramètre  de  l'axe ,  p  y  &  les  inconnues 
B  K y  x  j  ou  G  ,  j  >  &  j'ai  à  caufe  des  triangles  fem- 
blables  A  KT ,  cette  proportion  *4  K  (y).  KT 

(\?)  ::  AE  (b-±y).  E£mmt~     -p  :.ce  qui  donneà 
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caufe  destrizTïgks  AeQjA  qo  t  rectangles  en  E  &  le 

quarré  AO  ou  A  E       hC^  -+  t£i£     *£i  i 

/  /       «  ^yy      iy  * 

-+6^1^-1.^^,1,1,  Or  le  paramètre  du  diamètre 

R  fçavoir  va        4  *  en  mettant  pour  x  ♦  ^r/#  I?; 

fa  valeur  12j&  50  ou  J^ou  Gi?—f  BK-+  £^-<-f  * 

-+  |j  -+  =  '  H- ^  —4-  ^  -f  •!/>.  Mettant  donc  ces  va- 
leurs  analytiques  â  la  place  des  lignes  qu'elles  expriment 
dans  l'égalité  AU  =  SO  *v,  on  trouverait  ^±.tïl 

*yy  l> 

■J  pp-\bb-+\by  -+yy  -+aa=cp -*yy     tlî  -+  ~ pp  H»  4tJJ 


F? 


1*7  -h  i>7,  c'eft  à  dire  en  effaçant  de  part  & 


1 

d'autre  les  quantités  qui  fe  trouvent  les  mêmes ,  fubftituant 
pour^/  la  valeur/) x ,  &  opérant  enfuite  à  l'ordinaire  i 
x'-î-cxx-î-i  cpx — rVUf  <&s» 

— -    ^  ^ 

dont  la  vraie  racine  que  Ton  peut  trouver  par  le  moyen  *  *  Â 
de  la  Parabole  même  donnée ,  exprimera  la  valeur  de 
l'inconnue  qui  fert  à  déterminer  le  point  A  tel 

qu'on  le  demande. 

Second  cas.  Toute  la  difficulté  confîfte  à  trouver  fur  Fi 
l'Hyperbole  donnée  MAN \  le  point  A  tel  qu'ayant  me-  *" 
né  Je  diamètre  A  M  avec  les  lignes  BSb;  &  par  un 
de  fes  points  Quelconques  P ,  du  diamètre  A  B une  ordor* 
dans  le  olan  de  l'Hyperbole ,  &  une  perpendiculaire 
éèà  cette  ordonnée  dans  le  plan  du  triangle  *  «S* 4  :  on  ait 
le  quarré  P  M*  égal  au  reûangle  a  P  *Pk.  Cela  fe  prou, 
ve  de  même  que  dans  la  Parabole  ,  &  voici  ce  qu'if  fout 
foire  pour  trouver  le  point  A. 

Soit  v  le  diamètre  conjugué  au  diamètre  AB  &. 
foient  menées  dans  le  plan  du  triangle  aSb  >  les  lignes 
JQ  parallèle  à.**,  &  OZ  parallèle  à  il*  qui  rencon- 
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tre  S  A  en  Z>  fie  l'on  aura  AP*p  B  à  P  M  ou  (  i  caufe 
du  cercle  )  i  a P  *  P  ^ , en  raifon  compofée  de  -4P  i  Pa\ 
ou  Z  O  i  OA  9  &  de  P  B  à  P  6 ,  ou  de  B  A  iAO^c'eRà. 

dire ,  comme  Z  o  *  A  B  eft  à  Tô*.  Or  par  la  propriété 
de  l'Hyperbole  ,  A  P  *  P  B.  P  M*  ::  vv  j  fie  par- 
tant Z  O  «  ^ 5. 1Ô%  ::  75*.  w  —  Hï-^  '  Ce  qui  don- 

^        z  u 

ne  OZ.  A  B ,  ou  O  S.  S  B  :  :  A  O  .vv. 
Maintenant  pour  trouver  les  valeurs  analytiques,  tant 

de  la  raifon  de  O  S  à  S  B ,  que  des  quarrez  A  u  fie  v  v  i  je 
mené  du  point  donné  5,  la  ligne  Si7  perpendiculaire  fur 
le  plan  des  Hyperboles  •>  du  point  F  où  elle  rencontre  ce 
plan,  la  perpendiculaire  F  G  À  l'axe  D  k  qui  eft  donné 
de  pofitionfic  de  grandeur  ,,puifque  les  Hyperboles  font 
données  •>  fie  du  poiot  cherche  il,  l'ordonné  A  K  a  l'axe, 
fie  la  perpendiculaire  AT  i  h  tangente  AL ,  lefquelles 
rencontrent  la  ligne  J  -F  aux  points  £  ,  Je  tire  enfin 
3  H  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre  G  F  en  AT^  7* ^"pa- 
rallèle à  BF  qui  rencontre  A  E  en  rt&BD ,  ,  per- 
pendiculaires  fur  l'axe  j  fie  ayant  élevé  go  perpendiculai. 
te  fur  le  plan  de  l'Hyperbole, on  prouvera  comme  dans 
la  Parabole  qu'elle  rencontrera  la  ligne  BSzu  même  point 
O  ,  où  la  ligne  A  o  parallèle  à  a  b  la  rencontre.  Il  eft  à  re- 
marquer que  toutes  ces  lignes  excepté  les  deux  FSy  <£0, 
font  dans  le  plan  des  Hyperboles.  Cela  pofé. 

Soient  nommées  S  F  ~a y  F  G  6y  CG  cz  c ,  le  pre- 
mier axe  £2  id>  le  lêcond  tri/,  les  inconnues  C  fC  ou 
CZ)s  x ,  W  /C  ou  BD  ou  G  AT  ou  K  H  ï=r  i  fie  l'on  aura 
D/c  ou  BH  zixxyDG  ou  BJT  srr  -f  x,GA" x — c, 

TK  &  iir  ou      rT*  =  ^ yy-t-Cif 

bscZ.     f/^xx  -fjfxx— a4  en  mettant  pour     iâ  va- 

•^w.  Sj.  leur  *  77  — /•  °r  les  triangles  femblables  JJTF ,  SH£, 
riCf  donnent  -f  x).  JTF  (b — y)  nBH(ix). 
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o*  ^  K^.  KH-+  HE  >  &  ^  ro\x  AK 

_/C  V~         * *y+î*y-*iï* .  raais  ^  Caufe  des  triangles 

edd+dàx  D 

femblables  ,  ^«gj  U  ATK  ,  £T  R  ,  il  vient 

^éT.TK  .'.gT.  TR  i:AT-+T£oU'*Q:KT-ïTR  ou 

JC*  tbfxx+Kfxj  D<)nc  OR  -  G  JC     1C  R 

~~  ddxy +fx  y — iffx+cddy  DG 
^  -»jfxj  +  *jfx  —  cddy      DR  eu  D  K -¥  K  R  "  F  S 

~   ddx  y-*fîxy  —  bffx  +  c  ddy  '  Z;G 

=-        t*ddxy+x*fxj  _-^,Jgn  pmfqn»  £>  G.  D  R  :  : 

d  dxj+fxy—lfx  +  <ddy       ^      1  ^ 

B  F.  BQ  :  :  i7  «S.  0  0  j  &  à  caufe  du  triangle  redan- 
gle  A  QO  ,  le  quarre   ^  O    ou  H- 

t        H»  ir/TI'»^ **-»•-/■»* — 4*1  -4-  i*ddxy  +  i*fx~y~\  * 

™  i  ixy-t-tfx  j— 4  rfj  J* 

De  plus  50 .5-0::  F  Q^F  B  ::G(.  GD,& ~*4*.*  » 

«4 

Si  donc  l'on  met  dans  la  proportion  50.  52?  :i  AO*. 
xtv,  à  la  place  tant  de  lajraifon  deSOàSB  ou  OR  i 
GD  ,  que  des  quarrés  ci  &  w ,  les  valeurs  analyti- 
ques que  l'on  vient  de  trouver,  on  formera  en  mul- 
tipliant les  extrêmes  &   les  moyens  cette  cgahrçr 

r=r^xy  -4-j  *y  +  bffx—cddy  \  *dixy  -+.ffxy—t>ffx  -f- ^  | 

*4*  x      4jf**  — 4^</| ,  dans  laquelle  tous  les  termes  où 
d  d 

y  ft  rencontrera  au  premier  degré  s'effaceront ,  &  mettant 
à  là  place  du  quarré  y  y  fa  valeurfc— /,  on  trouvera 
b.h<rx*-\-il>l>ddffx+-±-l>bf*x*  —  bbd'xx —  ica'xx, 
 bhffd*XX  — ce  ffd*xx  -4-  c  eff a  -\-c  ca  =ddx  x 

-+ffxx-d*-aadd-ccdd\nddx*-¥  tffx4  ^!lx*-U*xx 
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— iddffxx—f4  x  x  |  qui  fe  change  en  faifant  pour  abré- 
ger dd-+ff<=*mrn,  bb-+  cc=*nn%aa-+  dd-+cc=rr, 
en  cette  autre  bbm*  x4  —  m  m  nn  a4  xx  -f  c  c  m  m  d* 

mrzmmxx — dirr*"-** —  m4xx\  qui  fe  réduit  enfin  en 

d  a 

faifant  xxmmd^i  cette  égalité  du  troifiéme  degré. 
—  d 


—  d  ï 

,  dtr  I 


^  mm     !    .  tcP 


-=5  J      -*  j 

dont  Tune  des  racines  *  fçavoir  celle  qui  eft  plus  grande 
que  d%  eft  telle  que  prenant  une  moyenne  proportionnel- 
le entre  cette  racine  &  d  moitié  du  premier  axe  -,  cette 
moyenne  proportionnelle  exprime  la  valeur  de  C  K  qui 
fêrt  i  déterminer  le  point  cherché  si.  On  pourra  fe  fer. 
vir  de  l'Hyperbole  même  donnée  pour  trouver  les  raci- 
nes de  cette  égalité ,  par  le  moyen  des  articles  ^6  &  397. 
du  Livre  précèdent. 

Lorfque  CG  c'eft  à-dire  ,  lorfque  le  point  F 

tombe  lur  le  fécond  axe  }  il  eft  vifible  que  cette  égalité  fe 
change  en  une  autre  du  fécond  degré ,  puifque  le  dernier 
ternie  étant  nul,  elle  fe  divife  par  t.  Mais  lorfque  F  G 
{  b)  =*o ,  ce  qui  arrive  lorfque  le  point  F  tombe  fur  le 
premier  axe  j  le  terme  s'efface  dans  l'égalité  précé- 
dente ,  &  un  qui  eft  bb-±  ce  devient  ce  •  ce  qui  fait  qu'elle 
fe  peut  divifer  par  ^dy  &  qu'elle  fe  réduit  par  conféquent 
i  celle-ci     —  —  ^-f  îfi*— * ,qui  n'eft encore  que  du 

mm  m  *  * 

fécond  degré.  Enfin  fi  Ton  fait  dans  cette  dernière  égalité 
c  =  9  j  ce  qui  doit  arriver  lorfque  le  point  F  tombe  fur  le 
centre  C,  puifqu'alors  les  lignes  b  &  c  deviennent  chacu- 
ne nulles  j  on  aura  £XI :  &  partit  <fc  ou**—— ,  & 

,  m*»       *  mm 
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Il  eft  inutile  d'avertir  que  le  Problême  fe  refoud  par 
la  même  voie  dans  l'EJIipfe ,  n'y  ayant  de  changement 
que  dans  quelques  fignes.  Mais  on  peut  toujours  rappor- 
ter, fi  Ion  veut ,  ce  fécond  cas  au  premier ,  de  la  manière 
qui  fuir. 

Ayant  mené  par  un  point  quelconque  S  de  l'une  des  A. 
Hyperboles  données ,  une  tangente  B  G  t  &  ayant  fait 
paflër  par  cette  tangente  ,  6c  par  le  fommet  donné  Sy  un 
plan  G  B  S  î  ioit  mené  par  tout  où  l'on  voudra,  un  autre 
plan  H  KL  parallèle  à  celui  ci.  Je  dis  qu*il  formera  dans 
la  furface  conique ,  décrite  par  une  ligne  droite  indéfi, 
nie  attachée  en  S ,  Se  muë  autour  de  l'Hyperbole  oppo. 
fée  MANy  une  ligne  courbe  H  KL  qui  fera  une  Para- 
bole i  de  forte  gue  toute  la  difficulté  eft  réduite  au  cas 

Î>recedent.  Car  fuppolânt  que  le  cercle  BHMNL  fbit 
a  bafe  du  cone  3  qui  a  pour  fommet  le  point  S ,  &  pour 
Section  l'Hyperbole  M  AN  avec  fon  oppofée  i  il  eft  ctfîr 
que  le  plan  GBS  touchant  les  deux  furfaces  coniques 
oppofées  qui  ont  pour  bafe  ce  cercle ,  dans  le  côté  BSD% 
formera  dans  le  plan  de  la  bafe ,  une  ligne  droite  D  E 
qui  touchera  cette  bafe  en  un  point  D.  Or  comme  cette 
ligne  eft  la  directrice  par  rapport  à  la  Section  H  K  L ,  il 
s'enfuit  félon  la  définition  dixième  du  Livre  VI.  que  cet- 
te Section  fera  une  Parabole. 

Ce  Problême  a  été  très- célèbre  du  temps  de  M.  Def» 
cartes ,  &  l'on  en  a  trouvé  une  folution  parmi  fes  Ma- 
nufcrits ,  qui  eft  imprimée  i  la  fin  de  la  75e  Lettre  du 
3e  tome.  Si  Ton  veut  fe  donner  la  peine  de  comparer  fa 
folution  avec  la  mienne ,  on  verra  que  non  feùlemenc 
elle  eft  moins  naturelle ,  puifqu'elle  ne  va  pas  droit  au 
but,  mais  encore  qu'elle  eft  beaucoup  plus  embarraflee. 
Auffi  ne  donne-t.il  point  l'anal  y  fe  dû  cas  où  la  Section  eft 
une  EHipfe  ou  une  Hyperbole  j  &  il  fe  contente  d'aiïurer 
que  l'égalité  qui  renferme  les  conditions  du  Problême , 
ne  doit  pas  pafler  le  quatrième  degré, 

■ 
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F  i  g.  i66.       442.  Si  par  l'extrémité  B  £un  diamètre  A  B ,  ton  mené 
x67.  168.   une  corde  quelconque  B  D  qui  termine  Carc  A  D  moindre  que 
U  demie  circonférence  j  &  qu'ayant  pris  par  tout  où  l'on  vou. 
dra  deux  arcs  continus  E  F,  F  G ,  égaux  chacun  k  l'arc  A  D 
entre  les  cordes  BE,  BF,BG  :  je  dis  que  la  corde  du  mi. 
lieu  B  F  efi  à  la  fomme  ou  k  la  différence  de  {es  deux  vn fines 
B  E ,  B  G  ,  comme  le  rayon  C  B  efi  k  la  corde  B  D  :  fc avoir 
à  la  fomme  lorfque  l'origine  commune  B  des  cordes  B  D,BE 
B  F ,  B  G ,  ne  tombe  fur  pas  un  des  deux  arcs  E  F ,  F  G  }  & 
au  contraire  k  la  différence  ,  lorfqu'il  tombe  fur  t  un  oui l'autre 
de  ces  deux  arcs. 

Car  foit  du  centre  Ft  &  du  rayon  /  B  ,  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  la  corde  B  G  prolongée  fs'il  eft  neceflai- 
re  ,  au  point  H ,  pour  avoir  une  triangle  ifofcelle  BFH, 
tjulfera  Semblable  au  triangle  ifofcelle  BCD  j  puifque 
l'angle  FB  H  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'arc  F  G  égal  à 
l'arc  ^  D  ,  dont  la  moitié  eft  aufli  la  mefure  de  l'anele 
CBD.  On  aura  donc  FB.  BH-.xCB.BD,  de  forte 
qu'il  ne  reftc  qu'à  démontrer  que  la  ligne  B  H  eft  la  fom- 
me des  deux  cordes  BE.BG,  dans  le  premier  cas  & 
leur  différence  dans  le  fécond.  Pour  le  faire. 

Fie.  Soient  tirées  les  cordes  E  F y  FG  >  ôc  on  aura  deux 

triangles  BEF,FHGy  qui  feront  femblables  &  égaux. 
Car  dans  le  premier  cas  l'angle  F  H  B  ou  F  H  G  eft 
égal  à  l'angle  F  B  H  qui  vaut  l'angle  F  B  E ,  puifque  les 
arcs  FGtFE,  font  égaux  j&  de  plus  l'angle  bef  eft 
égal  à  l'anele  F  G  H ,  puifqu'rls  ont  chacun  pour  mefure 
la  moitié  du  même  arc  B  F  }  &  partant  l'angle  G  F  H  eft 
égal  à  l'angle  E  F  B.  Or  les  côtés  FE^FG,UFByFH 
font  égaux  entr'eux.  Le  côte  G  H  fera  donc  égal  aô 
côte  B  E.  Donc  &c. 

Fi  e.  ié7.  On  prouvera  4  peu  près  de  même  dans  le  fécond  cas 
que  les  triangles  F  HG  y  F  B  E  ,  font  femblables  &_ 
égaux  i  &  qu'ainfi  la  ligne  B  H  eft  la  différence  de* 
deux  cordes  B  G  ,  B  E. 
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L  E  M  U  E   I  I. 

443 •  SoiT  «ne  Table  dont  le  premier  rang  parallèle 
renfermant  le  nombre  2 ,  &  le  fécond  la  lettre  x  t  le  troifième 
XX — 1  foit  le  produit  du  fécond  par  x ,  moins  le  premier  j  le 
quatrième  x* — 3  x  foit  le  produit  du  troifième  par  x,  moins  le 
fécond  y  le  cinquième  x*— ►4XX-+-2  foit  le  produit  du  qua- 
trième par  x ,  moins  le  troifième ,  ejf  ainfi  de  fuite  d  P  infini. 
Soit  de  plus  un  arc  de  cercle  quelconque  A  R.  divifè  en  autant 
de  parties  égales  qu'on  voudra  ,  aux  points  D ,  E ,  F ,  G ,  &c.  F 1  o.  26 
Je  dû  que  fi  le  premier  rang  2  de  la  Table  exprime  la  valeur  27 
du  diamètre  B  A ,  &  le  fécond  rang  x  celle  de  la  première 
torde  B  D ,  le  troifième  rangxx — 2  exprimera  la  valeur  de 
la  féconde  corde  B  E ,  le  quatrième  rang  x% — 3  x  celle  de  la  trou 
fiéme  corde  B  F ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  la  dernière  B  R  : 
en  obfervant  que  ces  cordes  deviennent  négatives ,  lorfqu'elles 
faffent  de  ?  autre  cbtè  du  point  B. 

Table  pour  la  divifion  des  arcs  de 
cercle  en  parties  égales. 

-  2 
•  3* 

.  6x4- 

-  yx'  -+-14*'  —  7* 

-  8x*-i-2ox4 —  ij>xx-|-  1 

-  }Xf  -j-27  xs   30*'  $* 

-iox *  -i-3  j x' —  j0**-i-  15**—  1 
-1  1      -4-44.X7 —  -j^x'-i-  jjx* — 11* 
-1 1*"  -4-54*' — 1 1  ix*  -i-i05x* — 36XX-H  * 
-1  jjC,,^-é5  a» — 1  56 x7  -1-181**  — 91  *'  H-*  3* 

Car  i°.  Lorfque  l'arc  AR  cft  moindre  que  ia  demie  Fie. 
circonférence  A  D  S  \  fi  l'on  multiplie  une  corde  quel* 
conque  £  F  par  x  }  &  qu'on  retranche  de  ce  produit  la 
corde  B  E  qui  la  précède  ,  on  aura  la  corde  B  G  qui  la 
immédiatement  ,  puifque  félon  le  Lemme  prece* 


Ier 
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2e 

1  x 

3e 

I  XX 

4e 

ix1 

5e 

IX* 

6e 

ix' 

7e 

IX* 

8e 

IX' 

9e 

IX' 

10e 

IX* 

1  ic 

ix" 

11e 

Mc 

{tx" 

14e 

!  u" 
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S* 

9  xx — 
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dent  Ci?(i).  BD{x)  ::  B  F.  BE-{-  BG  tzxB  F,  Gc 
partant  BG  ~xB  F —  BE.  Donc  &c. 
f ,  û.  i7o.     i°.  Lorfque  l'arc     R  eft  plus  grand  que  la  demie  cir. 

conférence  A  D  B  -y  il  eft  vifible  que  l'origine  commune 
B  de  toutes  les  cordes  fe  trouvera  neceflairement  Air 
l'une  des  parties  égale  comme  G  H ,  dans  lefquelles  l'arc 
^/î  eft  divifé.  Or  l'on  prouvera  comme  dans  le  premier 
cas  que  le  croifiéme  rang  de  la  Table  exprime  la  valeur 
de  BE>  le  quatrième  celle  de  #F,  &  ainfi  de  fuite  \uù 
qu'à  B  G  :  mais  il  refte  à  démontrer  que  le  rang  qui  fuit 
celui  qui  exprime  la  corde  B  G ,  n'exprimera  point  la  va- 
leur de  H-  B  H ,  mais  celle  de  —  B  H-ySc  de  même  que 
le  rang  qui  fuit  ce  dernier  exprime  la  valeur  de — B/, 
&  ainfi  de  fuite  jufqu'à  —  BR. 

Selon  la  formation  de  la  Table ,  le  rang  qui  fuit  celui 
qui  exprime  B  G  eft  x  B  G  > —  B  F.  Or  par  le  Lemme  c  B 
(i).  BD  (x)  ::  B  G,  BF — B  H ,  &  partant  — BH  s 
x  B  G  —  B  F  i  c'eft  à  dire  que  —  B  H  vaut  le  rang  parai- 
lele  de  la  Table  qui  fuit  immédiatement  celui  qui  exprime 
la  valeur  de  BG.  Mais- félon  la  formation  de  la  même 
Table ,  le  rang  qui  fuir  celui  qui  vaut  —  B  H  eft  —  xBH 
—  BG  valeur  de  BIy  puifque  félon  le  Lemme  xB H 
BJ  —  BG  :  &  de  même  le  rang  qui  fuit  celui  qui  vaut 
— B /eft  félon  la  formation  de  cette  même  Table  — xBI 
~±BH  valeur  de  la  corde  négative  —  BL,  puifque  fé- 
lon le  Lemme  xBI  tzB  L—\-  b  H.  Or  il  eft  vifible  qu'il 
en  eft  de  même  de  toutes  les  cordes  qui  fuivenr  B  L  juf- 
qu'à BJt  j  &  c'eft  ce  qui  reftoit  à  démontrer. 

» 

Corollaire  L 

*i  a.  x<t*     444»  Db-là,  il  eft  évident  que  fi  l'arc  AR  eft  di- 
*7o.         vifé  en  cinq  parties  égales ,  le  fixiéme  rang  de  la  Table 
x  — 5*1  exprimera  la  valeur  de  la  corde  B  R 

qui  foutend  l'arc  B  R  différence  de  l'arc  A  R  6c  de  la 
demie  circonférence  ADB  jque  s'il  étoit  divifé  en  fept 
parties  égales  Je  huitième,  rang  feroit  la  valeur  de  BRh 
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&  en  gênerai  qu'il  faut  augmenter  d'une  unité  le  nom- 
bre des  parties  égales  ,  afin  d'avoir  le  rang  de  la  Table 
qui  vaut  B  R  :  en  obfervant  que  le  rayon  C  B  !=  i,  que 
la  première  corde  S  D  ^  x ,  &  que  la  dernière  corde  B  R 
eft  négative  lorfque  l'arc  AJL  eft  plus  grand  que  la  de- 
mie circonférence. 

Corollaire  II.  \  . 

445*  O  n  voit  par  la  compofition  de  cette  Table, 
i?.  Que  le  nombre  1  eft  le  premier  terme  de  chaque 
rang  perpendiculaire.  Que  les  coëficiens  de  tous  les 
autres  termes  du  premier  rang  perpendiculaire  (ont 
égaux  à  l'unité.  30.  Que  le  coëncient  d'un  terme  quel- 
conque de  tel  rang  perpendiculaire  qu'on  voudra ,  eft  toûV 
jours  égal  au  coëncient  d'un  pareil  terme  dans  le  rang 
perpendiculaire  a  gauche  ,  plus  au  coefficient  du  terme 
qui  eft  au  deflus  de  lui  :  c'eft  à  dire ,  par  exemple ,  que  le 
coefficient  14.  du  quatrième  terme  14 x*  du  troifiéme  rang 
perpendiculaire  ,  eft  égal  au  coèficient  5  du  quatrième 
terme  5  x*  du  deuxième  wng  perpendiculaire  qui  eft  le 
rang  à  gauche ,  plus  au  coëncient  9  du  terme  9  x  x  qui 
eft  au  dettus  du  terme  14*'. 

K  e  m  a  *qj7E: 

44°*  •  Si  l'on  continuoit  à  divifer  la  circonférence  Fie*  i7«. 
en  parties  égales  aux  arcs  *4  D ,  D  E ,  &c.  au-delà  du 
point  M.  i  il  eft  clair  que  les  rangs  parallèles  de  la  Table 
qui  fuivent  celui  qui  exprime  —  b  r  continueraient  à 
exprimer  par  ordre  toutes  les  cordes  négatives  qui  fui- 
vroient  M  Jt ,  jufqu'a ce  que  repaflant  le- point  belles  rede- 
viendroient  encore  négatives  j  &  ainfi  de  fuite  alternati- 
vement poûnves  2c  négatives ,  autant  de  fois  qu'elles  pa£ 
feroient  le  point  M  jufqu'a  l'infini. 
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r 

Exemple  I. 

447*  Coup  eu  un  arc  de  cercle  donné  A  R  ,  en 
autant  de  parties  égales  AD^DB  ,  E  F  yF  G  >  &c.  qu'on 
voudra. 

Fi«. itfj.     Ayant  mené  le  diamètre        &  la  corde  BR  ,  8c 
t.  *7©«        nommé  le  rayon  donné       ou  CS,  i  $  la  corde  don- 

^tft^a^  9^U-ï*'*>    née  on  formera  une  égalité  dont  le  premier 

^      membre  fera  le  rang  parallèle  de  la  Table  qui  furpaffe 
"  d'une  unité  le  nombre  des  parties  égales,  &  le  fécond 

a-.  r^...m.  fcra  —  a  .  fçavoif         lorfque  Tare  >f  .R  eft  moindre 

7*-  ^'  '  qUC  ja  hernie  circonférence  ,  &  — *  lorfqu'il  eft  plus 

grand.  Or  il  eft  vifible ,  félon  l'article  443.  que  la  refo. 
limon  de  cette  égalité  doit  fournir  pour  l'une  de  Ces  ra- 
cines x ,  une  valeur  S  D  telle  qu'ayant  décrit  du  point  B 
comme  centre  &  de  l'intervalle  BD  un  arc  de  cercle ,  il 
coupera  fur  l'arc  donné  A  R  la  première  des  parties  égales 
cherchées  A  D. 

Qu'il  faille ,  par  exemple ,  divi/êr  Tare  donné  ^1 R  en 
trois  parties  égales  j  on  trouvera  x%  —  3  x  X£  ,  dont 
l'une  des  racines  BD  terminera  la  première  des  trois 
parties  égales  qu'on  demande.  S'il  falloir  divifer  l'arc 
en  cinq  parties  égales,  on  auroit  x9  —  5 ac*— f— 5 jc 
s=r  1+  a  j  &  de  même ,  s'il  falloit  divifer  en  fept ,  il  vien- 
drait x1 — 7  *'-f- 14  ** — 7  x  =  a  :  de  forte  que  toute 
la  difficulté  fe  réduit  à  trouver  les  racines  de  ces  égalités. 
Or  c'eft  ce  qu'on  a  enfeigné  dans  le  Livre  précèdent. 
Donc  &c. 

Il  eft  à  remarquer  que  ces  égalités  font  les  plus  firru 
ples  qu'il  eft  poffible ,  lorfque  le  nombre  des  parties  éga- 
les eft  un  nombre  premier.  Mais  lorfqu'rl  eft  compofe 
de  deux  ou  plu  Heurs  nombres  premiers,  on  divîfera  d'a- 
bord l'arc  donné  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  de 
ces •  nombres  a  d'unités  ,  &  enfuite  la  première  de  ces 
parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des  nombres 
reftans  a  d'unités ,  &  ainfi  de  fuite  jufqu'à  ce  qu'on  ait 
épuifé  tous  les  nombres  premiers ,  dont  le  produit  for* 
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me  le  nombre  donné  $  ce  qui  donnera  enfin  la  première 
des  parties  égales  qu'on  cherche  :  fi  l'on  veut ,  par  exem- 
ple ,  diviier  l'arc  A  R  en  trente  parties  égales ,  il  faudra 
d'abord  le  divifer  en  cinq  ,  enfuite  la  première  de  ces 
cinq  parties  en  trois ,  &  enfin  la  première  de  ces  trois  en 
deux  ,  pour  avoir  la  trentième  partie  qu'on  demande  ,& 
cela  parce  que  yo  =s  5  *  3  *  1, 

R.  £  M  A  &  QJJ  I  L 

448- D 

lux  points  donnés  A ,  R  ,  fur  la  circonfe-  F 1  «.  17* 
rence  d'un  cercle  en  déterminent  non  feulement  deux  i7i,i7*&c» 
arcs ,  dont  l'un  A  R  eft  moindre  que  la  demie  circonfe. 
rence,  &  l'autre  AMR  plus  grand  ;  mais  encore  une 
infinité  de  portions ,  dont  les  unes  font  la  circonféren- 
ce entière  plus  l'arc  A  R  ,  deux  fois  la  circonférence 
plus  l'arc  A  R  y  trois  sois  la  circonférence  plus  l'arc  AR 
&c.  &  les  autres  font  la  circonférence  entière  plus  l'arc 
A  B  Ry  deux  fois  la  circonférence  plus  l'arc  A  B  Ry  trois 
fois  la  circonférence  plus  l'arc  A  B  R  &c  »  dont  la  rai  Ton 
eft  que  la  circonférence  d'un  cercle  rentrant  en  elle- 
même  f  on  peut  confiderer  cette  ligne  courbe  comme 
faifant  une  infinité  de  révolutions  autour  d'elle-même. 
Si  donc  l'on  nomme  l'arc  A  R  ,  d  }  la  circonférence  en- 
tière c  j  l'arc  A  B  R  fera  c  —  d  &  Ton  aura  ces  deux  fui» 
tes, 

Ie.  c—d,tt—d,}e—d,4c—d,it—d,tc—d,7c—d.*c—d,&*. 

oui  expriment  par  ordre  toutes  les  portions  de  circon- 
férences terminées  par  les  deux  points  A  ,  R.  Cela 
pofé. 

Si  l'arc  AD  eft  une  aliquote  quelconque  de  l'arc 
AR  moindre  que  la  demie  circonférence  j  &  qu'ayant 
infcrit  dans  le  cercle  un  poligone  DEJFGH.  &c.  d'un 
pareil  nombre  de  côtés  a  commencer  par  le  point  D  % 
on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  A  B  aux  angles 
du  poligone  les  cordes  B  D  t  B  F  9  B  G  ,  B  H  ,  6;q. 
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je  dis  qu'elles  terminent  des  aliquotes  pareilles  de  tous  les** 
termes  de  ces  deux  fuites,  dont  l'origine  fixe  eft  toujours 
au  point  A. 

F 1 0.  271.     Car  foit  pour  fixer  les  idées  l'arc  A  D  s=  {  d  t  il  eft  clair 
que  l'arc  A  DE  s=L*f,  l'arc  ADEF  S=^i,  l'arc 

ADEF  G  t=        l'arc ^DEFGH  —lî^iqui  font  les 

5CS  parties  ou  les  aliquotes  pareilles  des  cinq  premiers 
termes  de  la  première  luite.  Or  fi  l'on  di  vife  tel  autre  de  fes 
termes  qu'on  voudra  par  5 ,  il  eft  vifible  que  le  quotient  ren- 
ferme au  jufte  un  certain  nombre  de  fois  la  circonférence 
entière  plus  une  des  cinq  fractions  précédentes.  Donc  puif 
que  la  corde  qui  termine  un  arc ,  dont  l'origine  eft  en  A9 
eft  la  même  que  celle  qui  termine  cet  arc  plus  la  circonfé- 
rence répétée  autant  de  fois  qu'on  veut ,  il  s'enfuit  que  les 
^cordes  BDt  BEyBFy  BG ,  BH ,  terminent  les  cinquièmes 
parties  de  tous  les  termes  de  la  première  fuite.  On  prou, 
vera  de  la  même  manière  que  les  arcs  ~A  H ,  AHG, 
.AHGFyAHGFE,  AHGFED  font  les  cinquièmes  par- 
lies  des  cinq  premiers  termes  de  la  féconde  fuite ,  &  qu'amû* 
les  cordes  BH,BG,BFy  B£,BD ,  terminent  les  cinquièmes 
parties  de  tous  les  termes  de  la  féconde  fuite.  Mais  H  eft 
vifible  que  cette  démonftration  fe  peut  appliquer  a  telle 
autre  aliquote  qu'on  voudra  de  l'arc  A  R.  Donc  &c 

Fie.  173*  Delà  il  fuit  que  fi  l'on  réunit  les  deux  fuites  prece- 
*7+.  dentés  en  une  feule  diFZ+dy  xcZ^d^c^  dUc  y  lesdeux 
cordes  voifines  de  part  &  d'autre  de  la  plus  grande  ou 
première  BD  qui  termine  l'aliquote  AD  âc  l'arc  AR 
moindre  que  la  demie  circonférence ,  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  fécond  terme  rZ+  d  de  la  fuite} 
que  les  deux  cordes  voifines  de  celles-ci  termineront  des 
aliquotes  pareilles  du  troifiéme  terme  i  c  Z+ddc  la  fuite  $ 
&  ainfi  à  l'infini  de  deux  en  deux  jufqu'aux  dernières 
lorfque  l'aliquote  eft  impaire, &  jufqu'à  la  dernière  lors- 
qu'elle eft  paire.  Ainfi  lorfque  l'arc  D  ~-  A  R  •  les 
cordes  B£ ,  B  H i  terminent  des  deux  arcs  ADE9  À  Hy 
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cinquièmes  parties  du  fécond  terme  rZf  dde  la  fuite, 
c'eft  à  dire  de  la  circonférence  plus  Tare  AR ,  &  de  la 
circonférence  moins  cet  arc  >  les  deux  cordes  BP  y  BGt 
voifines  de  celles-ci  termineront  deux  arcs  A  D  E  F  9 
A  H  G  y  qui  font  les  cinquièmes  parties  du  troifiéme 
terme  ic  Zf  d  de  la  fuite  :  &  de  même  lorfque  l'arc  AD 
=  i A R  }  les  deux  cordes  B E  %BK ,  voifines  de  part  & 
d'autre'  de  la  première  ou  plus  grande  B  D  terminent 
les  deux  arcs  AD  E  y  AK,  qui  font  les  fîxiémes  parties 
du  fécond  terme  c  ZjT  à  j  les  deux  cordes  B  F  3BH ,  voi- 
iînes  de  ces  deux. ci  terminent  les  deux  arcs  A  D  EF9 
AKHy  fixicmes  parties  du  troifiéme  terme  ic ZJT d-y  & 
enfin  la  dernière  corde  BG  termine  les  deux  arcs 
ADEFGtA  K  H  G ,  fixicmes  parties  du  quatrième  ter. 
me  $cZ+  d. 

On  entend  dans  les  remarques  fuivantes  par  cordes  im- 
paires ,  celles  qui  étant  pnfes  de  part  &  d'autre  de  la  pre- 
mière ou  plus  grande  B  D ,  fe  trouvent  dans  les  lieux 
impairs  a  commencer  par  cette  plus  grande  j  &  par  cor- 
des  patres  y  celles  qui  étant  prifes  de  part  &  d'autre  delà 
même  BD ,  fe  trouvent  dans  des  lieux  pairs.  Ainfi  lork 
oue  Tare  AD=  ~AR  y  les  cordes  B  D  ,  B  F ,  BG  ,  font 
des  cordes  impaires,  &  les  cordes  BB ,  5  /f ,  des  cordes 
paires  :  &  de  même  lorfque  l'arc  £>  sr  j  A  R  }  les  cordes 
BD tB  F yB  H y  font  des  cordes  impaires  ,  &  les  côtés 
B  E  ,  B  K  y  B  G  9  font  des  cordes  paires. 

* 

K  £  M  A  R  QJJ  E  1 1. 

449*  S  »  l'arc  A  D  eft  une  ali  quote  quelconque  de  F 10.  17J. 
Tare  moindre  que  la  demie  circonférence  A  R  B  \  *74« 
&  qu'ayant  inferit  dans  le  cercle  à  commencer  par  le 
point  D,un  poligone  DEFGH  &c  d'un  pareil  no.m- 
bre  de  côtés,  on  tire  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB 
aux  angles  du  poligone  les  cordes  B  D  y  B  E  y  B  F  ,B  G, 
B  H  &c  :  je  dis  que  les  cordes  impaires  lorfque  l'arc 
ADtd  une  aliquote  impaire  de  l'arc  AR  yk  leurs  quar- 
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rés  lorfqu'il  en  eft  une  aliquoce  paire ,  expriment  les  ra- 
cines vraies  de  l'égalité  qu'on  trouve  en  égalant  à  la  gran- 
deur pofitjve  -4-*,  le  rang  parallèle  de  la  Table  donc 
l'expofaoc  furpafle  d'une  unité  le  nombre  des  côtés  du 
poligone  }  &  que  les  cordes  paires  dans  le  premier  cas , 
&  leurs  quarrés  dans  le  fécond ,  expriment  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  qu'on  trouve  en  égalant  a  la 
grandeur  négative  — **,  le  même  rang  parallèle  de  la 
Table. 

Fie.  171.     Soit,  par  exemple ,  l'arc  AD  tz{AR  j  je  disque  les 
173.         cordes  impaires  B  D ,  B  F ,  B  G }  font  les  racines  vraies 
de  l'égalité  x% —  5    -4-  5  x  sr  * ,  &  que  les  cordes  paires 
Fie  171.  BE  ,  B       font  les  racines  vraies  de  l'autre  égalité 
Z7+.        x] —  5  x'-f-  5  x  C=  —      Si  l'arc  ^  D  :r  7  -rf    j  les  quar- 
-  rés  des  cordes  impaires  B      B  F ,B  H ,  leront  les  racines 
vraies  de  l'égalité  x'- —  6        9  x  x — 1  t=  <* ,  &  les  quar- 
rés des  cordes  paires  B E^  B  K ,  B  G 7  feront  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  x9 —  6  x*"-+-  9  xx  —  1  sr  —  a. 

Car  fi  l'on  propofe  de  divifer  la  circonférence  entiè- 
re répétée  un  certain  nombre  de  fois  plus  ou  moins  l'arc 
A  R  y  en  parties  égales  dont  la  première  foit  moindre 
que  la  demie  circonférence  ,  il  eu  clair  félon  l'article 
444.  qu'on  formera  la  même  Table  que  pour  la  diviiîon 
de  l'arc  AR  :  en  obfervant  que  les  cordes  doivent  chan- 
ger necelTairement  une  fois  de  figne  (  avant  que  d'arriver 
à  la  dernière  B  R)  lorfque  la  circonférence  n'eft  répétée 

2uune  fois,  par  ce  que  l'origine  commune  *  de  toutes 
;  trouve  fur  l'une  des  parties  égales  $  que  les  cordes  doi- 
vent changer  deux  fois  de  fignes  ,  lorfque  la  circonfé- 
rence eft  répétée  deux  fois ,  parce  que  l'origine  M  fe 
trouve  neceflairement  fur  deux  des  parties  égales  j  qu'elles 
doivent  changer  trois  fois,  lorfque  la  circonférence  eft  ré- 
pétée trois  fois ,  parce  que  l'origine  B  fe  trouve  far  trois 
parties  égales,  &  ainfi  de  fuite.  La  corde  BR  fera  donc 
pofitjve  lorfquil  s'agit  de  divifer  en  parties  égales  l'arc  A  R 
&  la  circonférence  répétée  un  nombre  pair  de  fois  plus 
ou  moins  l'arc  AR  ;  &  négative  lorfque  la  circonfexeo. 
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ce  eft  répétée  un  nombre  impair  de  fois  :  c'eft  à  dire  que 
dans  le  premier  cas  on  doit  égaler  le  rang  parallèle  de 
la  Table  i  la  grandeur  pofitive  -f  a.  Et  par  confequent 
les  cordes  impaires  ou  leurs  quarrés  feront  les  racines 
vraies  de  l'autre  égalité  donc  l'un  des  membres  eft  —  a. 
Ce  qu'il  fallait ,  &c . 

Remarque  III. 

450.  Les  mêmes  chofes  étant  pofées ,  fi  l'arc  AD  Fie.  171, 
eft  une  aliquoee  impaire  de  Tare  A  R.  s  il  eft  clair  par  l'inf-  17 h 
pe&ion  de  la  Table ,  que  tous  les  termes  pairs  ,  c'eft  â 
àire ,  le  deuxième ,  quatrième ,  fixiéme ,  &c ,  excepté  le 
dernier  terme  4 ,  manquent  toujours  dans  les  deux  éga- 
lités qu'on  trouve  félon  la  remarque  précédente.  Or 
l'on  fçait  en  Algèbre,  qu'en  changeant  de  fignes  les  termes 
pairs  d'une  égalité ,  on  ne  fait  qu'en  changer  les  racines 
vraies  en  fauiles  &  les  faufles  en  vraies.  D'où  il  fuit  que 
les  cordes  paires  qui  (ont  des  racines  vraies  de  l'égalité 
dont  [l'un  jaes  membres  eft  — a ,  deviendront  des  racines 
faufles  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres  eft  —f  <*. 
Par  exemple ,  fi  l'arc  AD  zi\Alt>  les  cordes  impaires 
BD%  BFy  B  G',  feront  les  racines  vraies  de  l'égalité 
x*  —  5  x9  5  x  S  a ,  &  les  cordes  paires  B  E ,  B  H ,  en 
feront  les  racines  fauflès. 

On  peut  tirer  de  ces  deux  dernières  Remarques  plu- 
fieurs  Théorèmes  la  plûpart  entièrement  nouveaux,  tou- 
chant l'infcription  des  poligones  réguliers  }  fi  Ton  fait  at- 
tention que  la  grandeur  connue*  du  fécond  terme  d'une 
égalité  renferme  la  fomme  de  fes  racines ,  que  celle  du 
troifiéme  terme  renferme  la  fomme  des  plans  alternatifs 
de  fes  racines ,  que  celle  du  quatrième  terme  renferme  la 
fomme  des  folides  alternatifs  &c,&  enfin  que  le  dernier 
terme  eft  égal  au  produit  de  toutes  les  racines  les  unes 
par  les  autres.  J'en  mettrai  ici  quatre  des  principaux, 
après  avoir  fait  la  Remarque  fuivante  qui  peut  être  de 
quelque  utilité. 
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Rem  aï.  q^u  e.  IV. 

Fie.  171.  451*  Les  mêmes  chofes  étant  pofées  que  dans  la 
173.  Remarque  précédente,  où  l'on  veut  que  l'aliquote  A D 
de  l'arc  A  R  (oit  impaire  •>  je  dis  qu'entre  les  cordes  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  A  R  B  qui  contient 
l'arc  ARth  dernière  ou  plus  petite  B  F  loûtend  un.  arc 
B  F  qui  eft  à  l'arc  B  R ,  en  même  raifon,que  Tare  A  Di 
l'arc  A  R. 

Car  foit  Parc  AD  la  cinquième  partie  de -l'arc  AR% 
&c  par  confequent  l'arc  D  E  la  cinquième  partie  de  la 
circonférence  -}  il  eft  clair  que  la  demie  circonférence 
ARB  contiendra  deux  fois  &  demie  l'arc  DE ,  c'eft  i 
dire ,  deux  fois  l'arc  D  £  ou  bien  l'arc  D  EF  plus  la  cin. 
quiéme  partie  de  la  demie  circonférence.  Donc  l'arc 
A  D  plus  l'arc  B  F  vaut  la  cinquième  partie  de  la  demie 
circonférence  ARB.  Donc  puifque  A  D  eft  la  cinquième 
partie  de  l'arc  A  Rti\  s'enfuit  que  BF  fera  auflî  la  cin. 
quiéme  partie  de  l'arc  B  R  complément  à  deux  droits 
de  l'arc  A  R.  Mais  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  fub- 
Ifte  avec  la  même  force ,  foit  que  l'arc  A  D  foit  la  cin- 
quième partie  de  l'arc  A  R ,  ou  bien  une  autre  aliquore 
quelconque  impaire.  On  a  donc  eu  raifon  de  dire  en  ge« 
neral  &c. 

De  la  on  voit  que  fi  l'on  nomme  b  la  corde  B  R  d'un 
arc  quelconque  B  R  moindre  que  la  demie  circonféren- 
ce, cfont  le  rayon  eft  1  *  &  que  l'on  forme  une  égalité- 
dont  l'ua  des  membres  foit  by  &  l'autre  le  rang. parallèle 
de  la  Table  qui  furpafle  d'une  unité  le  nombre  des  par- 
ties égales  dans  lcfquelles  l'arc  BR  doit  être  divifé  :  cet- 
te égalité  aura  pour  l'une  de  fes  racines  la  corde  B  F 
de  la  première  de  fes  parties ,  &  par  confequent  pour  une 
autre  de  fes  racines,  la  corde  B  G  de  la  première  d'un: 
pareil  nombre  de  parties  égales  de  l'arc  BAS.  complé- 
ment i  quatre  droits  de  l'arc  BR. 

The  on.  E 
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Theouesme  I. 

452«  S  1  ton  infcnt  au  dedans  d*un  cercle  un  poligone  re-  Fx«.  w 
gulier  quelconque  DEFGH&c  tfun  nombre  impair  de  cotés }  • 
&  qu'on  tire  d'un  point  quelconque  B  de  la  circonférence  à  tous 
les  angles  du  poligone  des  cordes  BD,  BE,  BF,  BG,  BH, 
&c  \je  dis , 

t°.  gue  la  fomme  des  cordes  impaires  B  D ,  B  F ,  B  G  &c 
4  commencer  par  la  plus  grande  B  D  fera  toujours  égale  4  la 
fomme  des  cordes  paires  B  E ,  B  H  &c  i  c'efi  d  dire  que  la  plus 
petite  corde  B  F — BE-f-BD —  BH-+-BG  &c  ssof 

Car  menant  le  diamètre  B  A ,  &  prenant  l'arc  si  r 
qui  contienne  Tare  A  D  autant  de  fois  que  le  poligone 
a  de  côtés ,  il  eft  clair  comme  l'on  vient  de  voir  que  il 
l'on  nomme  la  corde  BRrayU  le  rayon  CA  ou  CB,  1  v 
les  cordes  impaires  BD,*BFtBG&c,  feront  les  racines 
vraies,  &  les  cordes  paires  BE ,  BH  &c ,  les  racines 
fauiïes  de  l'égalité  qui  a  pour  l'un  de  fes  membres  -f-*„ 
Or  puifque  le  fécond  terme,  qui  félon  qu'on  démontre 
en  Algèbre  contient  la  fomme  des  racines ,  manque  tou- 
jours dans  cette  égalité  $  il  s'enfuit  &c. 

z°.  Que  fi  ton  mené  le  diamètre  B  A ,  &  qu'ayant  pris  lare 
A  K  qui  contienne  Parc  A  D  autant  de  fois  que  le  poligone  a 
de  cbtés  %  on  tire  la  corde  B  R  :  le  produit  BD*BE*BF* 
B  G  «  B  H  &c  de  toutes  les  cordes  BD,  BE,BF,BG 
B  H  &c  les  unes  par  les  autres  ,  fera  toujours  égal  au  produit 
de  la  corde  B  R.  par  une  puijfance  dm  rayon  C  A  qui  aie  pont- 
expofant  le  nombre  des  cordes  —  1. 

Car  ce  dernier  produit  vaut  le  membre  d  }  quifque 
BR  *zz*,6c  qu'on  prend  dans  la  Table  pour  l'unité  le 
rayon  C  A,  Or  comme  le  terme  a  eft  toûjours  le  dernier 
terme  de  l'égalité  qui  a  pour  fes  racines  toutes  les  cordes 
BDy  BE%BFyBGsB  M  &c ,  te  que  le  dernier  terme 
d'une  égalité  contient  toûjours  félon  ce  qu'on  démontre 
en  Algèbre  le  produit  de  toutes  fes  racines  :  il  s'enfuit  &c. 
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Theohesme  II. 

F  te  <7j.  45)*  Si  dtvife  une  demie  circonférence  ÀEB  en  un 
•  nombre  quelconque  impair  de  parties  égales ,  dont  les  deux  pre- 

mières foient  Parc  A  E  ,  les  quatre  premières  tare  AEF ,  & 
ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux  jufqu'm  la  dernière  j  &  qu'on  tire 
les  cordes  BE,  BF  &c:/>  dis , 

i°.  Que  la  première  de  ces  cordes  B  E ,  moins  la  féconde  B  F, 
plus  la  troifiéme,  moins  la  quatrième  &e.jufqu'ï  la  dernière 
inclufivement  j  efi  toujours  égale  au  rayon, 

i°.  Que  le  produit  B  E  H  B  F  &c.  de  toutes  les  cordes  les  unes 
far  les  autres  ,  efi  égal  à  une  puiffance  convenable  du  rayon, 
Ainfi  dans  cet  exemple  où  le  nombre  des  divi fions  efi  5 ,  # 
il  n'y  a  par  confequent  que  deux  cordes  BE,  B  F  ,  on  aura 

1°.  BE—BF—CA.  i°.  BEh  BF=»CAa. 

Car  inscrivant  dans  le  cercle  entier  le  poligone  régu- 
lier BFGH  dont  le  nombre  des  côtés  foit  égal  au  nom- 
bre des  di vidons  a  commencer  par  le  point  A  j&  tirant 
de  l'autre  extrémité  B  du  diamètre  AB  i  tous  les  an- 
gles de  ce  poligone  des  cordes  B D,  B  E  ,  B  H  y  BF, 
BGy  &c;  il  eft  clair  i°.  Que  la  plus  grande  de  ces  cor- 
des BDtfk  égale  au  diamètre  BA,ôc.  qu'ainfi  l'arc  jiû 
étant  nul  ou  zéro ,  l'arc  ^4  Rie  fera  auffi  }  d'où  l'on  voit 
que  la  corde  B  R  fera  aufli  égale  au  diamètre  B  A,  i°. 
<Jue  les  cordes  B  E  %  BHyBFyBG  &c ,  étant  prifes 
deux  à  deux  font  égales  entr'elles.  Or  cela  pofé  ,  fi  l'on 
applique  le  Théorème  précèdent  à  ce  cas  particulier  on 
en  verra  naître  celui-ci.  Donc  &c. 

Theohesme  III. 

F  i«.  i7i.  454-  Si  ton  inferit  au  dedans  <£un  cercle  un  poligone  rt- 
guLer  quelconque  DEFGHK&c,  dont  le  nombre  des  cbtk 
foit  pair }  é-  que  d'un  point  quelconque  B  de  la  circonférence , 
on  tire  à  tous  les  angles  de  ce  poligone  des  cordes  BD,  B  E, 
BF^BGjBH/BK  &c.  :  je  dis, 

1°.  Que  la  fomme  tant  des  quarrés  des  cordes  impaires  B  D, 
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BF,BH,^«^  cordes  paires  B  E ,  B  G ,  BK,f/  haie  ait 
quarrè  du  rayon  C  Rpris  autant  de  fois  que  le  poligone  a  de  cotés. 

Car  menant  le  diamètre  B A  ,  &  prenant  l'arc  A  R 
qui  contienne  l'arc  ~4  D  autant  de  fois  que  Je  poligone 
a  de  côtés  j  il  eft  clair*  qu'en  nommant  la  corde  B  Rya^  *  Art. 44}. 
&  le  rayon  C  A  ou  C  B  ,  1  j  les  quarrés  des  cordes  im- 

Îiaires  «D,  /?f ,  BH  é-c%  feront  les  racines  vraies  de 
'égalité  dont  l'un  des  membres  eft  -+-a  j  &  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  BE^BK^BO  &c ,  feront  les 
racines  vraies  de  l'autre  égalité  dont  l'un  des  membres 
eft  — a.  Or  le  coëficient  du  fécond  terme  de  chacune 
de  ces  deux  égalités  oui  contient  la  fomme  de  leurs  ra- 
cines, eft  toujours  égal  au  ouarré  du  rayon  pris  autant  de 
fois  que  le  poligone  a  de  cotés ,  comme  Ton  voit  dans  la 
Table.  Donc&c. 

i°.  Que  fi  ton  mené  le  diamètre  B  A  \&  qu'ayant  pris* Parc 
A  R  qui  contienne  autant  de  fois  l'arc  A  D  que  le  poligone  a 

de  cités ,  on  tire  la  corde  B  R  :  le  produit  BD*  n  BF*«  BH*  &c. 
des  quarrés  des  cordes  impaires  y  eft  égal  au  produit  de- 
B  A  ~  B  R.  par  une  puijfance  convenable  du  rayon  ,  ftavoir 
B  A  -4-  B  R  lorfque  le  nombre  des  cbtès  du  poligone  eft  fim- 
plement  pair  >  &  BA — BR  lorf qu'il  eft  paircment  pair , 
t'efi  À  dire ,  divifible  par  +  ',&  le  produit  BE*  «  BCT  «  B  K*  &c. 
des  cordes  paires ,  eft  égal  au  produit  de  B  A  j^ï.  B  R  par  la> 
mime  puijfance  du  rayon ,  fçavoir  B  A  —  BR  dans  le  premier 
cas  &  B  A-f-BR  dans  le  fécond. 

Car  nommant  B  R ,  a  j  &  le  rayon  CA ,  1  h  il  eft  clair 
que  les  quarrés  des  cordes  impaires  B  D  ,BFyBH&cy 
font  les  racines  d'une  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier 
terme  1  "Hf  <*  »  c'eft-à-dire  B  *A  B  R  }  &  de  plus  que  les 
quarrés  des  cordes  paires  B  R  ^  B  G  y  B  K  ejrc ,  font  les 
racines  de  l'autre  égalité  qui  a  toujours  pour  dernier  ter. 
me  1  a  y  c'eft-à-dire  B  A  ~+  B  R,  Or  comme  le  der- 
nier terme  d'une  égalité  contient  toujours  le  produit  de 
toutes  fes  racines ,  il  s'enfuit  &c.  ^ 

Hhh  ij 
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Corollaire. 

455.  D  e.la  il  eft  évident  i°.  Que  la  fomme  des  quar- 
res de  toutes  les  cordet  tant  paires  qu'impaires,  eft  égal  au 
quarre  du  rayon  multiplie  par  le  doubie  du  nombre  des 
cotés  du  poligone  ,  c'eft  à  dire  ici  que  B  ^"-f-  b  t* 

B  D  -±-is  K  -+-BH  b  G*«. \\UZi  .  20.  Que  la 
différence  des  quarrés  des  cordes  impaires  avec  les  quarres 
des  cordes  paires ,  eft  toujours  égaie  à  zéro,  c'eft  à  dire, 

que*/  —  bt  -t-BD  —  b  k  -\-BH  b  G* =»o.  3». 

Que  le  produit  des  quarres  des  cordes  impaires  plus  celui 
des  quarres  des  cordes  paires ,  eft  égal  au  quadruple  d'une 
puiflance  pareille  du  ravon  h  c'eft  à  dire,  que  ITf* mITd 

h  TàT+STtx  BK^*Z'*-+c\Aé.  40  Que  la  différence 
de  ces  deux  produits,  eft  égale  au  double  de  la  corde  BR 
multipliée  par  une  puiftance  convenable  du  rayon  i  enob- 
fervant  que  le  produit  du  quarredes  cordes  impaires ,  fur- 
afïè  celui  des  quarres  des  cordes  paires  ,  lorfque  le  nom. 
re  des  côtés  du  poligone  eft  Omplement  pair ,  &  au  con- 
traire qu'il  eft  moindre,  lorfqu'il  eft  pairemenr  pair  .-c'eft 
i  dire  ici ,  que  b  t*HB  d\  B  H*  —  ~\  Bk\Jg* 
siiAiC^'.  50.  Que  le  produir  des  quarres  de  toutes 
les  cordes  tant  paires  qu'impaires  les  uns  par  les  autres  fe- 
ra toujours  égal  au  produit  de  b~Â% —  1Tb  =  Bj4Z+  BR 

*  B  «^r*  B  R*=.^4  R  à  caufe  de  l'angle  droit  A  R  B  ,  par 
une  puiffance  convenable  du  rayon  :  c'eft  à  dire  en  ex- 
trayant de  part  &  d'autre  les  racines  quarrees ,  que  le  pro- 
duit de  toutes  les  cordes  eft  égal  au  produit  de  la  corde 
•A  R  par  une  puiffance  du  rayon  moindre  d'une  unité  que 
le  nombre  des  cordes  }  par  exemple  ici,  Bf*BE.*BD 
nBKnB  H*BG=AR*CA\ 

Theoresme  IV. 

fi     *7f.       4f6»  5  I       divife  une  demie  circonférence  A  D  B  en  un 
nombre  quelconque  pair  de  fartfes  égales  ,  dont  la  fremert 


Digitized  by  Google 


Des  P&oblesmss  de'te&mine's.  41$ 

Joit  Para  AD  y  les  trois  premières  Parc  AD  E,  les  cinq  pre- 
mières Parc  ADEF,  &  ainjs  de  fuite  de  deux  en  deux  juf- 
qu'à  la  dernière  ^drq^ntire  les  cordes  B  D ,  BE  ,  BF  &c: 
je  dis % 

i°.  Que  la  fomme  des  quart  h  de  ces  cordes  efi  égale  au 
quatre  du  rayon  pris  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  divi fions.  Cefi 
à  dire  iciy  où  le  nombre  des  divi  fions  efi  6,  que  B  D  -+-B  E 

i°.  <2*f  le  produit  des  quartés  de  ces  cordes  les  uns  par  les 
autres ,  vaut  le  double  de  la  puiffance  convenable  du  rayon, 
^imfi  BU*  *  ÏÏh*  *  FF*  -iCA',  &  par  confequent  B  D 
«BE«BF  =  CA,*f/'i. 

Car  infcrivant  dans  le  cerclé  entier  un  poligone  régu- 
lier D  EF  O  H  K ,  donc  le  nombre  des  côtes  loit  égal  au 
nombre  des  divifions ,  à  commencer  par  la  première  D  j 
&  tirant  de  l'extrémité  B  du  diamètre  A  B ,  à  tous  les 
angles  de  ce  poligone  ,  des  cordes  B  D , B  K ,  BE , B  H , 
B  F ,  B  G  :  il  eft  clair  que  les  cordes  B  D,BK,B  £,  J/f, 
B  F*  BG  ,  &c  étant  prifes  deux  à  deux  font  égales  entr'- 
elles  •  &  partant  que  fi  l'on  applique  les  articles  premier  fit 
troifieme  du  Corollaire  précèdent  à  ce  cas  particulier ,  on 
en  verra  naître  ce  Théorème. 

Exemple  XII. 

457  Inscmue  dans  un  cercle  donné ,  un  poli-  Fie.  17t. 
gone  régulier  quelconque ,  dont  le  nombre  des  côtés  foie 
donne. 

On  peut  regarder  ce  Problême ,  comme  n'étant  qu'un 
cas  particulier  de  l'Exemple  précèdent.  Car  11  I  on  fup- 
pofe  que  la  corde  B  R  devienne  nulle  ou  zéro  ,  il  s'en- 
fuit que  l'arc  j*  R  qu'elle  termine  deviendra  la  demie 
circonférence  Or  fi  l'on  propofe  de  divifer  la  circonfé- 
rence entière  en  un  nombre  quelconque  de  parties  éga- 
les •  il  eft  évident  qu'en  divifant  la  demie  circonférence? 
dans  ce  même  nombre ,  &  prenant  la  féconde  corde  au 

H  h  h  iij 
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lieu  de  la  première,  elle  terminera  la  première  des  par- 
ties demandées.  Par  exemple ,  fi  Ton  divife  la  demje  cir- 

Fio.  176.  conférence  *4DB  en  fept  parties  égales  ~AD,DEyEF% 
'  JG,  G H>  H/y  IB  y  la  féconde  corde  BE  terminera 
l'arc  *A  E,  qui  eft  la  feptiéme  partie  de  la  circonférence 
entière.  D'où  l'on  voit  qu'en  égalant  à  zéro  le  rang  pa- 
rallèle de  la  Table  qui  lurpaflè  d'une  unité  le  nombre 
des  cotes  du  poligone ,  on  formera  une  égalité  dont  la 
plus  grande  des  racines  x  exprimera  la  valeur  de  la  cor- 
de  BD  qui  termine  Tare  si  D  moitié  de  l'arc  cherché 

*j*rt.4+i.  siE.  Mais*  CB  {i).BD(x)  ::  B  D  {x).  B  E-+B  A , 
&  par  confequenc  fi  l'on  nomme  la  féconde  corde  BE, 
^  j  on  aura  xx  ~  ^-f  2.  Si  donc  Ton  fait  évanouir  par 
le  moyen  de  cette  égalité  l'inconnue  *  dans  la  précé- 
dente, on  en  formera  une  nouvelle  dont  la  plus  grande 
racine  exprimera  la  corde  BE  qui  termine  l'arc  cher- 
ché si  £.  Ainfi  dans  nôtre  exemple ,  en  égalant  à  zéro 
le  huitième  rang  parallèle  &  divifant  par  x ,  je  trouve 
cette  égalité  x* — 7**  H-  14XX  —  7  zzo,  dans  laquelle 
mettant  a  la  place  dexxùi  valeur  ^  — f  1 ,  à  la  place  de 
x*  le  quarré  de  cette  valeur  &c.  je  la  change  en  cette 
autre  — KJL — *  V"*  1  ~9  »  dont  la  plus  grande  des 
racines  ^exprime  la  valeur  delà  corde  BE  qui  termine 
l'arc  A  E  feptiéme  partie  de  la  circonférence  entière. 

Voici  maintenant  une  manière  générale  de  trouver 
immédiatement  toutes  ces  égalités  lorfque  le  nombre 
des  côtés  du  poligone  eft  impair  qui  eft  le  feul  cas  ne- 
ceffaire  •>  puifque  s'il  étoit  pair  ,  on  le  reduiroit  toujours 
en  le  divifant  par  1 ,  autant  de  fois  qu'il  feroir  poffible , 
en  un  nombre  impair  dans  lequel  ayant  partagé  ia  cir- 
conférence ,  on  auroit  par  la  bifteûion  d'une  des  parties 
égalés ,  réitérée  autant  qu'il  feroit  neceflàire ,  l'arc  qu'on 
demande. 

Soit  conftruite  une  Table  dans  laquelle  le  premier 
rang  parallèle  étant  1,  &  le  fécond  * —  1  }  le  troifieme 

— 2^ — 1  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  s^t  moins  le 
premier  y  le  quatrième  ^ — ^ — 1^-+ 1  foit  égal  au  pro- 
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duit  du  troifiéme  par  moins  le  fécond  ;  &  ainfî  à  Tin.  . 
fini.  Soie  formée  une  égalité  dont  l'un  des  membres  étant 
zéro,  l'autre  foit  le  rang  parallèle  de  la  Table  ,  qui  ait 
pour  expofant  la  plus  grande  moitié  du  nombre  des  cô-. 
tés  du  poligone.  Je  dis  que  la  plus  grande  des  racines  ^ 
de  cette  égalité ,  terminera  un  arc  qui  aura  pour  corde , 
le  côté  cherché  du  poligone. 


Table  pour  Finfcription  des  poligone  s 
réguliers  dans  le  cercle» 


1 

*K.  -4-i 
— ^'—3^-4-*^  -4-  1 

4*"-f-3Vrf-  3<  —  « 
5^-4-4^' H-  3^  —  1 

ï—7< -M*!  -4- M*4— ïo^  — I0*A-4-  4*.+i 
^  — ^  —  8  V  +7^  -4-  x  1  <  — 1 5  0 — *     + 1  o^-|-5^- 1 


ier| 
1e 

3e 
4e 

r 

6e 

7e 
8e 

9e 
10e 


Qu'il  faille ,  par  exemple  ,  inferire  dans  un  cercle  un 
heptagone.  Je  prends  le  quatrième  rang  parallèle  de  la 
Table ,  parce  que  4  eft  la  plus  grande  moitié  de  7  >  &  Té- 
galant  à  zéro  j'ai  £ — 2^ — x^H-  1  —  dont  la  plus 
grande  racine  z  exprimera  la  valeur  de  la  corde  £  E>  qui 
termine  Tare  *A  £  fêptiéme  partie  de  la  circonférence  en- 
tière i  pour  le  prouver. 

Soit  un  arc  de  cercle  *A  R  moindre  que  la  demie  cir-  F 1  c.  175, 
conférence  divifé  en  un  nombre  quelconque  impair ,  de 
parties  égales  aux  points  D,  £ ,  J7,  G  &c  :  &  foient  me- 
nées de  l'extrémité  Ji  du  diamètre  B  ,  les  cordes  BDy 
BEtBF,BG  &c,  jufqu'à  la  dernière  £  R.  Ayant  pris 
l'arc  A  S  égal  â  l'arc  ^  D ,  foit  tirée  la  corde  BS ,  & 
foient  nommées  la  première  corde  £D  ou  BS ,  x  i  & 
h  féconde  BEy  ^  Cela  pofé,  on  aura  félon  le  Lemme 
CB(i).  BE{z)::£  D  (x).  BF-+BS.  Et  par  confe- 
quent  BF  ïsx^ — x.  De  même  CB  (î).BE(zJ::  B  F, 
£DHr£H.  Etparconfequenc^/f  tzz^BF — -fluide 


Digitized  by  Google 


45i  Lit  HE  Dixie'mi. 

.  même  encore  CB  (  i  ).  B  E  (  0  :  :  BH.  BF-{-B  R  ,  & 
partant  fl-ft.  sr  f/ — B  F  :  c'eft  à  dire ,  que  la  cinquiè- 
me corde  BH  eft  égale  au  produit  de  la  troificme  BF  par 
^,  moins  la  première  B  D  -,  que  la  feptiéme  BR  eft  égale 
au  produit  de  la  cinquième  H  par  2^,  moins  la  troificme 
B  f  yU  ainfi  a  l'infini  de  toutes  les  cordes  impaires  Doit 
Ton  voit  que  fi  l'on  conftruit  une  Table  dont  le  premier 
rang  étant x,& le  fécond  xz — x-y  le  troificme xx-z. — xz, 
— — x  foit  égal  au  produit  du  fécond  par  z, ,  moins  le  pre- 
mier j  le  quatrième  xz} — xz»z, — ixaj-f-t  foit  égal  au 
produit  dû  troificme  par  z,  moins  le  fécond  >  &  ainfi  à 
l'infini  :  les  rangs  de  cette  Table  exprimeront  par  ordre 
toutes  les  cordes  impaires  BD%BFyBH^BR3dc  l'arc 
AR.  Or  les  rangs  de  cette  Table  n'étant  autres  que 
ceux  de  la  précédente  multipliez  chacun  par  x  ,  il  s'en* 
fuit  qu'en  fuppofant  que  la  dernière  corde  B  R  deviea. 

1 1  «.  17*.  ne  nulle  ou  zero  ( cc  <lui  arrive  lcr^ue  1>arc  ^  *  devient 
la  demie  circonférence,)  &  faifant  ce  qu'on  vient  de 
preferire  ,  on  aura  une  égalité  dont  l'inconnue  z,  expri- 
mera la  féconde  corde  BE  qui  termine  l'arc  A  £  qui  eft 
contenu  autant  de  fois  dans  la  circonférence  entière, que 
l'arc  AD  qui  en  eft  la  moitié ,  l'eft  dans  la  demie  cir. 
conférence. 

Il  faut  remarquer  i°.  Que  les  égalités  qu'on  trouve 
de  cette  manière  font  les  plus  (impies  qu'il  eft  poflible , 
lorfqne  le  nombre  des  côtes  du  poligone  eft  un  nombre 
premier  :  mais  que  loriqu'il  eft  compofé  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  premiers ,  il  faudra  divifer  d'abord  la 
circonférence  entière  en  autant  de  parties  égales  q«e 
le  plus  grand  de  ces  nombres  a  d'unités ,  &  en/ôite  une 
de  ces  parties  en  autant  de  parties  égales  que  l'un  des 
nombres  reftans  a  d'unités  ,  &  continuer  jufqu'à  ce  que 
tous  les  nombres  premiers  qui  compofent  le  nombre 
donné  des  côtés  du  poligone  foient  épuifés.  a°.  Qu'en- 
tre les  cordes  qui  partent  du  point  B ,  &  qui  font  ren- 
fermées dans  la  demie  circonférence  AEB  5  les  impai- 
res  à  commencer  par  la  plus  grande  B£  font  les  racines 
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waies ,  &  les  paires  les  faufles  des  égalités  qu'on  trouve 
par  cette  méthode  :  ainfi  les  cordes  B  E  ,  BI font  les 
deux  racines  vraies  de  l'égalité^' — \x: — i*.-f-i 
la  corde  B  G  en  eft  la  fautfe.  3*.  Qu'entre  les  racines  de 
ces  fortes  d'égalités  ,  la  plus  petite  eft  la  corde  d'un  arc 
qui  eft  la  moitié  de  celui  qu'on  cherche  :  c'eft  à-dire  dans 
cet  exemple,  que  la  plus  petite  racine  BI  de  l'égalité 
tI — ^ — 1  v4-  1  sr  0 ,  eft  la  corde  d'un  arc  BI  qui  eft  la  * 
quatorzième  partie  de  la  circonférence. 

Remai  q^u  e. 

458.  I  l  eft  vifible  dans  cette  dernière  Table ,  que 
tous  les  termes  du  premier  &  du  fécond  rang  perpendicu- 
laire ont  chacun  pour  coeficient  l'unité  }  que  ceux  du 
troifiéme  &  du  quatrième  rang  ont  pour  coeficiens  les 
nombres  naturels  1,1,  3, 4  &c,  qui  fe  forment  par  l'ad- 
dition continuelle  des  unités  j  que  ceux  du  cinquième  8c 
du  fixiéme  rang  ont  pour  coeficiens  les  nombres  triangu- 
laires i ,  3,  6, 10  &c  qui  fe  forment  par  l'addition  conti- 
nuelle des  nombres  naturels  j  que  ceux  du  feptiéme  & 
du  huitième  rang  ont  pour  coeficiens  les  nombres  pira- 
midaux  1 , 4, 10  &c,  qui  fe  forment  par  l'addition  conti- 
nuelle des  triangulaires }  &  ainftà  l'infini  de  deux  en  deux 
des  nombres  d'un  ordre  fuperieur  qui  fe  forment  par  l'ad«* 
dition  continuelle  de  ceux  du  dernier  ordre.- 

L  E  MME  I. 

4-59*  S  '1 L  y  *  f*r  *»  demi  cercle  À  E  B  deux  arcs  égaux  F 1  «.  177. 
A  D ,  E  F ,  dont  l'un  A  D  ait  fin  commençaient  en  l'une  des 
extrémités  A  du  diamètre  A  B ,  fjr  l'autre  E  F  [oit  pris  far  tout 
9Ù  ton  voudra  >  &  qu'on  tire,  les  cordes  BD,BE,BF,^* 
AD,  AE,  AF:>*  dis  ,  1°  Que  ABhBFsBDhBE 
— AD  x  AE.  i°.Que  AB  h  AF~=  BD  *  AE+AD  h  BE: 

Car  les  trois  triangles  re&angles  *A DG  (le  point  G 
eft  ici  le  point  d'interfe&ion  des  cordes  BD>  *JF) ,  ,AEB\ 
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BFG  font  femblables  entr'eux  -,  putfque  l'angle  AGD 
ou  BGF  ayant  pour  mefure  la  moitié  des  deux  arcs 
3 F ,  ^D,  eft  égal  i  l'angle  BA E  qui  a  auflî  pour  me- 
fure la  moitié  des  deux  arcs  BF^rE^ouAD.  Si  donc 
l'on  nomme  le  diamètre  AB  ,i  »  les  cordes  B  D ,  x -t 
AD%y>  B  E^v^AE,^  on  aura  i".  i?£  (v).EA  (*):: 
y/D(;).i)G  criS,& partant  BO  ou  i?  Z) — CC  ~* 

— x°.  AB{i).BE{v)::  BG^x—ty.  BF~vx 

—y  s  c'eft  i  dire  (  puifque  ^  B  sr  i  )  que  A  B  \  B  F 
vmB  Dh  B  E — AD  h  A  E*  Ce  qu'il  falloit  démontrer 
en  premier  lieu. 

Maintenant  BE{v).  BA(i)::  AD  {y).  A  G  =l.Et 
AB  (i)  AE{3Q:iBG(x— -1  )  GF—xx,—  iSZ  - 

partant  A  G G  F  ou  A  Fmmxz—  M*  -f- î.« **-J-rjr, 

puifqu'a  caufe  du  triangle  recbngle  A  EB  on  trouve 
i — jD^s-wj  c'eft  i  dire  que  >tf ou  ytfif  h  A  F=mB  D 
*A£-+-  AD  *BE.  Ec  c'eft  ce  qui  reftoit  i  démontrer, 

L  E  M  M  E  II. 

4^°«  Soit  /«rW*  une  Table  ,d*nt  le  premier  rang  p*. 
ra/leie  étant  compofé  de  deux  parties  x       y ,  tous  les  autres 
le  foient  auffi  félon  cette  règle  ;  la  première  partie  de  tel  rang 
parallèle  qu'on  voudra ,  v«ut  la  première  partie  du  rangparalle. 
le  qui  le  précède  immédiatement ,  multipliée  par  x  ,  moins  ld 
féconde  partie  du  même  rang  multipliée  par  y  :  &  la  féconde 
partie  vaut  la  même  première  partie  multiplié  par  y  ,  plus 
la  même  féconde  multipliée  par  x.  Suit  d$  plus  un  arc  de  cercle 
Fie.  17t.  quelconque  A  R.  moindre  que  la  demie  circonférence  divifé  en 
autant  de  parties  égales  qu'on  voudra ,  aux  points  D  ,  fc ,  F , 
G ,  &c.  Je  dis  que  fi  le  diamètre  A  B      1 ,  &  les  deux  pre- 
mières cordes  BD=x,ADt:y}  toutes  les  autres  cordes 
B  E ,  B  F  ,  B  G  &c  ,  feront  txmmèes  parles  premières  parties 
du  deuxième  ,  troiftême ,  quatrième  ,  &c.  rang  parallèle  ,  & 
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les  autres  cordes  cor ref pondante  s  A  E ,  A  F ,  A  G ,  &c ,  par  les 
fécondes  parties  des  mêmes  rangs.  Amfi  B  G  étant  la  quatriè- 
me corde  y  vaut  la  première'  partie  x4  —  6  y  y  x  x  -+-  )'  du 
quatrième  rang  parallèle ,  &  [a  correspondante  A  G  vaut  la, 
féconde  partie  a.  y  x1 — 4  y1  x  du  mime  rang. 


Ier 

X 

1e 

*» —  33 

XJIX 

3e 

4e 

—  tx>**+  y* 

5e 

6e. 

7e 

Car  il  eft  clair  félon  le  Lemmc  précèdent  que  le  produit 
d'une  corde  quelconque  BF  par  la  première  corde  B  D 
(x  ),  moins  le  produit  de  la  corde  correfpondante  A  F , 
par  l'autre  première  corde  AD  {y)  exprime  la  valeur  de 
la  corde  BG  qui  fuit  immédiatement  BF}  &  aufli  que  la 
corde  AG  vaut  Bi  «  AD  {y)-\-Alr*  BD\x).  Donc  &c. 

Corollaire. 

^6l»  S  f  l'on  ajoute  enfemble  les  deux  parties  de 
chaque  rang  parallèle  de  la  Table  precedenre  ,  en  met. 
tant  par  ordre  tous  les  termes  qui  les  composent  félon 
les  difièrens  degrez  des  puhTances  de  x  >  on  formera  cet- 
te nouvelle  Table  qui  contiendra  par  ordre  les  termes 
de  toutes  les  puiflances  du  binôme  x-|-/:en  obfervanc 
que  le  premier  &  le  fécond  terme  doivent  être  pris  affir- 
mativement ,  le  troiûeme  &  le  quatrième  négativement, 
&  ai n fi  alternativement  de  deux  en  deux  jufqu'au  der- 
nier. Ainfi  le  troifiéme  rang  parallèle  contiendra 
y-f-5jrxx — )JJ* — f  »  c*cft-à  dire  le  cube  du  binôme 
x  -\-y ,  dont  on  prend  les  deux  premiers  termes  affir- 
mativement ,8c  les  deux  derniers  négativement  :  de  mê- 
me le  cinquième  rang  parallèle  contiendra  xM-  j/*4 
■ — ioj7 x1—-  \of  xx-\-     x-^rfy  qui  eft  la  cinquième 
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puiflance  du  binôme  x-\-y ,  dont  le  premier  &  le  fécond 
terme  [ont  pris  affirmativement ,  le  truifieme  &  le  quatriè- 
me négativement ,  le  cinquième  &  le  fixieme  affirmative- 
ment i  8c  il  en  eft  ainfi  de  tous  Ici  autres  rangs  à  l'infini. 

x  -+-  y 

xx-irix  —  yy 

x*-l-3  xx—  }yyx  —  y1 

Jr«4-41*,—  6r-y**—  +yxx  -4-  > 

A»  «4_  5>x4—  ioy»**-'—  icn'xx-f-  5;**  / 

.,'-+-7/*     1 i/y*'— )  5>^4-T-3.5A,  -M  i/xx— 7/x-./ 

Car  fi  l'on  fait  attention  â  la  manière  dont  la  Table 
précédente  eft  formée ,  on  verra  que  tous  les  termes  de 
chacun  de  (es  rang*  parallèles  font  formés  par  ceux  du 
rang  parallèle  qui  le  précède,  multiples  par  x  &  par/, 
&  joints  par  des  fignes  -4-  &  —  ,-en  telle  forte  que  les 
termes  des  deux  parties  qui  compofenc  chaque  rang  , 
étant  mi<»  par  ordre  ,  félon  les  difterens  degrés  de  l'in- 
connue  x ,  il  y  a  de  fuite  deux  fignes  -f- ,  &  après  deux 
lignes  —  j  &  ainfi  alternativement  jufqu'au  dernier. 

R  EMA&  QJJ  £. 

461.  I l  eft  vifible  dans  cette  dernière  Table  «que 
tous  les  termes  du  premier  rang  perpendiculaire,  ont 
chacun  pour  coëficient  l'unité  ,  que  ceux  du  fécond  rang 
ont  pour  coèficiens  les  nombres  naturels  1 ,  i ,  j ,  4,  &c , 
qui  fe  forment  par  l'addition  continuelle  des  unirés; 
que  ceux  du  troificme  rang  ont  pour  coëficiens  les  nom- 
bres triangulaires  1 , 3 ,  6  ,  10 ,  &c  >  qui  fe  forment  par 
l'addition  continuelle  des  nombres  naturels  j  que  ceux 
du  quatrième  rang  ont  pour  coëficiens  les  nombres  pi- 
ramidaux  1 , 4,  10 ,  20 ,  &c,  qui  fe  forment  par  l'addition 
continuelle  des  triangulaires  ;  &  ainfi  à  l'infini  de  rang 
en  rang  en  avançant  vers  la  droite ,  les  nombres  d  un 
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ordre  fupericur,fe  forment  par  l'addition  continuelle  de 
•ceux  de  Tordre  immédiatement  précèdent. 

Exemple  XIII. 

n  arc  de  cercle  A  R  étant  donné  j  le  divi-  Pie.  17S. 
fer  en  autant  de  parties  égales  qu'un  voudra,  aux  points 
D ,  £  ,  F ,  G  &a  par  une  méthode  différente  de  celle  de 
-l'Exemple  dixième. 

Ayant  nommé  le  diamètre  A  B%  1  i  les  cordes  don- 
nées B  R  ,  a  }  A  R  ,  b  i  qui  terminent  l'arc  donné  ^/  R.  j 
&  les  cordes  inconnues  B  D  ,x  }  A  D,y  i  qui  terminent 
l'arc  cherché  ./*D  >  on  élèvera  le  binôme  x-f-/  à  une 
puiflance  dont  l'expofant  foit  égal  au  nombre  des  divi- 
sons. On  formera  deux  égalités ,  dont  la  première  aura 
pour  l'un  de  Tes  membres  fa  donnée  a ,  &  pour  l'autre 
tous  les  termes  impairs  de  la  puilîance  de  joints 
par  des  lignes  -J-  &  —  alternatifs  -y  &  la  féconde  aura 
pour  l'un  de  les  membres  la  donnée  £ ,  &  pour  l'autre 
tous  les  autres  termes  de  la  même  pu  i  dan  ce  du  binôme 
tf-r-/,  joints  encore  enfemble  par  des  lignes  alternatifs 
&  — .  On  fera  évanouir  l'une  ou  l'autre  des  incon- 
nufis  x  ouyy  par  le  moyen  de  l'égalité  xx  :ri  — y  y  ou 
y  y  —  1  —  x  x ,  qui  fe  tire  du  triangle  A  D  B  rectangle  en 
D  :  ce  qui*donnera  enfin  une  dernière  égalité  où  il  n'y 
aura  qu'une  feule  inconnue  x  ou;,  dont  la  rc  fol  ut  ion 
fournira  la  valeur  de  cette  inconnue*  B  B 'ou  AD  qui 
termine  l'arc  cherché  A  D. 

Qu'il  faille  ,  par  exemple  ,  divifer  l'arc  cherché  A  K 
en  lept  parties  égales  aux  points  D  ,  M ,  F ,  G ,  H ,  /. 
Je  prends  la  fepnéme  pumance  x1  —4*  7y  xê  -+  11;  y  a* 
-4- 35/ x4 -+35yxI  -+ 11 7y*-+/T  du  binôme 
x— f;,  de  laquelle  je  forme  les  deux  égalités  </sa*f 
*_z  jc'  H-  35;*  x1 — 7>*  /,&^ïa  7  j  x"— 3*  *  *  *-f  ti  y  *x  x 
Et  raiiant  évanouir  dans  la  première  de  ces  deux 
égalités  1'inconnuë  yt  ou  dans  la  féconde  l'inconnue  x% 
par  le  moyen  de  l'égalité ;/ai«.xx  ou  xxmmi  —yy % 

Iii  iij 
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4}3  Livre  D  i  x  î  r  ai  i. 

je  forme  l'une  de  ces  deux  nouvelles  égalités  s  64  x* 
•~nix*  -+J6*1  —  yx  ou  b  iy —  56^*  -+111^' — 6yr, 
qui  ne  renferme  plus  qu'une  leule  inconnue  ,  &  donc  la 
reiolucion  qui  le  fera  félon  les  règles  du  Livre  précèdent, 
fournira  pour  l'une  de  fes  racine*  x  oujr,  une  valeur  B  D 
ou  ^4  D  qui  fèrvira  à  déterminer  la  première  des  parties 
égales  demandées.  Tout  cela  eft  une  fuite  des  deux  arti- 
cles preceuens. 

Il  eft  à  remarquer  que  fi  l'arc  *A  R  étoit  plus  grand 
que  la  demie  circonférence  ,  celle  des  deiix  égalités  pré- 
cédentes qui  a  pour  l'un  de  fes  membres  -+  b  fert  éga- 
lement fans  y  rkn  changer ,  mais  dans  l'autre  il  faut  chaa. 
ger  le  membre  H-  a  en  —  a  t  dont  la  railon  eft  que  la 
corde  B  R  (a)  partant  de  l'autre  côté  du  point  B  devienc 
négative  de  pofitive  qu'elle  etoit  ,  au  lieu  que  la  corde 
A  R  ne  repayant  point  de  l'autre  côté  du  point  ~*  demeu- 
re  toujours  pofitive. 

L  E  M  M  E  L 

4^4*  ^^,u  E  dans  un  quatre  quelconque  de  cellules  on 
rempltjfe  de  U  lettre  a ,  tcutes  les  cellules  du  premier  rang  pa- 
rallèle }  de  la  lettre  b ,  toutes  les  cellules  du  premier  rang  per- 
pendiculaire ,  excepte  La  première  j  &  ensuite  toutes  les  mutres 
cellules  par  le  moyen  de  cette  règle  •>  c'eft  à  feavoir  qu'une  cellule 
doit  toujours  être  égale  à  celle  qui  eft  au  dejfus  plie  m  celle  qui 
eft  à  gauche  :  de  cette  forte  on  aura  le  quarrê  de  cellules  qu'en 
voit  ici.   Orcelapo/é  ; 
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a  gauche  plus  à  toutes  celles  qui  (ont  au  ieffus  :  c'eft  À  dire , 
par  exemple ,  que  la  quatrième  cellule  4  a  -+  6  b  dujroifiemc 
ran^  perpendiculaire ,  eft  égale  à  la  cellule  a  -f  3  b  qui  eft  à 
g  tuche^  &  qui  par  confequcnt  eft  la  quatrième  du  fécond  rang 
perpendiculaire ,  plus  à  toutes  les  autres  a  H-  1  b  ,  a  — t*b,af 
qui  font  au  de(f  *s  deUe  dans  ce  fécond  rang. 

Car  fuppoiant  que  a%  c  f  d%  e\  expriment  les  quatre  pre- 
mières cellules  du  fécond  rang  perpendiculaire  ,  &  a  %  f% 
g ,  A,  les  quatre  premiers  du  t  roi  (le  me  rang  >  on  aura  par 
Ta  formation  du  quarre  de  cellules  h  n;  f-+  gyg  szr^-+/*, 
fzzc—¥ay  &  partant  h  rr  e  — +•  d  -+  c  — +■  a  $  ce  qu'il  ral- 
loit  prouver.  Or  il  eft  vifible  que  cette  demonftration  fc 
peut  appliquer  à  tel  nombre  de  cellules  qu'on  voudra  de 
deux  rang»  perpendiculaires  voiflns.  Donc  &c. 

Corollaire. 

4^5-  Puis  o^u  e  toutes  les  cellules  excepté  celles  du 
premier  rang  pirailele&  celle  du  premier  rang  perpendi- 
culaire, font  compofces  de  deux  termes  dans  Je  premier 
defquels  (è  trouve  la  lettre' a,  &  dans  le  fécond  la  let- 
tre b  j  il  s'enfuit  i°  Que  le  terme  où  fc  trouve  la  lettre 
s ,  eft  égal  au  terme  où  Ce  trouve  la  même  lettre  a  dans 
la  cellule  gauche  ,  plus  a  tous  les  termes  où  elle  ic  ren- 
conrre  dans  les  cellules  qui  font  au  deflus  de  celle  ci. 
a°.  Que  le  terme  où  fc  trouve  la  lettre  by  eft  égal  au  ter- 
me ou  fc  trouve  la  même  lettre  b  dans  la  cellule  à  gau- 
che/plus  à  tous  ceux  où  elle  fc  trouve  dans  les  cellules 
qui  font  au  deflus  Ainfi  le  terme  15*1  de  la  cinquième 
cellule  du  quatrième  rang  perpendiculaire,  eft  égal  au 
terme  5*  de  la  cellule  à  gauche,  plus  aux  termes  44,34, 
2  a,  1  <* ,  qui  fc  trouvent  dans  les  cellules  qui  font  au  def- 
fus  vie  celle,  ci  î  &  de  même  10b  eft  égal  au  terme  tôt  de  la 
cellule  i  g.iuche  ,  plus  aux  termes  6  b ,  3 b ,  1  b ,  de  toutes 
les  cellules  qui  font  au  deflus. 


LlV&l  DlXIE'ME. 


LEMME  IL 

466.  5  i  l'on  multiplie  le  terme  où  Je  trouve  la  lettre  a  dans 
vne  cellule  quelconque ,  par  la  fomme  des  expo  fans  de  fon  rang 
para  Se  le  &dc  fon  rang  perpendiculaire  moins  i ,  &  qu'on  divije 
le  produit  par  l'expofant  de  fon  rang  perpendiculaire  moins  i  $je 
dis  que  le  quotient  fera  è<ral  À  ce  terme  plus  à  tous  ceux  qui  font 
au  dcffus  de  lut  :  cefi  à  dire ,  par  exemple ,  que  fi  ton  multiplie 
le  terme  i  j  a  de  la  cinquième  cellule  du  quatrième  rang  perpen- 
diculaire par  j-f-  4  —  1  jr:  7 ,  &  qu'on  divifc  le  produit  par 
4  —  i  3  \  le  quotient  3  5  a  fera  égal  au  terme  15  a  plus  a  tous 
les  autres  fo a ,  6  a  ,  3  a,  1  a  ,  qui  font  au  deffus  de  lui. 

Cela  eft  vifible  dans  toutes  les  cellules  du  deuxième 
rang  perpendiculaire  ,  puifquelles  contiennent  toutes  le 
même  terme  1  a.  Or  je  vais  démontrer  que  fuppofé  que 
cette  propriété  fe  rencontre  dans  un  rang  perpendiculai- 
re quelconque, elle  fe  trouve  neceffairement  dans  celui 
qui  eft  à  droit  -y  d'où  il  fuivra  que  puifqu'elle  fe  trouve 
dans  le  deuxième  rang  perpendiculaire ,  elle  feraaufli  dans 
le  troifiéme  ,  que  puifqu'elle  fe  rencontre  dans  le  troific- 
me,  elle  fera  auffi  dans  le  quatrième ,  &  ajnfi  de  fuite  à 
l'infini.  Pour  le  prouver. 

Soient  a  %  c  ,  d  ,  e ,  /  &c  ,  autant  de  termes  qu'on 
voudra  de  ceux  où  fe  trouve  la  lettre  a  >  dans  un  rang 
perpendiculaire  quelconque  à  commencer  par  le  pre- 
mier 5     g,  h y  k  , /  ,  &c  un  pareil  nombre  de  termes  du 
rang  qui  eft  à  droit  à  commencer  auffi  par  le  premier 
-Soit  de  plus  m  égale  a  la  fomme  des  expo/ans  moins 
2  des  rangs  perpendiculaire  &  parallèle  de  la  cellule 
où  fe  trouve  le  terme  f  \  tt  r  égale  à  l'expofàot  moins  1 
du  rang  perpendiculaire  de  cette  cellule.  Par  la  fuppo» 
*jtrt.tfA.  fition  i/— /"-4-  e-\-  d-±-  r-f-  a  mm*  /,  Zpemmt+d. 

e  -f- a  mm  k  %  ^  d  mm  d  -f-  C        a  mm  h  ,  ^  C  mm  C  a 

=«g,        amma.    Donc  l-%- k-\- h -^-g-Jr- a  mm  ÏLf 

•  •  ■» 
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r  r  F  r  r  1  1 

^-^,_l«i^^-f-5f+4^ss3^/)--iJ,Â-f-^+5 

-+-*en  mettant  pour /-r- */-f- <■  -J-  rf  fa  valeur  / ,  &T 
pour  i  3  f-+-4  *  fa  valeur  ^H^M-g-f-*:  tranf- 

pofant  d'une  part  /&  de  l'autre — l  *£-f-A-f-gH-*/,  on 

aura      *  £      £-f-  g  -r-  «*  =  ~-  /  multipliant  de  part  fie 

d'autre  par  r%  divilanc  par  r-f-  i  j  &  ajourant  de  part 

d'autre/, il  vient  enfin^/—/-f-  k-4-b-+-g-±-a.  Mais> 

comme  le  rang  perpendiculaire  de  la  cellule  où  (e  trouve  /t 
furpafie  d'une  unité  celui  de  la  cellule  où  fe  trouve/\£c 
que  leur  rang  parallèle  demeure  le  même  >  il  elt  évident 
que  la  propriété  marquée  pour  chaque  terme  où  fe  trouve 
la  lettre* dans  un rang perpendiculaire  quelconque , con- 
vient auffi  au  terme  /  du  rang  perpendiculaire  qui  eft  à 
droit.  De  plus  puifque  cerredemonftrarion  fubfifte  égale, 
ment  tel  que  puifleêtre  le  nombre  de  termes  des  deux 
rangs  perpendiculaires  voifins  ril  s'enfuit  que  ce  que  l'on- 
vient  de  montrer  par  rapport  au  terme/, fera  vrai  auûià. 
l'égard  de  tout  autre  de  fon  rang  perpendiculaire. 

Si  l'on  fuppofe  à  prefent  que  n  exprime  en  gênerai 
l'expofanc  d'un  rang  parallèle  quelconque  autre  que  le 
premier  ,  on  verra  que  la  première  cellule  de  ce  rang  ne 
renferme  aucun  terme  où  la  lettre  *  fe  rencontre  $  que 
la  féconde  renferme  toujours  1  a  }  que  fi  l'on  multiplie 

m  parl^lpi  —  ^,  on  aura  i*  pour  le  terme  où  fe 

trouve  la  lettre*  dans  la  troifiéme  cellule  ;  fie  de  m£me% 

que  fi  Ton  multiplie  ~  a  par  »  —J. ,  on  aura 

Za*~pour  le  terme  où  fe  trouva  *  dans  la  qua trié. 

noe  cellule  :  de  forte  que  cette  fuite  o ,  i * ,  "* ,p  «  a 

r*     -  n-  -~ —  *  ,  -  *  — -  n       n  — *  &c ,  exprimera^ 


44i  Livi>e  Dixii'me. 

f>ar  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  <r ,  dans 
es  cellules  du  rang  parallèle  dont  n  eft  l'expofant.  Ainû 
£  nsr ; »lafiiiteo,  i<*>  54,  174,35*  &c9  exprimera  par 
ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  a  dans  les 
cellules  du  cinquième  rang  parallèle. 

LE  MM  E  III. 

4^7*  S  I  ton  multiplie  le  terme  où  fe  trouve  la  lettre  b 
dans  une  cellule  quelconque  ,  par  la  fomme  des  expofans  de  [on 
rang  parallèle  é>  de  fin  rang  perpendiculaire  moins  i,  &  qu'on  du 


le  terme  10  b  de  la  cinquième  cellule  du  troifème  rang  perpen- 
diculaire par  j  -+  3  — 1  =  6, #  qu'on  divife  le  produit  par 
3 ,  on  aura  10  b  pour  la  fomme  du  terme  10b,  ej*  de  tous  les 
autres  6  b ,  3  b ,  1  b ,  qui  font  au  deflus  de  lui  : 

Il  eft  vifible  que  cette  propriété  fe  rencontre  dans  le 
premier  rang  perpendiculaire  où  toutes  les  cellules  ren- 
ferment la  même  valeur  lé,  excepté  la  première  dans 
laquelle  la  lettre  b  ne  fe  rencontre  point.  Or  de  cela 
feul  Ton  prouvera  comme  l'on  vient  de  faire  dans  le 
Lemme  précèdent  à  l'égard  des  termes  qui  font  multi- 
ples de,*,  qu'elle  fe  doit  rencontrer  dans  le  fécond  rang 
perpendiculaire  ,  dans  le  troineme ,  dans  le  quatrième, 
&  ainfi  dans  tous  les  autres  â  l'infini.  D'où  l'on  conclu- 
ra, que  ûadefigne  l'cxpolànt  d'un  rang  parallèle  quelcon- 
que autre  que  le  premier  }  la/uite  1 0 ,  ÏZl  b,ZZl,  M  *  J-f 

mera  par  oedre  tous  les  termes  où  fe  trouve  la  lettre  b  dan* 
les  cellules,  du  rang  parallèle  dont  n  eft  rexpofant.  Ainû 
iî»=;5,  la  fuite  iï,  4^,  \ob ,  xob ,  35* ,  &cy  exprimera 
par  ordre  tous  les  termes  où  fe  trouve  b  dans  le  cinquiè- 
me rang  parallèle. 
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Corollaire. 

4^8.  I  l  fuit  de  ces  deux  derniers  Lemmes ,  que  fi 
l'on  ajoute  par  ordre  cous  les  termes  de  cette  fuite  à 
ceux  de  la  précédente  ,  on  en  formera  une  ,  1  b ,  1  a 

-  *  —  *  —      —  -p^,      î  ou  en 

abrégeant  lexpreffion  ,  b,  a-+ï^ity  a-+nm.b    "  <t 

«  *      r  * 

^  _  *  >,  r  X  _  b  X  .  H  H  qui 

exprimera  par  ordre  toutes  les  cellules  dit  *ang  parallèle 
de  la  Table  dont  »  eft  l'cxpoknt. 

D'où  l'on  voit  que  par  le  moyen  de  cette  fuite  ,  on 
peut  trouver  tout  d'un  coup  telle  ceilule  qu'on  voudra, 
les  expofâns  de  ion  rang  parallèle  &  perpendiculaire 
étant  donnes  j  puifque  prenant  dans  la  mite  générale  le 
terme  qui  répond  a  l'expo  faut  du  rang  perpendiculaire  9 
c'eft  a  dire ,  le  quatrième  terme ,  fi  le  rang  perpendiculai- 
re eft  le  quatrième  ,  le  cinquième*,,  s'il  eft  Je  cinquième 
&c,&  mettant  dans  ce  terme  à  la  place  de  n  i'expofant 
du  rang  parallèle  ,  on  aura  la  cellule  que  l'on  cherche. 
Que  l'on  demande  ,  par  exemple  r  la  cinquième  cellule 
du  quatrième  rang  perpendiculaire  $  a'yant  mis  dans  le 
quatrième  terme  a  — f       b  *  1  *  Ï_-J  f  à     place  de  * 

Kexpofant  j  du  rang  parallèle  de  la  cellule  on  trouvera 
a  -f  f  b  h  i5  ,c*eft-a  dire ,  ij^-f  10  b  pour  cette  ceilule  y, 
&  il  en  eft  ainû  de  toutes  les  autres. 

L  E  MM  E    I  V. 

4*9-  §1  ton  fait  *r=*  i  6-  b  =  1  dans  le  quatre  de  cel- 
hdes  de  C article  464,  on  le  changer a^en  celui,  a  >  duquel  je  dis 
que  le  premier  rang  parallèle  contient  de  fuite  le  premier  ter. 
me  de  tous  les  rangs  perpendiculaires  de  la  Table  de  l'article 
443  Kle  fécond  rang  parallèle ,  les  féconds  termes  j  le  troifom* 

Kkkii 
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rang,  les  troifièmes  termes  j  &  ainji  de  fuite  à  t infini. 
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Cela  eft  une  fuite  naturelle  de  l'article  445 ,  &  de  la 
formation  du  quarré  de  cellules  de  l'article  464,  expli- 
quée dans  ce  même  article  &  dans  le  fuivant  465. 

1 

Co  HO  LLA1KE. 

47°*  S  1  l'on  fait  b  52 1  &  4  1  dans  la  fuite  gé- 
nérale de  l'article  468.  b  ,  «1  -+~!  b ,  *  -f        h  !, 

on  la  changera  en  cette  autre  1 ,  mJ±l ,  HJ  H  - ,  *—  * 

&c,  par  le  moyen  de la- 

quelle  on  trouvera  tout  d'un  coup  le  coeficient  de  tel 
terme  qu'on  voudra  de  la  Table  de  l'article  443  ,  fon 
rang  perpendiculaire  &  le  quantième  qu'il  y  occupe  étant 
donnes.  Voici  la  règle. 

On  prendra  dans  cette  fuite  le  terme  qui  répond  au 
rang  perpendiculaire  donné,  c'eft  à- dire  le  troifiéme,  fi 
c'eft  le  troifiéme  rang,  le  quatrième,  fi  c'eft  le  quatriè- 
me &c  }  &  ayant  mis  dans  ce  terme  à  la  place  de  n  le 
nombre  qui  expofe  le  quantième  du  ternie-  dans  Ton 
rang  perpendiculaire  ,  c'eft  à- dire  4/il  eft  le  quatrième , 
5,  s'il  eft  le  cinquième  &c,  on  aura  le  coefficient  qu'on 
cherche.  Si  l'on  demande  ,  par  exemple  ,  le  coefficient 
>du  quatrième  terme  14*  du  troificme  rang  perpendicu- 
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laire  :  on  mettra  dans  le  troifiéme  terme      3  x  *  a4  la 

place  de  n  le  nombre 4,  &  l'on  aura  14  pour  le  coeficient 
cherché. 

Car  l'expofant  du  rang  perpendiculaire  du  coeficient 
pris  dans  la  Table  de  l'article  443 ,  eft  le  même  que  l'ex- 
pofant du  rang  perpendiculaire  du  quatre  de  cellules  de 
l'article  précèdent  $  &  le  quantième  que  ce  coeficient  oc- 
cupe dans  fon  rang  perpendiculaire ,  eft  l'expofânr  du  rang 
parallèle  du  quarré  de  cellules.  D'où  l'on  voit  que  cette 
règle  n'eft  qu'une  application  de  celle  de  l'article  468,4 
ce  cas  particulier  ou  a  ^  2  &  bzz  1. 


L  E  M  M  E  V. 


47 S  1  tvn  met  1  a  la  place  de  b ,  dans  le  quarrè  de 
cellules  de  l'article  46430/2  le  changera  en  celui,  ci ,  dont  je  dis 
que  les  rangs  perpendiculaires  contiennent  par  ordre  tous  les 
nombres  qu'on  appelle  Figurés  :  feavoir  le  premier  rang  les 
nombres  du  premier  ordre  qui  font  les  unités  ,  le  fécond  rang  les 
nombres  naturels  ou  du  fécond  ordre  qui  fe  forment  par  F  addi- 
tion continuelle  des  unités  ,  le  troifiéme  rang  les  nombres  trian- 
gulaires ou  du  troifiéme  ordre  qui  fe  forment  par  F  addition  con- 
tinuelle des  naturels  ,  le  quatrième  les  nombres  piramidaux  eu 
du  quatrième  ordre  qui  fe  forment  par  l'addition  continuelle  des 
triangulaires ,  &  Aii*fi  à  t infini. 
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Car  félon  le  même  article  464 ,  chaque  cellule  eft 

Kkk  iij 
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égale  à  celle  qui  eft  à  gauche,  plus  à  toutes  les  autres  qui 
font  au  deflus. 

M.  Pafchal  a  fait  un  Traité  qui  a  pour  titre  Triangle 
Arithmétique  ,  dans  lequel  il  confidere  les  proprieces  de 
ces  nombres ,  &  fait  voir  qu'ils  iont  d'un  très  grand  ufa- 
ge  dans  plufieurs  queftions  d  Arithmétique. 

Corollaire. 

47 2"  Si  l'on  fait  a  =  i  &  b  »  i  dans  la  fuite  généra- 
le de  l'article 468.*,*-*  — *  h  "%a-+nJZL 

1  x  1  *  3 

7     ""»""  j-  h  -~—  h       &c  }  on  chan- 

gera en  cette  autre  1.  »  *  h  —  *  l^i  "  v 

i±J  *  lii  H  l^J  &c ,  qui  servira  à  trouver  tout  d'un 

coup  tel  nombre  figuré  qu'on  voudra ,  fon  ordre  étant  don- 
ne  avec  le  quanticme  qu'il  y  occupe.  Voici  comment. 

On  prendra  dans  cette  dernière  fuite  le  terme  qui  ré- 
pond à  l'ordre  donné,  c'eft  à-dire  le  troificme  ,  Ci  c'eû  le 
troifieme  ordre,,  le  quatrième  ,  fi  c'eft  le  quatrième  or- 
dre &c  i  &  ayant  mis  à  la  place  de  n  le  nombre  qui  ex. 
pofe  le  quantième  du  nombre  figuré  ,  c'eft  à-dire  4 ,  s'il 
doit  être  le  quatrième  ,  5 ,  Vil  doit  être  le  cinquiéme  &c^ 
on  aura  ce  nombre.  Qu'il  faille ,  par  exemple ,  trouver  le 
cinquième  nombre  du  quatrième  ordre  •  je  mets  dans  le 
quatrième  terme  Z  x  !^L"  *  l^ide  la  fuite  à  la  place 

de  n  le  nombre  j ,  &  j'ai  55  pour  le  nombre  cherché. 

Ceci  n'eft  autre  chofe  que  l'application  de  la  rccJe  de 
l'article  468.  à  ce  cas  particulier. 

Problesmi  L 

473  'Soit  propofè  de  trouver  une  faite  générale  yqui  ex- 
prime par  ordre  tous  les  termes  d'un  rang  parallèle  quelconque  y 
de  la  Tailie  dé  la  diviJUn  des  ans  de  7 article  44^. 
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Comme  le  troifiéme  terme  d'un  rang  perpendiculaire 
quelconque  de  cecce  Table ,  répond  toûjours  au  premier 
du  rang  qui  eft  à  droit }  il  s'enfuit  que  fi  »*-+ 1  exprime  en 
gênerai  l'expofant  du  rang  parallèle ,  il  faudra  trouver  dans 
le  premier  rang  perpendiculaire ,  le  cocficient  du  terme 
dont  le  quantième  cflw-fi  $  dans  le  deuxième ,  le  cocfi- 
cient du  terme  dont  le  quantième  eft  m~+  1 — 2  ou  m — 
dans  le  troifiéme ,  le  coëficient  du  terme  dont  le  quantiè- 
me eft  m — 1 — 2  ou  m — 3 ,  &  ain fi  de  fuite  en  diminuant 
toujours  de  2  le  quantième  du  terme,  à  mefure  que  le  rang 
perpendiculaire  avance  vers  la* droite.  11  faudra  donc  félon 

la  règle  de  l'article  470.  mettre  dans  le  fécond  terme 

à  la  place  de  n  le  nombre  m — 1  $  dans  le  troifiéme  terme 
k  1  à  la  place  de  n  le  nombre  m — 3 ,  dans  le  quatric- 

me  terme  — f  *       a  la  place  de  »  le  nombre  w— 5  j  dans 

le  cinquième  —  n  Z  «     «        la  place  de  n  le  nombre 

m —  7  i  &c  :  ce  qui  donnera  pour  la  fuite  des  cocfieiens  1 , 
m>  Zn^=ly  Zn^n^l    Z*Z^lu'Z=inZ=ït  &c. 

Or  comme  les  fignes  des  termes  d'un  rang  parallèle  quel- 
conque de  la  Table  (ont  toûjours  alternatifs  $  fie  que  le  pre- 
mier terme  eft  toûjours  l'inconnue  x  élevée  à  une  puiflance 
dont  l'expofant  eft  moindre  d'une  unité  que  celui  du  rang 
parallèle  ;  &  que  tous  les  autres  termes  renferment  des 
puûlànces  de  x  dont  les  expofans  diminuent  continuelle- 
ment de  2 ,  en  obfervant  que  x°  =r  1  :  il  s'enfuit  qu'on  aura 

*       1  fia 

£  h  h  h  *~  ***~8  &c ,  pour  l'expreffion  géné- 
rale du  rang  parallèle  de  la  Table ,  dont  l'expofant  eft 
1.  Ce  qui  étoit  propofé. 


Lorfqu'on  a  les  premiers  termes  de  ces  fortes  de  fui- 
tes, il  eft  facile  d'obferver  la  loy  qui  y  règne  par  tout, 


4+j  LivfcE  Dixie'me. 

&  qui  fert  à  les  continuer  autant  que  l'on  veut.  Si  l'or* 
fuppole  ,  par  exemple  ,  dans  celle-ci ,  que  r  exprime  le 
quantième  du  terme  dont  on  veut  avoir  le  coëfi. 
cient  i  il  fera  exprime  par  la  fradion  générale 
WKB,-rH^-r-i^-r-i^.  ^  en  0bfcrvant  que  le  numera- 

teur  8c  le  dénominateur  doivent  avoir  chacun  autant  de 
termes,  que  le  nombre  r —  i  contient  d'unités.  Ainlî  fi 
T=i  3 ,  on  aura  pour  le  cocnVient  du  cinquième  terme  ,  la 

r     m;  ^nm-m    f  "  *   i»m-l    r    on  a  lira  ILT/""4  " 

traction  :  :  lir  =  4,  on  aura  —        — . 

Il  faut  remarquer  que  le  nombre  des  termes  de  cette 
fuite  eft  toujours  déterminé  ,  de  lorte  qu'il  eft  égal  a  la 
plus  grande  moitié  de  l'expofant  du  rang  parallèle  qu'elle 
exprime  ,  lorfque  cet  expofant  eft  impair  ,  &  à  fa  moitié 
au  jufte  lorfqu'il  eft  pair.  Ainfi  elle  n'a  que  trois  termes, 
loriqu'elle  exprime  le  cinquième  ou  le  fixieme  rang  parai, 
lele,  elle  n'en  a  que  quatre,  loriqu'elle  exprime  leiepttc- 
me  ou  le  huitième  rang  parallèle, &c. 

PaOBLESME  II. 

474*  S  O  1  T  propofé  de  trouver  une  fuite  générale  que 
exprime  par  ordre  toui  les  termes  de  tel  rang  parallèle  qu'on 
voudra  ,  de  la  Table  de  tinfmption  des  poliy>nes  reyilicn  de 
l'article  457. 

Comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpendi- 
culaire  répond  au  premier  de  celui  qui  eft  à  droit,  \\ 
♦  Art.  458.  s'enluit  *  que  fi  w-f  1  eft  l'expofant  d'un  rang  parallè- 
le quelconque  de  cette  Table ,  les  coëficiens  des  quatre 
premiers  termes  de  ce  rang  feront  1 ,  1 ,  m —  1 ,  w  —  1 
le  coè'ficient  du  cinquième  terme  fera  le  nombre  trian 

•-rfrf.471.  gulaire  dont  le  quantième  eft  m — 3  ,  c'eft  à  dire *~ 

H  m~x  j  celui  du  Cxiéme  rang  fera  le  nombre  triangu- 
laire dont  le  quantième  eft  m — 4 ,  c'eft  a  dire 

h  mi  j  celui  du  fepticme  terme  fera  le  nombre  pira- 

midal 


— \ 
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midal  donc  le  quantième  eft  m  —  5,  c'eft  à  dire 

h  Z^-t  *        }  celui  du  huitième  terme  fera  le  nombre 

piramidal  dont  le  quantième  eft  m  —  6y  c 'eft  à  dire, 

ÏLzl  k  - — -  h  Z^t  i  celui  du  neuvième  terme  fera  le 
1         *  3 

nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quantième  eft 
m— 7 ,  c'eft-a-dirc  1-1  H  Z=l  H  ^=1  h  =î  $  &  ainfi 

â  l'infini.  Si  donc  l'on  joint  â  ces  cocficiem  les  puiflan- 
ees  de  ^qu'ils  aff.de  ne ,  ea  fa  1  fa  ne  précéder  le  fécond  & 
le  troiiicme  terme  du  figne  — ,  le  quatrième  &  le  cinquiè- 
me du  figne  H- »  le  fixieme  &  le  (eptième  du  figne  — ,  & 
ainfi  alternativement  de  deux  en  deux  j  on  aura  cette 

fuite  générale  — —  m —  1  t^— 4  -+  m —  z  s»-» 
"*     I         1  *     *    *  I  » 


3  t  »  j  x  * 

H  2Zl!  h        ^"i~4  &c ,  qui  exprime  par  ordre  tous  les 

termes  du  rang  parallèle  de  la  Table  de  l'article  457 
dont  l'expofanc  elt  m  -4  1  :  où  l'on  doit  obferver  de  ne 
prendre  qu'autant  de  termes  que  le  nombre  m  1  con- 
tient d'unités. 

Problesme  III. 

-475*  T  &OUVE1  une  fuite  générale ,  qui  exfrime  par 
ordre ,  les  co'éficiens  de  tous  les  termes  ,  de  tel  rang  parallèle 
qu'on  voudra  yde  la  Table  de  t  article  460  \  ou  [ce  qui  eft  la 
même  choje  )  if  une  jmtjsance  quelconque  du  binôme  x  H*  y. 

Soit  en  général  m  l'expo  la  nt  d'un  rang  parallèle  quel- 
conque de  cette  Table  ,  \\  eft  clair  que  les  coèficicns 
des  deux  premiers  termes  de  ce  rang  feront  toujours  *  *<4rr.  4*1; 
1 ,  m  i  comme  le  fécond  terme  de  chaque  rang  perpen. 
diculaire  à  commencer  par  le  fécond ,  répond  au  pre- 
mier terme  du  rang  qui  eft  a  droit ,  il  s'enfuit  que  le 
confident  du  trojfieme  terme  du  rang  parallèle  fera*  *jirt.+6u 

LU 
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le  nombre  triangulaire  dont  le  quantième  eft  m  — 
*  Art. +71.  c'eft-à-dire  x  £  -t  que  celui  du  quatrième  terme 

fera  le  nombre  piramidal  dont  le  quantième  eft  m —  x , 
c'eft  à  dire  'OZZl  *  IL^ï.  *  *  ,  que  celui  du  cinquième 
terme  fera  le  nombre  du  cinquième  ordre  dont  le  quan- 
tième eft       3 ,  c'eft-à-dire  '^=1  h         h  ^=1  *  Z . 

I  i  j  4 

•  &  ainfi  à  l'infini.   On  aura  donc  pour  la  fuite  générale 
qu'on  demande  i ,  m ,  -  k         ,  Z  *         x  ^==i ,  * 

»  I  X  l  t  |  I 

V  —  x    *   KC- 

i  J  4 

Co  R.OLLAI  Jl£. 

476.  De  l  a  il  fuit  que  x~yz£  xm~Z 
'1  yyx~-*Z+nMm—lnm—xfx*-> 


!*•»  JMfcM) 

/  X"— '  &C. 

PROBLESME  IV. 

477*  Trouvir  une  équation  générale  qui  ferve  à 
divifer  un  arc  de  cercle  donné  AK9en  autant  de  parties  eyi- 
les  quon  voudra. 

Première    M  ▲  n  i  e'  k  e. 

Fie.  275.  Soit  en  gênerai  m  le  nombre  des  parties  égales  ,  l'arc 
A  D  la  première  de  ces  parties  j  ioit  tiré  le  diamètre 
AB,  «C  les  cordes  BD,  BR  \  &  foit  le  rayon  CA  ou 
CB  s=i,  la  corde  donnée  BU  s=<*,-la  cofde  cherchée 

mjfa  Hf-  BD~  x.  On  aura  ♦     <*  rrx* — m*—1- 

471*  wm«w — f  xm— 4  ^w    f   L  m*  m  ...y* 


)M|M   t  4M  1  Ml*.  5  * 

(  Ravoir  -+  a  lorfque  l'arc  donné  A  Jt  eft  moindre  que 
la  demie  circonférence ,  fir  — a  lorfqu'il  eft  plus  grand) 
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pour  l'équation  générale  qu'on  demande  >  de  laquelle 
il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes  ,  que  la  moitié 
du  nombre  m  lorfqu'il  eft  pair ,  ou  fa  plus  grande  moi- 
ne lorfqu  il  eft  impair  contient  d'unitcs  }  parce  que  le 
terme  qui  fuivroit  feroit  nul  ou  zéro. 

Si  m  s  5  ,  il  vient  Z+a  •=  x' —  j    -f  5*  ;  fi  m  =  7 , 
on  trouve      a  c=  x1 — ■jx'-ïhx1 — yx. 

Seconde  Manie'&e, 

Soit  tiré  le  diamètre  AB ,  &  les  cordes  BR,  ARt 
B  D  ,  AD ,  qui  terminent  l'arc  donné  A  R  t  St  l'arc 
cherché  ^  7).  Soit  a»  le  nombre  des  parties  égales ,  le 
diamètre  A  B  1  ,  les  cordes  données  B  R  ^r.a  y 
A  R~  les  cordes  inconnues  2?D  sr  *,  £>  :rv. 
On  aura  *  ces  deux  égalités   générales  Z£  a  s=  xm  •  ^  4*j. 

—  —rr—JJ*  —   y       4  &c  , 


 ,^-4—  >  X       &C>  dans  lefqudles 

mettant  à  la  place  de  m  y  le  nombre  de  parties  égales 
dans  lefquelles  l'arc  A  R  doit  être  divife  ,  il  en  vient 
deux  autres  particulières  ,  dont  la  refolution  fournit  la 
valeur  cherchée  de  la  corde  B  D  (  x  )  ou  A  D  ( y  ) ,  après 
avoir  fait  évanouir  l'inconnue*  j  ou  x  ,  par  le  moyen  de 
l'équation  jrjr  2  i — xxowxxz^  1 — yy. 

Soit  par  exemple  m  2y.  On  aura  Z+a  zzx7—-\iyyx% 
-+35/*'—  ly'x.Ub  ZZiyx4—  Hf'x*  -f  uy9xx—y\ 
&  l'on  achèvera  le  refte  comme  dans  l'article  4.62.  . 

PlLOBLESAtE  V. 

47*'  TlOOTEt«w  équation  gênerait ,  qui  firve  À  F 1  ©.  180. 
f»/Êr/r*  <£w  «»  ^aa*   ««  Poltqone  requlier  quelconque 

ADEFGHK  &c.  6       *  ^ 

Soit  tiré  le  diamètre  5 ,  &  la  corde  i?  D  qui  ter- 
minent le  premier  coté  du  poligone  $  foit  le  rayon 

Lllij 
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donné  CA  ou  CB  s  I ,  la  corde  inconnue*  BD~  zt 
Zc  en  gênerai  m  la  plus  petite  moitié  du  nombre  des 
côtés  du  poligone  ,  que  je  fuppofe  être  impair.  On 

*  Art.  +57.  aura  *«E  m  _  1       x  -f  »»  —  1  zr~ J  -f  ~! 

474-  m— &    ___4       w— 4  .   w— 3  f        m  *      m — 4 

H  C    4  —  H  — ^—         '   H  — ^—  * 

1  j  ^       i  *****  j  «  *  r~ 

h  ÏZl£  *  ÎHIÎ  ^— 5  &c ,  pour  l'équation  générale  qu'on 

demande  }  de  laquelle  il  ne  faut  prendre  qu'autant  de 
termes  que  le  nombre  m  H- 1  contient  d'unités ,  parce 
que  celui  qui  fuivroit  feroit  nul  ou  zéro 

Soit  par  exemple  7  le  nombre  des  côtés  du  poligone 
à  infcrire  ,  on  aura  m  3  j  &  partant  0  ~  V —  ^ —  » 
— \-  1 ,  dont  la  plus  grande  racine  a;  exprimera  la  corde 
B  D ,  qui  termine  Tare  AD,  qui  a  pour  corde  le  premier 
côté  A  D  du  poligone.  De  même  H  le  nombre  des  cô- 
tes eft  il,  on  aura  «  tr  J  ;  &  par  confequent  l'équation 
générale  devient  ozs  £  —  s£ —  4^!  H-  3  3^ — i, 
dont  la  plus  grande  des  racines  eft  s^szBD. 

P&OBLESME  VI. 

Fie.  181.  4  79  ^  J)  ,  v  1  s  E  k un  angle  donné  en  un  nombre  quekon- 
%%u         que  impair  de  parties  égales ,  par  le  moyen  d'un  infiniment. 

i°.  Soit  propofé  de  divifèr  l'angle  donné  ECF  en 
trois  parties  égales.  Il  faut  avoir  un  rhombe  A BCD 
dont  les  quatre  côtés  foient  mobiles  autour  de  des  qua- 
tre angles ,  &  duquel  les  deux  côtés  A  B  %A  D,  foient 
indéfiniment  prolongés  vers  J  &  Z  5  attacher  l'angle 
C  du  rhombe  ,  dans  le  fommet  c  de  l'angle  donné 
ECF }  marquer  fur  les  côtés  C£,  CFy  les  points  £,  F% 
en  forte  que  CE  &  CF  foient  égales  chacune  au  côté 
CB  ou  CD  ou  D ^  ou  ^ B  du  rhombe.  Cela  faft ,  il 
faut  ouvrir  ou  refferrer  les  côtés  AJTy  AZ  %  de  l'angle 
B  AD  ,  en  forte  qu'ils  paflent  par  les  points  E ,  F  5  & 
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l'angle  BAD  fera  la  troifiéme  partie  de  l'angle  ecf- 
Car  les  triangles  A  BC>BC  E ,  étant  ifofcelles ,  l'an- 
gle externe  CBE  ou  Ton  égal  CE  B ,  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  BAC ,  B  CA ,  fera  double  de  l'angle 
BA  Ci  &  dans  le  triangle  EC^4y  l'angle  externe  £Cr, 
qui  vaut  l'angle  CE  A  plus  l'angle  B  A  c ,  fera  triple 
de  l'angle  BAC,  On  démontrera  de  même  que  l'an- 
gle FCY  eft  triple  de  l'angle  D  A  C.  D'où  il  fuit  que 
Panglc  donné  ECF  eft  triple  de  l'angle  BA  D.  Ce  qu'il 
fuUoït  &c. 

x°.  Soie  propofé  de  divifer  l'angle  donné  H  G  K  ,  en  Fie.  185. 
cinq  parties  égales.  On  atrachera  dans  l'angle  C  du  184* 
rhombe  A  B  CD  de  l'inftrument  précèdent ,  un  autre 
rhombe  C  £  G  F ,  dont  les  côtés  feront  égaux  à  ceux  du 
premier  &  mobiles  auflî  autour  de  leurs  angles.  On  fi- 
chera Tangle  G  de  ce  dernier  rhombe,  dans  le  fommet 
G  de  l'angle  donné  HG/c  5  &  ayant  pris  fur  les  côtés 
de  cet  angle  les  parties  G  H  >  G  k  y  égales  chacune  au 
côté  G  £  de  l'un  des  rhombes  ,  on  ouvrira  ou  fermera 
l'angle  XA  z  mobile  autour  du  point  A  ,  en  forte  que 
fes  côtés  AX,  AZ ,  touchent  lés  angles  pa£ 
fent  en  même  temps  par  les  points  marqués  H ,  K.  Je 
dis  que  l'angle  XA  Z  ou  BA  D  fera  la  cinquième  par- 
tie cherchée  de  l'angle  donné  I-IGK- 

Car  ayant  mené  dans  le  rhombe  ABCD  la  diago. 
nale  A  C ,  prolongée  indéfiniment  vers  y  $  elle  parfera 
par  le  point  G,  puifque  les  angles  £  cyy  F  CY>  étant 
triples  des  angles  égaux  BACy  DA  C ,  feront  auflî 
égaux  entr'eux.  Or  dans  le  triangle  E  G  A ,  l'angle  ex- 
terne ME  G ,  qui  vaut  les  deux  internes  oppofés  B  A  c , 
E  G  A\  du  ECY  {  à  caufe  du  triangle  itofcelle  CE  G) 
fera  quadruple  de  l'angle  BAC.  Et  partant  dans  le 
triangle  A  H  G  ,  l'angle  externe  HGY,  qui  vaut  les 
deux  internes  oppoféç  B  A  c  %  G  H  A  ou  G  E  H  {i  cau- 
fe  du  triangle  ifofcelle  BGH)  fera  le  quintuple  de  l'an- 
gle BAC.  On  prouvera  de  même  que  l'angle  K  G  Y 
Fera  quintuple  de  l'angle  BAC  \  d'où  il  eft  évident 
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que  l'angle  entier  H  G  K  fera  quintuple  de  l'angle  en. 
tier  BA  D  ou  JTA  Z, 

S'il  falloit  divifer  un  angle  donné  en  fept  parties  éga- 
les ,  il  n'y  aura  qu'à  joindre  aux  deux  r bombes  précè- 
dent ,  un  t  roi  fie  me  rhombe  égal  &  conftruit  de  la  mê- 
me manière  -,  &  ainfi  de  fuite  de  deux  en  deux.  Car  la 
pratique  &  la  démonftration  fe  fera  toujours  de  la  mê- 
me manière. 

Exemple. 

fc  entre  deux  lignes  données  a  Scb, 
autant  de  moyennes  proportionnelles  qu'on  voudra. 

Soit  l'inconnue  x  la  première  des  moyennes  propor. 
tionnelles  qu'il  eft  queftion  de  trouver  -t  &  l'on  aura  la 

progreffion  géométrique  continue  a ,  x ,  — ,  *i ,    3  tL  ficc,, 

de  laquelle  on  prendra  le  terme  dont  le  quantième  fur- 
patfe  de  i  le  nombre  donné  des  moyennes  proportion- 
nelles,  ôc  l'égalant  a  la  donnée  b  on  formera  une  ega. 
lité  ,  dont  la  refolution  fournira  la  valeur  de  l'incon- 
nue x  qui  eft  la  première  des  moyennes  proportionnelles 
que  Ton  cherche. 

Qu'il  faille  ,  par  exemple  ,  trouver  deux  moyennes 
proportionnelles.  On  prendra  dans  la  progreffion  géo- 
métrique le  quatrième  terme  i. ,  qui  étant  égalé  a  la 

b'gne  b ,  donne  x*~aab  >  &  de  même  fi  l'on  demande 
quatre  moyennes  proportionnelles  ,  l'on  aura  x*  =a*k 
D'où,  il  eft  façilç  de  voir  que  fi  n  marque  en  gênerai  le 
nombre  des  moyennes  proportionnelles  qu'il  faut  trou» 
ver  entre  les  données  a  6c  b  ,  on  aura 
pour  l'égalité  générale  qu'il  faut  refoudre.  Or  cela  pofé. 
Soit  i°.  x"  5=s  a'b  qui  fert  a  trouver  feize  moyennes 
proportionnelles.   Je  multiplie  les  deux  membres  de 
cette  égalité  par  x% ,  afin  d'avoir  x%*=  u'bx* ,  dont  la. 
lus  haute  dimenfion  10  eft  le  produit  des  deux  nom- 
?s  4  &  y  q«u  fe  ûiivent  immédiatement.  Je  prends  l'c- 


El' 


Digitized  by  Googkj 


Des  Problesmes  db'teumine's,  4jy 
quation  x1  ama*y  $  ce  qui  donne  en  élevant  chaque  mem- 
bre à  la  puiflance  quatrième  xM ^au y a*"  b x1 ,  d'où  je 
tire  une  autre  équationy  sa  dont  le  lieu  étant  cons- 
truit feparément ,  donnera  par  Ton  inrerfeétion  avec  celui 
de  la  fuppofée  xs^a*y ,  la  valeur  de  l'inconnue  x.  Ou 
bien  je  prends  l'équation  x*esaatyi  dont  j'élève  chaque 
membre  a  la  quatrième  puiflance  j  &  les  multipliant  en- 
fuite  par  x  ^  j'ai  x'1  ^a*y*  x=aa€b,  d'où  je  tirey  x=»  a*  b, 
dont  le  lieu  étant  conftruit  feparément  avec  celui  de  I'é- 
quation  x*^a9yy  donnera  par  fon  interfe&ion  la  valeur 
cherchée  de  l'inconnue  x. 

Soit  i°.  x^ssmJ'b  qui  fert  i  trouver  trente  moyennes 
proportionnelles.  Je  multiplie  de  part  &  d'autre  par  x% , 
afin  d'avoir  x*4  'b x* ,  dont  la  plus  haute  dimenfion  36 
eft  le  quarré  de  6  :  c'eft  pourquoi  faifant  x'=a*y ,  &  pre- 
nant de  part  &  d'autre  la  fixiéme  puiflance,  j'ai  x^maa" 
y \=*al*by\  d'où  je  tire  x'=by' ,  dont  le  lieu  étant  cons- 
truit feparément  avec  celui  de  l'équation  que  j'ai  prife 
d'abord  x* m»a%y  ^  donnera  par  fon  inrerfection  la  valeur 
de  l'inconnue*  x.  Ou  bien  ayant  pris  comme  ci  de  (Tu  s  l'é- 
quation x'wsaa'y ,  je  l'élevé  a  la  cinquième  puiflance,  & 
la  multipliant  enfuite  par  x,  j'ai  xlttSma%iy> x^a^b,  ce 
qui  donne  y'  Xx=*a'  b.  D'où  l'on  voit  que  le  lieu  de  l'é- 
quation x9 s=a' y ,  étant  conftruit  (êparément  avec  le  lieu 
de  l'autre  équationy  x ama'b,  donnera  la  refolution  de 
l'égalité  propofée  xtx*=*au  b  ■>  de  forre  que  Ton  peut  choi- 
sir entre  les  deux  lieux  y4x^b ou/xa»/^,  celui 
qu'on  jugera  le  plus  Ample.  Il  en  eft  ainfi  dé  tous  les  au. 
très  exemples  qu'on  peut  fe  former  à  plaiûr. 

11  eft  à  remarquer  que  fi  la  dimenfion  de  l'inconnue 
x  n'etoit  pas  un  nombre  premier  ,  l'égalité  propofée  iê 
pourroit  toujours  abaifler.  Si  l'on  avoir  ,  par  exemple  , 
x9  au*  b  ,  qui  (err  à  trouver  huit  moyennes  proportion- 
nelles j  on  trouveroit  en  extrayant  de  part  &  d'autre  la 

racine  cubique  x**m  f^a'b.  Or  afin  que  le  nombre  ab 
foit  un  cube,  il  n'y  a  qu'à  trouver  une  ligne  ^dont  le 
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cube  zj^aab  ,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofê  de  trou- 
ver encre  a  &  b  deux  moyennes  proportionnelles  j  car 
mettant  à  la  place  de  a  a  b  (a  valeur  %l  ,  on  aura  x'  =>  a* £ 
ou  jc'sm^*^,  de  lorre  qu'en  relolvant  ces  deux  égalités 
B=*aa  b  t  ài.  enfuite  *'  =*a a  z^  qui  ne  font  que  ou  troi- 
fieme  degré  «  on  trouvera  la  valeur  de  l'inconnue  x  ,  qui 
eft  la  première  des  huit  moyennes  proportionnelles  en- 
tre les  extrêmes  a  &  b.  De  même  h  Ion  avoir  *'4œ.«,,£ 
qui  fert  à  trouver  treize  moyennes  proportionnelles ,  il 
viendroic  en  extrayant  de  part  &  d'autre  la  racine  quar- 
rée  «'«V'"^  Or  a6n  que  ^a"  b  ioit  un  quarre,  il  faut 
trouver  une  ligne  ^  dont  le  quarre  z^z^ab^  car  lubf. 
tituant  à  la  place  de  ab  ,  le  quarre  z^z  dans  l'égalité 
propo(ee  ,  on  aura  x'4»**";;^  ou  xl^maj^i  ccCL pour- 
quoi il  n'y  aura  qu'à  refoudre  d'abord  l'égalité  du  fé- 
cond degré  zj^^ab  ,  &  enluite  celle  du  feptieme 

*  r 

X  *m** 

On  doit  encore  remarquer  que  ces  fortes  d'égalités 
qui  fervent  à  trouver  des  moyennes  proportionnelles, & 
dont  la  dimenfion  de  l'inconnue  eft  un  nombre  pre- 
mier ,  n'ont  qu'une  racine  réelle  &  toutes  le^autres  ima- 
ginaires j  dont  la  raifon  eft  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'a» 
ne  feule  ligne  qui  foit  la  première  des  moyennes  pro*. 
•   portionnelles  cherchées. 

&EMÀR  Q^U  B. 

fis.  ity  On  peut  refoudre  le  Problême  précèdent  par 

le  moyen  d'un  instrument  géométrique  dont  la  conC 
trudion  eft  telle.  Soient  deux  lignes  indéfinies  Jfr9 
TZ  y  mobiles  autour  du  point  r,  en  forte  qu'elles  fe 
puuTent  ouvrir  &  fermer.  Soit  attachée  au  point  quel- 
conque fixe  B  du  côté  YJT>  une  perpendiculaire  indé- 
finie BC  fur  ce  côté,  laquelle  chafle  devant  elle  ( pen- 
dant que  l'argle  ATZ  s'ouvre)  par  le  point  C  où  elle 
rencontre  l'autre  côté  YZ  t  la  perpendiculaire  indé- 
finie CD  fur  ce  dernier  côté  j,  qui  chafle  de  même 

par 
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par  le  point  D  où  elle  rencontre  le  côté  YATy  la  per* 
pendiculaire  indéfinie  D  E  ;  qui  chafïe  encore  de  même 
par  le  point  £  où  elle  rencontre  le  côté  YZ  ,  la  per- 
pendiculaire indéfinie  E  F  y  qui  chaiîera  par  le  point  F 
où  elle  rencontre  le  côté  YATy  la  perpendiculaire  F  G  ; 
qui  chaiïe  encore  par  le  point  G  où  elle  rencontre  le 
côté  YZy  la  perpendiculaire  G  H  \  &  ainfi  de  fuite  à 
♦infini ,  en  augmentant  autant  que  l'on  voudra  le  nom. 
bre  des  perpendiculaires  fur  les  côtés  YAT  &  YZ.  Cela 
fait  ,  foit  propofé  ,  par  exemple  t  de  trouver  quatre 
moyennes  proportionnelles  entre  les  deux  lignes  droi- 
tes données  a  &  b.  Ayant  pris  fur  le  côté  YZ  la  par- 
tie Y  G  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  <*,  4, 
YB,  on  ouvrira  le  côte  AT  Y  de  1'inftrurrrent ,  jufqu'à  ce 
que  la  cinquième  perpendiculaire  F  G  (parce  qu'il  eft 
queftion  de  trouver  quatre  moyennes  proportionnelles  ) 
paiTe  par  le  point  G  >  &  alors  les  lignes  rc,  yD  ,  YE  , 
Y  F,  feront  les  quatre  moyennes  proportionnelles  entre 
les  extrêmes  YB  y  Y  G  j  &  partant  la  quatrième  pro- 
portionnelles aux  trois  lignes  Y  B  %YC^  a  (êra  la  pre* 
miere  des  quatre  moyennes  proportionnelles  deman- 
dées. 

Car  les  triangles  rectangles  YBC}  YCD,  YDE, 
YE  Fy  Y  F G  ,  étant  tous  femblables  i  leurs  côtés  Y  By 
YC ,  YD  y  Y  e  yYF,YG^  feront  en  progreffion  géomé- 
trique continue.  Donc  &c< 

Il  eft  clair  que  pendant  que  l'angle  ATYZ  s'ouvre  de 
plus  en  plus ,  le  point  B  décrit  un  arc  de  cercle  A  B } 
&  que  les  interférions  continuelles  D  y  F ,  H  y  des  per- 
pendiculaires CD  y  £  F,  G  H  ,  fur  le  côté  YZ  ,  avec 
l'autre  côté  Y  AT ,  décrivent  des  lignes  courbes  ADt 
ji  ts  AH%  qui  fervent  i  trouver  autant  de  moyennes 
proportionnelles  qu'on  voudra.  Car  fi  l'on  décrit ,  par 
exemple  ,  du  diamètre  YE  un  demi  cercle,  il  coupera 
la  courbe  AD  en  un  point  D ,  tel  que  YD  eft  la  fêcon* 
de  des  deux  moyennes  proportionnelles  ,  entre  les  ex« 
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trêmes  TS  ou  7  A  &  T  £  *  &  de  même  fi  Ton  décrit  un 
demi  cercle  du  diamètre  TG  ,  il  coupera  la  ligne  cour- 
be  W  -F  en  un  point  F ,  tel  que  TF  cft  la  dernière  des 
quatre  moyennes  proportionnelles  entre  TsiUTG  &c. 
Sur  quoi  il  cft  a  propos  de  remarquer  que  la  ligne  cour- 
be si  D  eft  du  quatrième  degré  *  la  ligne  courbe  si  F 
du  huitième  }  la  courbe  ^  H  du  feiiiéroe,  «ce  }  ce  que 
je  prouve  ainfi.  .  • 

Soient  i°.  les  inconnues  &  indéterminées  fCc*, 
CDzzzy  ,  TDzz  êc  I*  connut  3^  ou  s<,on 
auraT  caufe  des  triangles-  redangles  femblables  TCD , 
c\cette équation  r*  <*)  :=  ^ ,  &  à  caufe  du  trian- 
gle redangle  TCD  cette  autres  xxs  ^  dans 
laquelle  mettant  a  la  place  de  ^  (a  valeur  i£  trouvée 

par  le  moyen  de  la  première  équation  ,  il  vient  atyy 

~  x*  a  a  xx  j  ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  AD 

cft  un  lieu  du  quatrième  degré.  Soient  x°.  les  incon- 
nues &  indéterminées  TE.  S  x  ,  E  Fzly ,  TfZZ  ^,  & 
la  connue  T  si  ou  TJSt^d  -t  on  aura  à  caufe  des  trian- 
gles redangles  femblables  7  F  JE.  ,7  E  D ,  TDC^TCB, 
cette  équation  YB  «t  *  caufe  du  triangle 

redangle  7"  £  F  cette  autre  yy  xx  ss^^,  dans  laquel. 
le  failant  évanoiiir  l'inconnue'  P*r  lc  moyen  de  la  pre- 
mière équation ,  &  ôrant  les  incommcnfurables ,  on  trou, 
ve  aay4  -+  l*ax  xy*  — f  $aax*yy  — f  zs  $  d'où 
l'on  voit  que  la  courbe  A  F  eft  un  lieu  du  huitième  de- 
gré. On  prouvera  de  même  que  la  courbe  si  H  eft  ua 
lieu  du  feizieme  degré ,  &c. 

Maintenant  puifque  félon  l'exemple  on  peur  trou- 
ver deux  moyennes  proportionnelles  ,  en  n'employant 
que  deux  Uenes  du  fécond  4egré  }  quatre  moyennes 
proportionnelles  ,  en  fe  fcrvant  du  lieu  du  fécond 
degré  ,  èc  d'un  autre  du  troificme  *  au  lieu  qu'ici  il 
faut  dans  le  premier  cas  un  lieu  du  quatrième  ,  qui 
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cft  la  ligne  AD,  &  un  lieu  du  fécond  qui  cft  le  cercle 
YDE\  U  dans  le  fécond  un  lieu  du  huitième  ,-fçavoir  : 
la  ligne  courbe  A  F  >  U  un  lieu  du  fécond  ,  Icavoir  le 
cercle  YFG  :  il  s'enfuit  que  ces  lignes  courbes  A  D% 
F  y  si  H ,  font  beaucoup  trop  compofees  pour  refou. 
dre  ce  Problême.  Cependant  la  facilité  de  ta  conftruc- 
tion  &  de  la  dcmoDUration  ,  recompenfe  en  quelque 
forte  ce  dctaur. 


F  I  N. 
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PRIVILEGE    DV  ROT 


LOUIS  PAR.  LA  GRACI  f>  E  Dl  ID  R  O  Y  »  E  F  R  A  H  C  E 
t t  de  Navarre  :  A  nos  amez  &  féaux  Confeillers  les 
Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement ,  Maîtres  des  Requêtes  ordi- 
naires de  nôtre  Hôtel  t  Grand  Confeil  ,  Prévôt  de  Paris ,  Bailhft, 
Sénéchaux  ,  leurs  Lieutenant  Civils  autres  nos  Jufticiers  qu'il 
appartiendra  :  Salot.  Nôtre  Académie  Royale  des  Sciences  Nom 
ayant  ués- humblement  fait  expofer  ,  que  depuis  qu'il  Nous  a  plû 
luy  donner  par  un  Règlement  nouveau  de  nouvelles  marques  de 
nôtre  affl&.on  ,  Elle  s'eft  appliquée  avec  plus  de  foin  à  cultiver  les 
Sciences  qui  font  lobjet  de  les  exercices  -,  en  forte  qu'outre  les  Ou- 
vrages  qu'elle  a  déjà  donnez  au  public ,  Elle  feroit  en  état  d'en  pro- 
duire encore  d'aunes  ,  s'il  Nous  plaifoit  luy  accorder  de  nouvelles 
Lettres  de  Privilège ,  atrendu  que  celles  que  Nous  luy  avons  accor- 
dées en  date  du  6.  Avril  1699.  n'ayant  point  de  tems  limité,  ont 
été  déclarées  nulles  par  un  Arrêt  de  nôtre  Confeil  d'Etat  du  m.  do 
mois  d'Aouft  dernier.  Et  defirant  donner  à  ladite  Académie  eu 
corps  ,  6c  en  particulier  à  chacun  de  ceux  qui  la  compofent,  toutes 
les  facilitez  &c  les  moyens  qui  peuvent  contribuer  à  rendre  leurs  tra- 
vaux utiles  au  public  ;  Nous  avons  permis  &  permettons  par  ces 
Prefentes  a  ladite  Académie,  de  faire  imprimer ,  vendre  &  débiter 
dans  tous  les  lieux  de  nôtre  Obéiflance,  par  tel  Imprimeur  qu'EIle 
voudra  choifir  ,  en  telle  forme  ,  marge  ,  caractère,  5c  autant  de  fois 
,que  bon  luy  femblera  :  Toutes  les  Recherches  eu  Oéfervations  jtwr- 
neslieres ,  &  Relations  annuelles  de  tout  ce  qui  aura  4té  fait  dam  let 
jiflemblies  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  ,  comme  auffi  les  Ou. 
vrages  ,  Mémoires  ou  Traitée  de  chacun  des  Particuliers  qui  la  cem- 
tofent ,  &  généralement  tout  ce  que  ladite  Académie  voudra  faire 
paroître  fous  fon  nom  ,  lorfqu'aprés  avoir  examiné  &  approuvé  let 
dits  Ouvrages  aux  termes  de  l'article  xxx.  dudit  Règlement  ,  elle 
les  jugera  dignes  d'être  imprimez  :  6c  ce  pendant  le  tems  de  dix 
années  confecutives  ,  à  compter  du  jour  de  la  date  defdites  Pre- 
fentes. Faiions  trés-expreiTès  défenfes  à  tous  Imprimeurs,  Librai- 
res, &  à  toutes  fortes  de  perfonnes  de  quelque  qualité  6c  conditioa 
que  ce  foit ,  d'imprimer  ,  faire  imprimer  en  tout  ni  en  partie  ,  au- 
cun des  Ouvrages  imprimez  par  l'Imprimeur  de  ladite  Académie; 
comme  aufli  d'en  introduire ,  vendre  &  débiter  d'imprcflîon  étran- 
gère dans  nôtre  Royaume  fans  le  confentement  par  écrit  de  ladite 
Académie  ou  de  fes  ayans  caufe  ,  à  peine  contre  chacun  des  contre- 
venais de  confifeatipn  des  Exemplaires  contrefaits  au  profit  de  foa- 


ditlmprimeur,  décrois  mille  livres  d'amende ,  dont  un  tiers  à  l'Hô- 
tel-Dieu de  Paris  ,  un  tiers  audit  Imprimeur ,  6c  l'autre  tiers  au  Dé- 
nonciateur ,  6c  de  tous  dépens ,  dommages  6c  intérêts  :  à  condition 
que  ces  Prefentes  feront  enregistrées  tout  au  long  fur  le  Xegiftre  de 
la  Communauté  des  Imprimeurs- Libraires  de  Paris ,  &  ce  dans  trois 
mois  de  ce  jour  ;  Que  l'impreflïon  de  chacun  defdits  Ouvrages  fera 
faite  dans  nôtre  Royaume  &  non  ailleurs  ,  6c  ce  en  bon  papier  6c 
en  beaux  caraâeres,  conformément  aux  Reglemens  de  la  Librairie; 
6c  qu'avant  que  de  les  expofer  en  vente  il  en  fera  mis  de  chacun 
deux  Exemplaires  dans  nôtre  Bibliothèque  publique ,  un  dans  celle 
de  nôtre  Château  du  Louvre ,  6c  un  dans  celle  de  nôtre  trés-cher  6c 
féal  Chevaliet  Chancelier  de  France  le  Sieur  Phelyppeaux  Comte  de 
Pontchartrain  ,  Commandeur  de  nos  Ordres ,  le  tout  à  peine  de 
nullité  des  Prefentes  ;  du  contenu  defquelles  Vous  mendons  6c  en- 
joignons de  faire  joiiir  ladite  Académie  ou  les  ayans  caufe  pleine- 
ment &  paifiblement ,  tans  fourrrir  qu'il  leur  foit  fait  aucun  trou- 
ble ou  empêchemens.  Voulons  que  la  copie  defdites  Prefentes  qui 
fera  imprimée  au  commencement  ou  à  la  fin  defdits  Ouvrages  foit 
tenue  pour  dûcment  fignifice ,  6c  qu'aux  copies  collationnées  par  l'un 
de  nos  amez  6c  féaux  Confeillers  6c  Secrétaires  foy  foit  ajoûtée  com- 
me à  l'original  :  Commandons  au  premier  notre  Huiflier  ou  Ser- 
gent de  faire  pour  l'exécution  d'icelles  tous  aftes  requis  6c  necetîai- 
res  fans  autre  permidion  ,  6c  nonobftant  Clameur  de  Haro  ,  Char- 
tre  Normande  6c  Lettres  à  ce  contraires  :  Car  tel  eft  nôtre  plaifir. 
D  o  n  n  i*  à  Verfailles  le  neuvième  jour  de  Février ,  l'an  de  grâce 
mil  fept  cens  quatre ,  6c  de  nôtre  Règne  le  foixante  &  unième.  Par 
le  Roy  en  fon  Conleil ,  L  i  Comte. 

L'Académie  Royale  des  Sciences  par  Délibération  du  ij.  Février 
1704.  a  cédé  le  prêtent  Privilège  à  J  e  a  n  Boudot  fon  Libraire, 
pour  en  joiiir  conformément  au  Traité  fait  par  l'Académie  avec  le* 
dit  Boudot  le  ij.  Juillet  1699.  ^n  f°y  de  quoy  j'ay  ligné,  à  Paris  ce 
15.  Février  1704. 

To  ntenelle,  Secrétaire  de  l'Académie 
Royale  des  Sciences. 

Jtegijlrê  fur  le  Livre  de  la  Communauté  des  Libraires  &  Impri- 
meurs de  Parie ,  Numéro  c  v  1 ,  page  1$$.  conformément  aux  Reglemens, 
&  notamment  a  l'Arreft  du  Cenfeil  du  13.  Aoufi  dernier.  A  Paris  , 
ce  i).  Février  1790,. 

P.  Emeut,  Syndic. 


Je  fous-fïgné,  en  conformité  du  Traité  fait  avec  M.  Hochcrcau, 

M  m  m  il] 


I 


le  i$  Aottft  dernier ,  qui  avoir  acquis  du  Sieur  Boudot ,  Libraire 

de  l'Académie ,  le  droit  du  Privilège  des  Scdions  Coniques  de  M. 
le  Marquis  de  l'Hôpital  ;  de  même  encore  que  l'Agrément  du  Sieur 
Rigaud  pour  la  joUiuance  dudit  Privilège  :  déclare  6c  reconnois  tour  ce 
que  deflus  avoir  cédé  cejourd'hui  au  Sieur  Montalant ,  que  je  fubfti- 
tuë  en  mon,  lieu  &  prérogatives ,  moyennant  l'accord  tait  entre  nous, 
à  Paris  ce  treizième  Novembre  mil  fept  cens  dix.  neuf. 


CJombe&t. 
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